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2. Kurvenanpassung A\‘("'

er Institut far Technologie

B Oft ist das Modell eines Messsystems unbekannt und die stationare
Kennlinie liegt nur in Form von n Messpunkten vor.

Ziel der Kurvenanpassung ist die Konstruktion einer mathematischen
Funktion, die die Messpunkte geeignet nachbildet. Dadurch konnen fur
beliebige Zwischenwerte u die zugehorigen Werte y angegeben werden.

Ansatze
1. Interpolation: Die Kennlinie soll durch alle n Messpunkte gehen.

= kleines n

2. Approximation: Die Summe der Fehlerquadrate soll minimiert werden.
Die Kennlinie geht i. d. R. nicht durch alle Messpunkte.

== groldes n
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2. Kurvenanpassung ST

Karlsruher Institut far Technologie
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== kleines n == grof’es n
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2.1.1 Approx. mit orthonormalen Funktionensystemen &‘(lT

Approximation mit Funktionensystemen

@ Ziel: Darstellung der Kennlinie als endliche Reihe analytischer Funktio-
nen (z. B. Polynome, trigonometrische Funktionen):

m—1 m—1
g(u) = Z a; pi(u) bzw. g = Z a; pi(ux), k=0,...,n—1
1=0 1=0

@ Bestimmung der Koeffizienten a; Uber Minimierung eines Giitemales @)
(hier: Energie des Approximationsfehlers):

n—1
Q=> (-’ — min
k=0

- GL z':o,...,m—Q

@ Berechnung der Koeffizienten a; unter Umstanden aufwendig
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2.1.1 Approx. mit orthonormalen Funktionensystemen &‘(lT

@ Bei Verwendung einer orthonormalen Basis

n—1
1, i=j
<g07,('U/k) QOJ uk’ ];)So’l Uk Spj(uk:)—dz,] —{ 0 : Z#]

werden die im Sinne des Gutemaldes (Q optimalen Koeffizienten a;
einfach durch Projektion berechnet [SuS, Kap. 2]:

(Y @i (ur)) Z Yk o5 (u)

Weitere Vorteile orthogonaler Basen

@ Da die Koeffizienten a; nur von den jeweiligen Basisfunktionen abhangen,
bleiben diese beim Hinzunehmen weiterer Funktionen unverandert

® Mit wachsendem Grad m der Funktionenreihe wird der Approximations-
fehler wegen der Bessel‘schen Ungleichung geringer [SuS, Kap. 2]:

= llyll* = llas]®
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2.1.1 Approx. mit orthonormalen Funktionensystemen &‘(lT

Beispiel: Orthonormales Funktionensystem

1 o u—ua
® Funktionen der Fourier-Reihe: [F@ (u) = NG )2 ueua]

® Die Funktionen Fi(ux) bilden im Messbereichsintervall [ua, u.] bei dquidis-
tanten Stutzstellen im Abstand Au ein orthonormales Funktionensystem:

- n-Au

.

Intervallbreite:  (ue — ua) = n-Au [ up —uy  k ]
—
k-te Stutzstelle:  ux = k- Au+ u,
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2.1.1 Approx. mit orthonormalen Funktionensystemen &‘(lT

er Institut far Technologie

@ Durch das Innenprodukt lasst sich die Orthogonalitat zeigen:

n—1 n—1
1

(Fi(ur), Fj(u)) = Y Fi(ur) - F} (ug) = - Y CIw = 4

@ Veranschaulichung in der komplexen Ebene:

A Im
o i 7]
6
: 4 . 2 —
eJ27Tg eJ271'6 n==~6
i, 5 : 1 1 =
eJ27T g e)27r 5 J
- > ) > >
= = s = >
el /! 0 a0 Re
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2.1.1 Approx. mit orthonormalen Funktionensystemen &‘(lT

Beispiel: Approximation mit den Fourier-Koeffizienten

sin(x)+x Fourier-Koeffizienten
6 1.5
4 1
2 0.5 TTT
; . TTWW
0 2 4 6 0 5 10 15 20
Approximation
6 _ .
VA Eigenschaften
V)
4 N 2 ® Periodizitat
SN
2|| /"’/ s ® Oszillationen
\/ k=25
% 2 4 6 N
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2.1.2 Least-Squares-Schatzer ST

er Institut far Technologie

@ Vielfach allgemeine (nicht orthogonale) Basisfunktionen erwinscht

Zur Bestimmung der Koeffizienten a; wird bei nicht orthogonalen
Basisfunktionen ¢;(u) der Least-Squares-Schatzer verwendet

B Ansatz (Energie des Approximationsfehlers) in Vektorschreibweise:

n—1
Q=> r—)’=F-9"(y-9 | — min
k=0

@ Messpunkte liegen diskret vor — Approximationsansatz in Matrixnotation:

o wolup) -+ Em—1(uo) ap

<>
I
I
I
KH
Q

A

Yn—1 SOO(Un—l) <,0m—1(un—1) Am—1

- Q=(y- <I>a)T(y —®a) = yly — 23T@Ty+aT<I>T<I>a
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Karlsruher Institut fir Technologie

2.1.2 Least-Squares-Schatzer

@ Minimierung des Gutemales zur Bestimmung von a:

dQ _

da
— [a = (<I’T<P)_1<I>Ty)

= Der Parametervektor a berechnet sich aus der Pseudoinversen von ®
(Verallgemeinerung fur nichtquadr. Matrizen) und dem Messpunktevektor

—2® Ty + 28 TP a=0

Diskussion

B LS-Schatzer hat eine grol3e praktische Bedeutung, um Kennlinien oder
Signalverlaufe aus stark verrauschten Daten zu bestimmen
(Regressionsrechnung)

B LS-Schatzer ist ein Optimalfilter

@ Voraussetzung fur den erfolgreichen Einsatz ist das Vorhandensein von
Vorwissen uber den Kennlinienverlauf (sog. Signalmodell), welches in
die Matrix @ der Basisfunktionen eingeht

Institut fir Industrielle
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T
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2.1.3 Regressionsanalyse

Beispiel: Lineare Regression
® Gesucht: Gerade durch eine Menge von Messpunkten (g(u) =au+ ao)

n—1
® Gutemall: Q= Z (yr — arup — ao)2 y(w)
— A
@ Minimierung: Yn—1 4 *
-1
dQ n | * ¥ x
—* —_9 U —ajur —ag) =0 *
dar Z k (Yr — a1ug — ag) N
k=0
S
_]_ *
dQ S !
d—aO:—QZ(yk—aluk—ao):O ***
k=0
n—1 n—1 n—1 Yo T *
— a12ui + aozukzzukyk (*) , N
k=0 k=0 k=0 u w1 u
0 n—1

n—1 n—1
ai g ur + nag= E Yk
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2.1.3 Regressionsanalyse A\‘(IT

@ Auflésen von (**) nach dem Parameter ao:

1 n—1 1 n—1
a0=—zyk—a1'—zuk
" =0 " =0 y(u)
A
@ Einsetzen in (*) und Auflésen nach Yr1
a1 ergibt:
4 n—1 n—1 n—1 h
neoY URYk — ), Uk Y Yk
k=0 k=0 k=0
a; = 5
n—1 n—1
k= k=
N ° ’ )l

@ Regressionsrechnung liefert gleiches Ergebnis wie der LS-Schatzer
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2.1.3 Regressionsanalyse A\‘("'

er Institut far Technologie

Alternative Vorgehensweise
® Direkte Verwendung der Gleichung fur den LS-Schatzer:

[ a=(®T®) '@y )

® Signalmodell g(ur) = ajux + ag in Matrixnotation:

<>
I
I
—
S
_
[
I
K
Y

Yn—1 1 Up—1

@ Es kdnnen naturlich auch Polynome hoheren Grades verwendet werden!

Beim Least-Squares-Schatzer mussen alle Koeffizienten a. neu berechnet
werden, wenn die Ordnung des Regressionspolynoms erhoht wird.
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2.2 Interpolation

2.2.1 Polynominterpolation

2.2.2 Interpolation durch Lagrange-Polynome
2.2.3 Interpolation durch Newton-Polynome
2.2.4 Spline-Interpolation

15 WS 2012/13 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik . Institut fir Industrielle
il Informationstechnik

2.2.1 Polynominterpolation A\‘(".

er Institut far Technologie

@ Annahme: wenige Punkte einer Kennlinie gegeben — Interpolation

Bei der Interpolation werden die Messwerte (ux, yx) der
Kennlinie in den Stutzstellen exakt wiedergegeben.

@ Meist Polynomansatz in der Messgrol3e u:

[@(u) = z_: a; u’ = anj (2.37)

mit a: Koeffizienten, p = (1, u,..., u"1)T : Potenzen ui von u

@ Vorgehensweise: Bestimmung der n Koeffizienten a; durch n
Gleichungen in den Stltzstellen (Wertepaare ux, yx):

n—1
yk(uk):Zaiuﬁc, ke{0,...,n—1}
i=0
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2.2.1 Polynominterpolation A\‘(IT

@ Gleichungssystem lasst sich in Matrixschreibweise formulieren:

~
Yo 1 uy ud .- ug_l ao
2 n—1
Y1 1 wug uy vt Uy ajq
2 n—1
Yn-1 Lup—1 up_q - Up—1 On—1
N J

V : Vandermonde-Matrix

@ Die Matrix V ist invertierbar (regular), falls die u; paarweise verschieden
sind — und ferner gut konditioniert, wenn die Stutzstellen hinreichend weit
auseinander liegen. Dann lassen sich die Koeffizienten berechnen:

== |nterpolationsgleichung: [ g=a'p=pla=p'V'y )
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2.2.2 Interpolation durch Lagrange-Polynome A\‘("'

@ In der Praxis arbeitet man lieber mit Lagrange-Polynomen

® Grund: Dank komplexerer Basispolynome Li(u) anstelle der Monome u
werden Lagrange-Polynome direkt mit den Messwerten y; gewichtet
— keine Berechnung der Koeffizienten erforderlich:

Vergleich:
Ansatz: | G= S gl S
nsatz: | § = Zoyi () () — Zai o

= i=0
Li(u): Polynom in u (Lagrange-Polynom)
. ) . . T N T — T V—l
Vektorschreibweise: | §=L" y y=ap=p y

——

LT

(u—uo) -+ (u—ui—1)(U—ui1) - - (U—Un—1)
(Ui—uo) T (Ui_ui—l)(ui_ui+1) T (Ui_un—l)

Lagrange-Polynome: | L;(u) =
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2.2.2 Interpolation durch Lagrange-Polynome A\‘(".

@ Lagrange-Polynome:

(u—uo) - (u—uim1)(u—uit1) -~ (U= up—1)
(ui —uo) -+ (Ui — wim1) (w5 — Uig1) -+ (U — Up—1)

yoLo (U>

W Eigenschaft: CLi(uj) = 0;j

= Die Stutzstellen eines Lagrange-
Polynoms werden exakt interpoliert:

] 1 : — 1 K]
) H T P ©
z 11 yaLa(u) %
E yi L =Yj z
: ] f : 9
! ! : ' ]
E 288 i <
uo up U2 us
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2.2.2 Interpolation durch Lagrange-Polynome \“(“.

institut far Technologie

Beispiel 2.1: Lagrange-Interpolation mit drei Stiutzstellen

® Kennlinie sei durch drei aquidistante Stutzstellen ua, um, ue gegeben
(h = ua — um beschreibe den Abstand zwischen benachbarten Stutzstellen)

@ Die Lagrange-Polynome sind damit:

. (U_um)(u ue) — ! U —u u—1u
F00) = ) (0 — ) — 22 ) ()

_ w—w)w—uw) 1
L1<u) —( —Ua)( _ e) - hz( a)( e)
Lo(u) = (v—wa) (u—um) 1 (u— ua) (U — U )

(e — Ug) (Ue — Um)  2h2

@ In die Interpolationsgleichung eingesetzt:

[ Zyz JW( = ) (= 1) = 5 = ) (1 — ) + o (1 — ) — )
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2.2.2 Interpolation durch Lagrange-Polynome A\‘(".

Ye
o5 (U —ua)(u — ue) + W(u — Ua) (U — Um)

@ Fir u, =0, y, =0 sowie u, = h, u. = 2h folgt die Kennlinie:

A~ 2 m € € m
[y =u (% — 2y_h) + u? (thz — ‘Z—z)] (Parabel durch den Ursprung)

Y\
@ Liegen die drei Stutzstellen Yo
auf einer Geraden, ‘
Y
— Ye Ym

Ym 9

so wird die Kennlinie linear:

A~ . ye y
Ylin = U~ o 2 >
Uy, Um Ue U .
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2.2.3 Interpolation durch Newton-Polynome A\‘("'

er Institut far Technologie

Warum Newton-Interpolation?
® geringere Komplexitat der Basispolynome
@ leichtere Erweiterbarkeit beim Hinzufligen von Stltzstellen

Ansatz: g=ao+a (u—up)+az(u—u)(u—u)+---

+ ap—1(u—ug)(u—uy) - (u—up_2)

= Rekursive Berechnung der Koeffizienten a; aus den Interpolations-
bedingungen in den Stutzstellen:

Yo = Qo
y1 = ap+a; (u; —up)
Yn—1 = ag~+ a1 (Up—1 —up)+ az (Up—1 —ug) (Up—1 —uy) +---

+ an—1 (Un—1 — up) (Un—1 —u1) -+ (Up—1 — Up—2)

Newton- und Lagrange-Interpolation liefern das gleiche Polynom
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2.2.3 Interpolation durch Newton-Polynome A\‘(IT

@ Zur einfachen Berechnung der Koeffizienten bei aquidistanten
Stutzstellen werden Differenzen von Funktionen eingefuhrt

® Erste Differenzen: (Ayo =y1 — Y0, Ay1 =y2 — Y1, Aya =y3 — Y2, - )

® Zweite Differenzen: A%yy = Ay — Ayy = y2 — 2y1 + ¥o
APyr = Ays — Ayr = y3 — 22 + 10

® Hohere Differenzen: [Ajyi = AN Ay) = ATy — Aj_lyi)

@ Fur das Rechnen mit Differenzenoperatoren gilt:

(yi =(1+A) yo)

Beweis mittels vollstandiger Induktion [PK12].
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2.2.3 Interpolation durch Newton-Polynome A\‘("'

er Institut far Technologie

® Durch Ausmultiplizieren von = y; = (1 + A)i yo mit der allgemeinen
binomischen Formel erhalt man:

i(i—1)
2!

i(i—1)---(i—7+1)
7!
® Aus dem Interpolationsansatz auf Folie 22 folgt bei konstantem
Stutzstellenabstand h:

A2y0+...+

[yz‘—yo—FFAyo%- ~A3y0—|—...—l—A"y(J

Yo = Qo

y1. = ap+arh

Yy = apt+arih+---+a;i(i—1)---(G—7+1)h! +--+a;i b’
Yn1 = ao+ar(n—1)h+ay(n—1n-2)h%+---4+a,(n—1)!nr"

@ Durch Vergleich der Koeffizienten vom Grad j erhalt man:
(aj-i(i—l)---(i—j—i—l)-hj :i(i—1)---(i—j—|—1)-Ajy0/j!)
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2.2.3 Interpolation durch Newton-Polynome &‘(lT
_ Ajyo
i

= Newton‘sche Interpolationsformel fur aquidistante Stltzstellen:

® Daraus folgt fur die Koeffizienten des Newton-Polynoms: | a;

R A A2 An—1
[y — yo—l—%(u—uo)—k tho (u—ug)(u—uq)+...+ =1 22—1 (w—ug) -+~ (u— Unz)]

@ Die Differenzen hoherer Ordnung lassen sich auf einfache Weise aus
dem Differenzenschema durch fortlaufende Subtraktion bestimmen:

u |y Ay A’y A’y Aty
0 | %o
> Ayo
h | n >A2y0
) Ay ) A3y
2h | ya > A%y, > Atyg
> Ays > A3?;’1
3h | y3 ) A%y,
> Ays
4h Yy
25  WS2012/13  Prof. Dr-Ing. F. Puente Le6n — Messtechnik . Institut fir Industrielle
A Informationstechnik
2.2.3 Interpolation durch Newton-Polynome &‘(lT

er Institut far Technologie

Beispiel 2.2: Newton-Interpolation mit drei Stutzstellen
® Messkennlinie durch drei aquidistante Stutzstellen u., un, ue. gegeben:

Uy =0, unm=h, ue=2h, y,=0

® Differenzenschema: u |y Ay A2y
0 | ¥a
> Ym — Ya
ho| Ym Yo — 2ym + ¥a
> ye - ym
2h | ye

m e 2 m
@ Interpolationsfunktion: [y — Ym,, + y2T2yu (u — h)j

== Ergebnis stimmt mit dem aus Bsp. 2.1 Uberein! -
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2.2.4 Spline-Interpolation A\‘(IT

@ Nachteil der klassischen Polynominterpolation:

Bei vielen Stutzstellen erhalt man Interpolationspolynome
hohen Grades (— stark oszillierendes Verhalten)

@ Abihilfe: Den Teilintervallen zwischen Stutzstellen werden Polynome
niedrigen Grades zugeordnet

Einfachstes Verfahren: Lineare Interpolation

@ Bei n Messpunkten besteht die Interpolationsfunktion aus n — 1
Geradenstiicken in den Intervallen [u;,u;11], i€ {0,...,n—2}
Yy

u
— flr Kennlinien unbrauchbar, da Ableitung (,Empfindlichkeit) unstetig
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2.2.4 Spline-Interpolation A\‘(IT

Spline-Funktionen —_
® Inspiriert durch \’\

biegsame, im Schiffbau N

eingesetzte Lineale

® An den Stutzstellen wird
eine dunne Latte fixiert;
es wirken keine weiteren
aulderen Krafte auf die
Latte ein

@ Die Latte verformt sich
und es entsteht eine
glatte Biegelinie durch
alle Stutzstellen mit mini-
maler Biegeenergie und
kleinen Krimmungen —
die Interpolierende s(u)

Quelle: Wikipedia
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2.2.4 Spline-Interpolation A\‘(IT

Spline-Funktionen

® Vorteilhaft an den Spline-Funktionen ist, dass die Wendepunkte (Stellen
maximaler Linearitat) i. d. R. zwischen den Stlutzstellen liegen; bei der
Polynominterpolation liegen sie dagegen nahe an den Stutzstellen

@ Die aufgrund der Biegekraft in der Latte gespeicherte Energie ist
proportional zum Integral Uber das Quadrat der ,,Kriummung*:

E= % u]l(s"(u))z o

Uuo

® Der stabile Arbeitspunkt stellt sich bei einer minimalen Energie ein:

/ (s"(u))* du  — min (2.84)

@ Die gesuchte Spline-Funktion s(u) minimiert die Energie unter der
Voraussetzung, dass s(u) mindestens einmal stetig differenzierbar ist
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2.2.4 Spline-Interpolation &‘(lT
® Durch Variationsrechnung erhalt man aus dem Energieminimierungs-
ansatz (2.84) folgende Eigenschaften der Spline-Interpolierenden:
4 )
si(ui) = v ie{0,...,n—1} Interpolationsbedingung

sy (ui +0) = s_1(u; —0), i€{l,...,n—2} | stetige 2. Ableitung

so(ug) = si _o(Upn—1) Randbed. fiir 2. Ableitung

\S////(u) =0, U ?é Uy v oy Up—1 ) kubische Polynome

Y

so(u)

Sn—2(u)

t t t t t u
Uo Uy U2 Up—2 Up—1
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2.2.4 Spline-Interpolation A\‘(IT

Berechnung der kubischen Spline-Interpolierenden:

Fir jedes Intervall [u;, uiy1] der Lange h; = wit1 — wi
wird als Ansatz ein Polynom 3. Grades gewahlt

[ si(u) = a;(u — u3)3 + bi(u — u;)? + ci(u — uy) + d; )

® Funktionswerte und erste beiden Ableitungen an den Stutzstellen:

si(ui) = di = Y
S; (ui_|_1) = Q; hf? + bl h% + C; hl + d@ = Yi+1
si(ui) = ¢
SZ(UH—l) = 3a; h? +2b; hy + ¢
s (ui) = 2b; =y
S;’ (U¢+1) 6a; h; +2b; = y;/+1

— Auflosen nach den unbekannten Parametern a;, bi, c; und d;
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2.2.4 Spline-Interpolation A\‘(".

er Institut far Technologie

=+ Alle unbekannten Parameter a;, b;, c; und d; kdnnen durch die gegebe-
nen Statzpunkte y; und y;.; sowie die hoch unbekannten zweiten
Ableitungen y;" und ;" ; ausgedriickt werden:

)

4 )
1
a; = 6—]% (y;’+1 — ;)
1
b; 2 Y
J— 1 1 h /7 2 1!
@ — — (W — bl — = i(yi—l—l + 2y;)
h; 6
d; =y
- J
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2.2.4 Spline-Interpolation A\‘(IT

Berechnung der zweiten Ableitungen:

@ Forderung nach Stetigkeit der ersten Ableitung an den Stutzstellen:
[Sé(uiﬂ) = 8§+1(Ui+1))

® Nach Einsetzen der Parameter a;, b; und ¢; in die Ableitungen folgt:

1 h;
Si(uip1) = . (Vi1 — i) + — 6 2y + i)

1

it

hz—l—l
6 ( z—|—2 + 2yz—|—1)

5;+1(Uz'+1) = Ci+1 = (Yit2 — Yit1) —

@ Gleichsetzen beider Gleichungen und Ordnen nach den unbekannten
zweiten Ableitungen ergibt:

6 6
m(yiw —yi+1) - h—(yz'+1 —yz-)

7

hiyi 4 2(hi+hiv1) yit, + hiv1 yihe =
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2.2.4 Spline-Interpolation ‘(lT
® Unter Berlcksichtigung von y = y//_; = 0 erhalt man (n — 2) lineare
Gleichungen fur die unbekannten zweiten Ableitungen vy, 5, ...,y _5:
4 - ) )
2(ho+h1) hy 0 400 0 Yy
hl 2(h1 —|—h2) hg 0 000 0 yé’
| 0 ¢t 0 0 hn—S 2(hn—3+hn_2) | _y;{_z i
(Y2 —y1) = 50 (y1 — o)
3 s (U3 — y2) — 1= (y2 — y1)
_%(yn—l — Yn—2) — %(yn—2 — Yn—3) |
- J
® Nach der Auflésung werden die a;, b; und ¢; und daraus s;(x) bestimmt.
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2.2.4 Spline-Interpolation ST

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel 2.3: Interpolation einer Sinusfunktion
@ Vergleich von Spline- und Lagrange-Interpolation

—— Sinusfunktion sin (% u)

- - - Spline-Interpolation
- Lagrange-Interpolation

o
o
o

.
.,
........
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2.2.4 Spline-Interpolation ﬂ(“'
Beispiel: 6-Punkte-Interpolation
1.2 T T T T T T T T T
1 —1i(1+3)
v = e o

_02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 - - - B

Schlechte Interpolation:
@ zu wenige Stutzstellen
® Spline-Interpolation ahnlich wie Polynominterpolation N
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2.2.4 Spline-Interpolation &‘(lT

Beispiel: 11-Punkte-Interpolation

2 T T .
i ( ) 1 — {1+
ylu) = 5 ———Spline |
- _f. :.. ]_ + ws Polynam .E-
1f 4
05} ]
gt ey
05 L
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Mehr Interpolationspunkte:
@ Spline-Interpolation mit guten Ergebnissen

® Polynominterpolation mit starkem Uberschwingen H
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2.2.5 Systemtheoretische Deutung der Interpolation ﬂ("'

er Institut far Technologie

@ Annahme: aquidistante Stutzstellen

(u) = [ym) 3 5<u—nAu>] viu)

i ?j:b_t:;tsignal Interpolationsfunktion
Y(f) = [Ai i Y< - %)] -I(f) Tiefpass-Charakter
Uu R Uu
Interpolationsart Ordnung i(u) o I(f)
Nachster-Nachbar-Interpolation 0 rect (Aiu) Ausinc(f Au)
Lineare Interpolation 1 A (&) Ausinc?(f Au)
|deale Interpolation 00 sinc(Aiu) Aurect(f Au)
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Karlsruher Institut fir Technologie

2.3 Kennfeldinterpolation
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2.3 Kennfeldinterpolation A\‘(".

er Institut far Technologie

® Kennlinie y = f(u, z) eines Systems sei eine nichtlineare Funktion der
Messgrof3e v und einer messbaren systematischen Storgrofe z

— Kompensation der Stérgrof3e z durch Interpolation
® Voraussetzung: Kennfeldwerte flr gentigend Stutzstellen (u;, z;) bekannt

Die Kennfeldinterpolation ist eine 2D-Interpolation. Es werden die
Werte y zwischen den aquidistanten Stitzstellen (u; , z;) interpoliert.

@ Zur Herleitung der Interpolationsformel wird der Polynomansatz (2.37)

n—1
g(u) = Z a; u’
i=0

auf zwei Dimensionen erweitert:

n—1n—1
~ _ 1 ]
y(u, z) = E E a;;u' 2’
i=0 j=0
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2.3 Kennfeldinterpolation A\‘(IT

@ Alternativ darf bei Polynomen 1. Grades die Ausgangsgrofde y an der
Stelle (ui, 2:) in eine Taylor-Reihe entwickelt werden, die nach den
linearen Gliedern abgebrochen wird:

y(u, z) = f(u; + Au, zj + Az)

~ of of O f
~ f(ui, z;) + %(uz,zj) Au + g(uz,zj) Az + m(uz,zj) Au Az

@ Durch Approximation der Ableitungen mittels Differenzenquotienten
folgt:

Ay(ui)A,th Ay(z) 5 N A%y (ug, z;)

Aui AZj : AUZ’AZJ' Aulz

y(u, z) = y(ui, ;) +

Diese Naherung entspricht einer bilinearen Interpolation.
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2.3 Kennfeldinterpolation A\‘(".

er Institut far Technologie

Beispiel 2.4: Bilineare Interpolation vor

B Die Differenzen lassen

sich wie folgt schreiben: y(u, 2) "
1
Yoo
Ay(u;) = y10 — Yoo

Ay(zj) = Yo1 — Yoo

AQy(Uia 2j) = Y11 — Y10 — Yo1 + Yoo

@ Bei normierten >
Stltzstellenweiten - A g
u
Au; = AZj =1 fO|th U

y(u, 2) = Yoo + (Y10 — Yoo) Au + (Yo1 — Yoo) Az
+ (Y11 — Y10 — Yo1 + Yoo) Au Az
= yoo (1 — Au) (1 — Az) + y10 Au (1 — Az)
+ o1 (1 — Au) Az + y11 Aulz -
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2.3 Kennfeldinterpolation SIT

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel: Druckmessung mit piezoresistiven Sensoren
@ Temperaturabhangige Kennlinie:

5 T=10°C 0
Q
)
T
. Rirhti Q0 /
po: Richtiger Druck @ / P
bei T=20°C o -
£
p,: Gemessener Druck 9 P 0.°C
bei T=10°C // //
p,: Gemessener Druck Promp 4 —
bei T=30°C -
/
Pyomp : Gewinschter g
Anzeigewert 00
p p p
T: Storgrolle Temperatur 1 0 2
gemessener Druck
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2.3 Kennfeldinterpolation IT
Kompensation der temperaturverfalschten Druckwerte
R
p;: Gemessener Druck é\*\\ «@\’L\ &
..... & ~l—° @
I: Storgrole Temperatur . e N ¥
Pwomp: Anzeigewert o - ey K

Ken nfeld y A ..................
l o YA Yy
20 °C P,
10 °C
p komp T 0 -

Institut flr Industrielle
[I§ Informationstechnik
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