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4.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie &‘("l

@ Ausgang eines Messsystems ist abhangig vom zeitlichen Verlauf aller
Eingangssignale

@ Eingangs- und AusgangsgrofRen meist deterministisch beschrieben
(Funktion der Signalamplitude Uber der Zeit)

® Verlauf von Storgrof3en nicht genau bekannt
— Statistische Beschreibung der Signale
(Beschreibung im ,Amplitudenbereich®)
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4.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie A\‘(".
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Definition 4.1: Zufallsvariable

Jede auf der Ergebnismenge eines Zufallsexperimentes definierte reelle
Funktion wird als Zufallsvariable bezeichnet. Ist x das Symbol einer
Zufallsvariablen, so bezeichnet man die reelle Zahl, die dem Elementar-
ereignis & durch x zugeordnet wird, mit x(&).

Beispiel 4.2: Diskrete Zufallsvariable
@ Experiment:

: ; ] ¥ Zufalls-
Zweimaliges Werfen eines Wiirfels eXperimem\/ 75?
v
/O Q&2

@ Zufallsvariable:
Summe der Augenzahlen

(xne)=6+6) l v/v/ X

O O O O O »
== x kann die diskreten Werte - e 2(&) 2(&) w6 T
2,3,...,12 annehmen
[ Zufallsvariable
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4.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie A\‘(".

Beispiel 4.3: Kontinuierliche Zufallsvariable

@ Experiment: Vermessen einer Spannungsquelle mit Nennspannung
Uy=5V

@ Messwerte schwanken zufallig im Intervall:

(4,9V§u§5,1v)

@ Zufallsvariable x: Abweichung von der Nennspannung: Cx =u-— Uo)

- C—O,IV 5 0,1\/)

==  x ist kontinuierlich
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte IT
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Definition 4.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung)

Fy(x) = P(x < x)
einer Zufallsvariablen x gibt die Wahrscheinlichkeit P an, mit welcher der
Funktionswert von x kleiner oder hochstens gleich x ist.

@ Anstelle der Verteilung wird meist die Wahrscheinlichkeitsdichte f«(x)
(auch Verteilungsdichte) verwendet, die dieselbe Information enthalt:

Definition 4.3: Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariablen x ist

fx(z) = di}ix)
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte IT

Interpretation

® Die Wahrscheinlichkeitsdichte fx(z) beschreibt die Wahrscheinlichkeit
pro Umgebungsbreite, dass x in einer schmalen Umgebung der Breite Ax
um zx liegt:

Plz— 4% <x<z+ 5%

fx(z) ~ Azx
A fulz) |
P(x——<x§x+—x)
Fx($0)

} >

Lo x

>
Ax

® Wenn Elementarereignisse mit diskreter \Wahrscheinlichkeit auftreten,
enthalt die Verteilungsdichte Dirac-Impulse
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte IT
@ Eigenschaften:
e Fy(x) monoton steigend: Fx(—0)=0 Fy(+e0) =1

* fx(z)=0 /fx(a:)dle

Beispiel: Fairer Wurfel

By i)

1+ —

1/6 T

12+
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte IT

Definition 4.4: Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
FXy($7y) :P(ng N YSy)
zweier Zufallsvariabler x, y gibt die Wahrscheinlichkeit P an, mit welcher

der Funktionswert von x kleiner oder hochstens gleich z ist und der
Funktionswert von y kleiner oder hochstens gleich y ist.

@ Meist wird anstelle der Verbundverteilung die Verbundverteilungsdichte
verwendet, die dieselbe Information enthalt:

Definition 4.5: Verbundwahrscheinlichkeitsdichte

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte zweier Zufallsvariabler x, y ist:
9% Fyy(,y)
fxy(xay) =
Ox Oy
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte T
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Beispiel: Zweifacher Wurfelwurf (diskrete Verbundverteilungsdichte)

® x=1x und y = max(xi, X2) mit  x; : Augenzahl des i-ten Wurfels
y Plx=z Ny=y)

1 2 3 4 5 6 >

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 | 1/6

2 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36 | 1/6

z| 3 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36 | 1/6

P(x=ux)
4 0 0 0O 4/36 1/36 1/36 | 1/6
5 0 0 0 0O 5/36 1/36 | 1/6
6 0 0 0 0 0 ©6/36 | 1/6
> | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36| 1
Quelle: Henze, Stochastik fir Einsteiger (2011) P(Y = y) .
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte XIT
Definition 4.7: Statistische Unabhangigkeit

Zwei Zufallsvariable x und y sind statistisch unabhangig, wenn gilt:

i) = @ adm) et e lan ) = i) i)

@ Statistische Unabhangigkeit kann experimentell hochstens
naherungsweise nachgewiesen werden

® Vorteil der statistischen Unabhangigkeit: vereinfachte Modellanalyse
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte IT
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Beispiel: Probabilistische Modellierung von Hontexturen

Q_) Drehbewegung
(A .

Honleiste

(% Ideale Hubbewegung
niieg A

W " Hub
L Schneidstoff-

|

|

|

|

!

' v

! }l/kérner /\
! Ve .

\/ : :,/ .T'{ >
i u “ f‘»' R Zelt
| e -
|
|
|
i
|
|
|

Oszillierende
Hubbewegung
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte XIT

<a> a: Amplitude
u:=

b b: Breite A: Riefenabstand

@ Modell fur die Verteilung der Grolden a, b, A fur beide Riefenscharen i=1,2:

1 1
fi(u, A) = A\; exp(=N\A) /Aol G, eXp< 5(11 —p;)" Cf (u-— Hi))

—— _

—
Exponentialverteilung f; (A) GauRverteilung f; (u) ]
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4.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte IT
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Definition 4.8: Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte fx,(z|y) ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte von x unter der Bedingung, dass y = y eingetreten ist:

fa(aly) = 222

® Sind x und y statistisch unabhangig, so hangt das Auftreten von x =«
in keiner Weise von der Bedingung y = y ab:

(i -0 L 1

Satz 4.1: Bayes-Theorem
Aus Def. 4.8 folgt unmittelbar:
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4.1.2 Wahrscheinlichkeitsdichten abgebildeter GroBen&‘(lT

Satz 4.2: Wahrscheinlichkeitsdichten transformierter Variabler

Wird eine Zufallsvariable x mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fx(z) durch
eine Funktion y = g(x) in eine neue Zufallsvariable transformiert, und
existiert eine Umkehrfunktion mit n Lé6sungen x; = g 1(y), ¢ = 1,...,n, SO
gilt fur die Wahrscheinlichkeitsdichte von y:

n —1
dg(x)
fy(y) = E fx(zs) d (4.22)
: X _
=1 X=X;
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4.1.2 Wahrscheinlichkeitsdichten abgebildeter GroRen CIT
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Beweis:
® Wabhrscheinlichkeit im Intervall v <y <y +dy:

(fy(y) dy = fy(z1) |dzq| + fr(x2) |[das| + - )

. AY Y

® Mit

dCL‘i . 1

dy  g'(m)

folgt sofort (4.22)
n
dg(x)
fy(y) - fo(xz) d AN AN -
i—=1 X =0p; r1+dry a1 To xo+das T .
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4.1.3 Momente der Statistik 1. Ordnung A\‘(".

® Bisher wurden ZV x anhand ihrer WV Fx(z) bzw. fx(z) charakterisiert

@ Zur kompakten Beschreibung von Zufallsvariablen werden Kenngréf3en
wie z. B. der Mittelwert oder die Varianz herangezogen

@ Diese lassen sich Uber den Erwartungswert-Operator definieren

Definition 4.10: Erwartungswert

® Der Erwartungswert einer Funktion g(x) einer Zufallsvariablen x mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte fx(z) ist:

(0.0}

E{g(x)} = / () )

— o0

@ Der Erwartungswert ist ein linearer Operator; daher qilt:
1. E{ag(x)} =a-E{g(x)} Homogenitat |
2. E{g(x) + h(x)} = E{9(x)} + E{h(x)} Additivitat |
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4.1.3 Momente der Statistik 1. Ordnung A\‘(".
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® Setzt man fur die Funktion g(x) Potenzen x™, so erhalt man die Momente

Definition 4.11: Moment
® Das m-te Moment einer Zufallsvariablen x ist definiert zu

0

pem =B} = [ & fufo)da

— 00

@ Das erste Moment ist der Mittelwert .« oder auch Schwerpunkt von x

Definition 4.12: Zentrales Moment
® Das m-te zentrale Moment einer Zufallsvariablen x ist definiert zu

0

B{(x—B{xh)"} = [ (o - E(x})" fulo) da

— o0

@ Das zweite zentrale Moment ist die Varianz o2
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4.1.3 Momente der Statistik 1. Ordnung SIT

Karlsruher Institut far Technologie

A 1) 2 .
O'X1
o2 = / (20 — 12,2 o (2)
o2 kS

1 MX1)2

O, KIS
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Mittelwert und Varianz von zwei stochastischen Variablen x; und x»
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4.1.4 Momente der Statistik 2. Ordnung T

Karlsruher Institut far Technologie

Definition 4.14: Kovarianz

Cry = E{(x — )3 — py)} = / / (@ — 1)y — ) Fioyly ) ddly

® Die Kovarianz sagt etwas uber die Korrelation aus, also Uber die lineare
statistische Abhangigkeit zweier Zufallsgroen. Es gilt insbesondere:

Definition 4.15: Unkorrelierte GroRen
@ Zwei Zufallsvariable x und y sind unkorreliert, wenn fur sie gilt:

Cey =0 & [E{xy} = E{x}- E{y})

@ FuUr zwei unkorrelierte Zufallsvariable x; und x; gilt:

o 2 5 { 0 i j Statistische Unabhangigkeit
x;x; — Ox ij — 2 . . .
’ Oy =] = Unkorreliertheit
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4.1.4 Momente der Statistik 2. Ordnung SIT
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Beispiel 4.4: Unkorreliertheit bei statistischer Abhangigkeit
fx() fx()

® Die ZufallsgréRen x und y sind statistisch abhangig, da sich fxy(z,y)
nicht als Produkt der Randdichten f.(z) und f,(y) darstellen Iasst

B Wegen Cxy = E{(x—ux)(y —uy)} = E{xy} =0 sind sie aber unkorreliert ll
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4.1.5 Korrelationskoeffizient ﬂ(“'

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Definition 4.16: Korrelationskoeffizient
B Der Korrelationskoeffizient

_ Gy Bfx—pm)y—m)) -
[ Pxy = Ox Oy \/E{(X —_ Mx)Z}E{(y — My)g} J C 1 < pyy < 1)

ist ein Mal} fur die Korreliertheit zweier stochastischer Grofden x und y.

Bei starrer Bindung von x und y nimmt pxy den
Wert £1 an, bei unkorrelierten Groken den Wert 0

Beweis: Interpretation der Zufallsgrof3en als verallgemeinerte Vektoren in
unitaren Raumen

FUr ZV gilt das Innenprodukt:  (z,y) = E{(x — ) (y — pty) }

(z,2) = VE{(x — 1y)?}

Mit der Schwarz‘'schen Ungleichung:  |(z,y)| < [[z]| - [|y||

und die Norm: |x|| =
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4.1.5 Korrelationskoeffizient ﬂ("'

Karlsruher Institut far Technologie

ergibt sich die folgende Abschatzung fur die Kovarianz:

E{(x = i) (v — )} < VE{(x — /f/x)Q}\/E{(y — 1y)?}

‘ny‘ < 0x " Oy

Mit dem Korrelationskoeffizienten pxy gilt gerade das Gleichheitszeichen:

Cyy = Pxy - Ox Oy

1. Starre Bindung: y=kx+a

oy — Cry _ E{(x — px) k- (x — px) } .
0x0y  VE{(x — p1x)?} - k2 B{(x — pe)?}
|Cry| = 0x -0y
2. Unkorrelierte oder statistisch unabhangige Grolen:
Cyy =0 Pxy =0 u
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4.1.5 Korrelationskoeffizient ﬂ(“'
o2 PxyOx0. 1 p
Bsp.: x~N(u,X)=N|{p, * ) =N o, -
p 2 =N (], P Lo
pxy € [—1,1] : Korrelationskoeffizient
y 3 .
2
1
Pxy = 0,5 0
Y ’ y e
1
Pxy = 0,9 Pxy = =09
-1
2
3 2 1 0 i 2
x x N
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4.1.5 Korrelationskoeffizient A\‘(IT

Beispiel 4.5: Korrelation von Messwerten

@ Messreihe von n =12 Wertepaaren:

x; 1081 1,3 | 21 [ 28134 49 | 55 (66|72 81 |94 96
yi 1031075 | 1,15 1,2 | 1,8|235]265)|35]|35]|4,15|4,6 |49

/ n n
1 1
® Stichpr i D] e = — 5= ly = — i = 2,
probenmittelwerte: | jix = — Z 2 =514 | | fiy =~ Zy 2,57
\_ =1 1=1
4 ] "
= Kovarianz: Kny N Zl(g;i — D) (i — fiy) = 4,8

® Zur Normierung werden die Standardabweichungen berechnet:

1 <« 1 <«
~ A — -~ A —
Ox N 4| = Z(xl fix)? = 3,08 oy — Z(yz fiy)? = 1,56
1=1 1=1
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4.1.5 Korrelationskoeffizient A\‘(".
. - ny
Korrelationskoeffizient: | rxy = ~ 0,997
== Die Wertepaare sind stark voneinander abhangig.
AV
5-- X
X
4__ X
X X
3_-
X
X
2_-
X
14 x X
X
X
: : : : : : : : : : =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o N
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4.1.6 Charakteristische Funktion A\‘(IT

Definition 4.17: Charakteristische Funktion
® Die charakteristische Funktion ®( f) einer ZV x ist durch folgenden
Erwartungswert definiert:

[ Ox(f) = E{eS"/7} = /_OO fa(z) 279 dz = 7 fx(2)} ]

@ Da f«(z) stets reell ist, kann ®(f) ebenfalls als die komplex konjugierte
Fourier-Transformierte von fx(x) aufgefasst werden, weshalb f als die mit
x korrespondierende Frequenz interpretiert wird. Insbesondere gilt:

@2 ()] = [F{ ()}

@ Allgemeine Eigenschaften der charakteristischen Funktion [SUS Kap. 3]:
(e.0=1) (leutni=1)

27 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik . Institut fir Industrielle
mn

Ul Informationstechnik

4.1.6 Charakteristische Funktion A\‘(".
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® Durch m-fache Differentiation von ®( f) nach der Frequenz f ergibt sich:

T = [ o ) 6 o

@ Fur f = 0 lassen sich daraus die Momente der Verteilung berechnen:
> 1 d"™O(f) ‘
wm = BE{x™ :/ " fe(x)de = —

@ Die Summe mehrerer unabhangiger Zufallsvariabler x;

n
X = E X;
=1

entspricht einer Faltung ihrer Dichten, weshalb im Fourier-Bereich daraus
eine Multiplikation resultiert:

[q)x(f) = H q)xz‘(f)J
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4.2 Stichproben

4.2.1 Haufigkeitsverteilung und Histogramm
4.2.2 Stichprobenmittelwert

4.2.3 Stichprobenvarianz

4.2.4 Gesetz der gro3en Zahlen

4.2.5 Mittelung zur Storungsunterdrickung
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4.2 Stichproben A\‘("'
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® In der Praxis sind die Dichte fx(z) und ihre KenngrofRen (Mittelwert,
Varianz usw.) meist nicht bekannt

@ Diese muss man daher anhand einer Stichprobe ermitteln (,schatzen®)

@ Eine Stichprobe ist ein Zufallsexperiment, bei dem n Messwerte x;,
i = 1,...,n, aus einer Grundgesamtheit zur weiteren statistischen Analyse
herangezogen werden

@ Mit den Werten x; versucht man, Schatzwerte flr die zugrunde liegende
Wahrscheinlichkeitsdichte, den Mittelwert und die Varianz der
Grundgesamtheit zu ermitteln

®u  Aus den Wahrscheinlichkeiten werden dann Haufigkeiten;

u die Erwartungswerte gehen in Mittelwerte Uber
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4.2.1 Haufigkeitsverteilung A\‘(IT

® FuUr ein Histogramm ordnet man die Messwerte x; in GrolRenklassen der
Breite Ax:

[V Az <x; < (v+ 1)Ax] v : Klassennummer

® Das Histogramm h, entspricht der relativen Haufigkeit n,/n der Messwer-
te in der Klasse v bezogen auf die Klassenbreite Az (durch diesen Bezug

ist h, unabhangig von Ax): [
n
b = j

L =
n-Azx

n = Z n, :Gesamtzahl der Messwerte

® Die Klassenbreite Ax ist so zu wahlen, dass der Polygonzug durch die
Klassenmitte ,glatt” ist. Fur jedes Histogramm ist die Flache zwischen
Kurve und Abszisse A = 1:

A:Z:thAx:ZnAx Zny—l
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4.2 .1 Haufigkeitsverteilung \“("'
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Histogramm: Haufigkeitsverteilung

A b
; ; Polygon durch
f Klassenmitte

ny
>)< h, =
n-Ax

_>A$<_

vAr (v+1)Ax x
Messgrofie
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4.2.2 Stichprobenmittelwert &‘(lT
Definition 4.18: Stichprobenmittelwert

@ Ist eine Schatzwert A n
i=23

des wahren Mittelwertes:
=1

@ Kriterien zur Bewertung von Schatzfunktionen (,Schatzern®):

Definition 4.19: Erwartungstreue

® Einen Schatzer y nennt man erwartungstreu, wenn bei wiederholten
Stichproben der wahre Wert y, im Mittel richtig geschatzt wird:

E{}Af} = Yw

Definition 4.20: Konsistenz

® Ein Schatzer y heildt konsistent, wenn mit wachsendem Stichproben-
umfang n der wahre Wert y,, mit Sicherheit ermittelt wird:

lim ¥, = yw & lim o3 =0
n—oo n—r 00
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4.2.2 Stichprobenmittelwert AT
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@ Sind diese Forderungen fur den Stichprobenmittelwert erfullt?
Erwartungstreue: E{x} = y,

1 O 1 O 1
) YIS IR A
P

== Der Stichprobenmittelwert x ist eine erwartungstreue Schatzung
des wahren Mittelwertes 1y

Konsistenz: lim o0; =0

n— oo

i=1j=1 i=1 j=1
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4.2.2 Stichprobenmittelwert A\‘(IT

@ FUr die Kovarianz lassen sich zwei Extremfalle unterscheiden:

1. Starre Bindung zwischen x; und x; :

2 1 i .
(Cxixj = 0y, 0x; = GX) - 02 = ﬁn%z =02  nicht konsistent

Viele Messwerte enthalten nicht mehr Information als ein einziger

2. Statistisch unabhangige Messwerte x; und x; flr ¢ # j :

_ 2. _J O L F ]
[Cxixjaxélj{ O'}% i:j

of = 2 ZZU dij = 3 ZU —X konsistent (4.82)

=1 j=1

l\')

Abnahme der Standardabweichung des Schatzers mit 1/vn ist
typisch flir die meisten praktisch relevanten Aufgabenstellungen
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4.2.3 Stichprobenvarianz ‘(lT
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® Meist ist die Dichte fx(z) unbekannt. Es liegen lediglich einzelne Mess-
werte vor. Die unbekannte Varianz o> wird durch die Stichprobenvarianz
geschatzt.

Definition 4.22: Stichprobenvarianz

(x: — %)°

sx . Standardabweichung der Stichprobe

® Zur Untersuchung auf Erwartungstreue wird der Erwartungswert gebildet:

E{si}—E{nll mec)?} {Z — (% ) }

i=1 1=1
1 . . 2
:n—lE{Eg — fix) _QZ(X'L ) Mx)—l-?’L(X,LLx)}
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4.2.3 Stichprobenvarianz A\‘(IT

E{Si} - L E{ Z (x; — NX)Q - Z(Xz — px) (& — p1x) + 10 (% — MX)Z}

DO

n—1 : ;
=1 =1

@ Vertauschung von Erwartungswertbildung und Summation ergibt:

1 n
B{sZ} = — ;f:{m - M}J— 2@{(& - M}J + nfi{(fc - M}J
ox o3 o3
- | E{s?} = o (02 — 03)
X n 1 X X
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4.2.3 Stichprobenvarianz &‘(lT

n
Efs2) — 2 _ 2
1. Starre Bindung zwischen x; und x;: o3 = o2 < (Folie 35)

Stichprobenmittelwert hat die gleiche Varianz wie die Messwerte selbst

- (E{sz}zo)

2. Statistisch unabhangige Messwerte x; und x; flri#j:

02
oF = = < (Folie 35)

- [E{sﬁ}: nﬁlaz (1—%) :03}

Die Stichprobenvarianz s? ist bei statistisch unabhingigen

Messwerten eine erwartungstreue Schatzung der Varianz o2
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4.2.3 Stichprobenvarianz A\‘(IT

® Manchmal werden das 3. und 4. Zentralmoment betrachtet:

Schiefe:

Exzess:

39

éx:i.(n—l Z(XZ—X)?’

3
Sx

Mal} fur die Asymmetrie der Messwerteverteilung. Sie ist auf
die dritte Potenz der Standardabweichung bezogen. Die Schiefe

der Normalverteilung ist null.

3(n—1)32
(n —2)(n—3)

1 n(n+
st (n—l)(n—2 (n—

M:

1=1

Malf fur die Wolbung der Messwerteverteilung und somit fur die
Abweichung von der Normalverteilung. Sie ist auf die vierte
Potenz der Standardabweichung bezogen.

Durch die Subtraktion des rechten Terms wird der Exzess
normiert. Der Exzess der Normalverteilung ist somit null.
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4.2.3 Stichprobenvarianz ‘(lT

\ &, >0 positiver Exzess
‘/

ex = 0: N (g, 02) normal-
verteilt

ex < 0 negativer

~ O —

40

Verteilungen mit positivem und negativem Exzess
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4.2.4 Gesetz der groRen Zahlen A\‘(IT

@ Das Gesetz der groBen Zahlen verbindet die Kenngrol3en aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung mit den aus Stichproben ermittelten
Schatzwerten

® Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis |x — px| > ¢ ist:

Hx—E o0
Pl 2e) = [ fdot [ foa
— 00 Hx+e
. (7 — px)? . . . _
B Mt [z—pug| >e < — 0 > 1 erhalt man die Abschatzung:
/ MHx—E 9 o0 9 \
T — lx L — Hx
Pli—mlzets [ pmars [ 2l
— 00 Mx+E
1 T o2
<3 (@ — pa)? fo() dzz = =2
- - J
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4.2.4 Gesetz der groRen Zahlen &‘(lT
@ Das Ergebnis ist die sog. Tschebyscheff‘sche Ungleichung:
2
Pllx—pul 2} < 2

® Sie besagt, dass fur eine Zufallsvariable x mit endlicher Varianz der Wert
x mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit um den Erwartungswert ux liegt

® Auf den Stichprobenmittelwert (ZV) angewandt ergibt das bei statistischer
Unabhangigkeit (4.82):

2 2
[Hﬁ/hZQS&:(&]

g2 n-e?

Die Versuchsergebnisse aus groBen Stichproben nahern
sich also den Ergebnissen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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4.2.4 Gesetz der groRen Zahlen A\‘(IT

@ Einen entsprechenden Zusammenhang kann man zwischen der Haufig-
keitsverteilung einer Stichprobe h(x) und der Dichte fx(z) aufzeigen

@ Dazu werden Indikatorvariable definiert, die beschreiben, ob ein
Ereignis x; einer bestimmten Klasse v angehort:

[ { 1 fir vAz <x; < (v + 1)A1]
in =
0  sonst

@ Die geschatzte Wahrscheinlichkeit (relative Haufigkeit) flr das Eintreffen
des Ereignisses x; bei n Versuchen ist (vgl. Folie 31):

1 — n
Axhy = — Jl/i hl/ = Y
[ n ; } n-Azx

® Der Erwartungswert davon ist gleich der Wahrscheinlichkeit f,(z,)Ax:

n

1 < 1
E{Azh,} =E {ﬁ ; J} == > E{lui} = fulz)Az

=1

fx(z,) Az
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4.2.4 Gesetz der groRen Zahlen ST

er Institut far Technologie

W Der Schatzer fur die Haufigkeitsverteilung h(z) hat die gleiche Struktur
wie der Schatzer fur den Stichprobenmittelwert

@ Fur die Varianz der Haufigkeitsverteilung erhalt man daher bei
unabhangigen Ereignissen analog zu (4.82):

[E{(h(x) — fu(2))?} = “—J]

n

\V]

@ Einsetzen in die Tschebyscheff'sche Ungleichung P{|x — ux| > ¢} < Ox

ergibt das Bernoulli‘sche Gesetz der groBen Zahlen: e’

[P{|h(x) el = e = gizE{Uz(x) — f(2))?} = ;—i}

Mit wachsendem Stichprobenumfang n geht die Haufigkeits-
verteilung h(x) in die Wahrscheinlichkeitsdichte fx(z) Uber
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4.2.5 Mittelung zur Storungsunterdriuckung A\‘(IT

4.2.5.1 Lineare Kennlinie
@ Gestorte Messgrole u wird durch ein lineares System transformiert:

(y: S; (u+e)>

@ Mittelung durch Erwartungswertbildung beschrieben:
py = E{y} = E{Si (u+e)} = 5i (u + pe)

1. Mittelwertfreie Storung: (e =0 ==

2. Stérung mit endlichem Mittelwert: . # 0

Kompensation durch Subtraktion der deterministischen additiven
Storung S ue am Ausgang des Messsystems:

67=y—51ue=51(u+e—ue))

Bei linearen Kennlinien konnen additive mittelwertfreie
Storungen durch Mittelung unterdrickt werden!
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4.2.5 Mittelung zur Storungsunterdrickung A\‘("'

er Institut far Technologie

4.2.5.2 Nichtlineare Kennlinie

@ Gekrummte Kennlinie der Empfindlichkeit S wird um den Arbeitspunkt wuo
herum in eine Taylor-Reihe Ay entwickelt:

[Ay = S(ug) (Au + e) - -1 + %g((s(?)) (Au+e)+-- ]}

¥y =Y + Ay

@ Erwartungswert uay der Ausgangsgrofie (Au und e unkorreliert):

4 )
1
nay = E{Ay} ~ S(uo) [Au + E{e}} + 25 (up) [mﬁ + E{eﬂ
—— 2 ——
=0 0-92
1
= S(ug) - Au+ =5 (ug) - (Au? + 02)
N 2 J
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4.2.5 Mittelung zur Storungsunterdriickung &‘(lT
1
pay = S(ug) - Au + §Sl(u0) (Au? 4 o2)

Diskussion

@ Obwohl die Storung e mittelwertfrei ist, weicht bei gekrimmter Kennlinie
der Mittelwert der Ausgangsgrofde uay vom idealen Anzeigewert ab.

@ Auch im Arbeitspunkt uo (Au = 0) ist der Erwartungswert der
Messabweichung uay # 0. Die Abweichung ist proportional zur
Kennlinienkrimmung S'(uo) im Arbeitspunkt und zur Varianz des
Storsignals.

@ Zur Unterdrackung von Storungen durch Mittelung muss zuvor die
Kennlinie linearisiert werden!
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T

er Institut far Technologie

4.3 Normalverteilte Zufallsvariable

4.3.1 Normalverteilung

4.3.2 Zentraler Grenzwertsatz
4.3.3 x?-Verteilung

4.3.4 Student'sche t-Verteilung
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4.3.1 Normalverteilung ST

Karlsruher Institut far Technologie

Normalverteilung

1 _(z—u2x>2
fx(x)_ \/%O’ e

N
oL
<
=
w
& =
O
L2
=)
w
S a
: z
| ac
< =3 w
N L T 2
0000|000D
Deutsche Bundesbank 5
(oeline VQM ®
T amids o ,
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4.3.2 Zentraler Grenzwertsatz AN {]]

Karlsruher Institut far Technologie

@ In vielen Anwendungen resultiert der zufallige Fehler e aus einer
additiven Uberlagerung vieler unabhangiger, zufalliger Ereignisse e, mit
unbekannten Dichten:

@ Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Summe von unabhangigen Zufalls-
variablen e, kann allgemein Uber die Faltung der einzelnen Dichten
berechnet werden:

N
(Fule) = 1) fes@) % -5 o () ) ome | @) = T] @1

n=1
@ Beispiele hierflr sind:
e Widerstandsrauschen
e Gasdruck
e Messfehler unbekannter Ursache
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4.3.2 Zentraler Grenzwertsatz &‘("l

Karlsruher Institut far Technologie

@ Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte von e ist folgender Satz
von Bedeutung:

Satz 4.3: Zentraler Grenzwertsatz

Haben die Zufallsvariablen x, Verteilungen mit beschranktem zweiten
und dritten Moment und sind die Zufallsvariablen voneinander
unabhangig, dann nahert sich die Dichte fx(x) der Summe x = ij:l Xn
mit wachsendem Umfang N asymptotisch einer Normalverteilung an:

1 _(QD—NQX)2
fX(:C) = \/%O- e 20}{

@ Die Parameter der Normalverteilung berechnen sich wie folgt:

N N
P = Z E{x,} o2 = Z or
n=1 n=1

Erwartungswerte & Varianzen der Einzelverteilungen werden aufsummiert
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4.3.2 Zentraler Grenzwertsatz ﬂ("'

er Institut far Technologie

>
xr
Dichte der Summe mehrerer gleichverteilter Zufallsgrolien
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4.3.2 Zentraler Grenzwertsatz A\‘(IT

Einzelwahrscheinlichkeitsdichten:

Exp-Verteilung Gleichverteilung Normalverteilung x2 Verteilung
0.3 0.2 0.2
0.5
0.25 —
0.4 0.15 0.15
0.2 '
03 0.15 0.1 0.1
0.2 0.1
0.05 : 0.05
0.1 0.05
0 0 0
0 5 10 -10 0 10 -10 0 10 0 5 10
Summenwahrscheinlichkeitsdichte:
Summenverteilung ——, Normalverteilung — — —
T T T
0.1 : |
0.08 .
0.06 |- i
0.04 - .
0.02 .
-10 -5 0 5 10 15
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4.3.3 y>-Verteilung ﬂ("'

@ Im letzten Unterabschnitt wurden ZufallsgroRen additiv uberlagert; unter
bestimmten Bedingungen war das Ergebnis asymptotisch normalverteilt

@ An dieser Stelle sollen die Zufallsgrofden vor der Addition quadriert
werden

® Die Wahrscheinlichkeitsdichte solcher Quadratsummen ist von Interesse,
weil sie die Verteilung der Stichprobenvarianz beschreibt

Satz 4.4: y>-Verteilung

Sind n unabhéangige Zufallsvariable z; mit AV(0, 1)-Verteilung gegeben, so
hat die Quadratsumme v, = z] +z5 + ...+ z> die folgende Dichte:

r(2)22

1 n_1 _¥ . 2
yz e 2 firy*=>0
fYn(y:X2) — . 2
0 fiir y* <0

n . Parameter (,Zahl der Freiheitsgrade®)
I'(z) : Gammafunktion: T'(0,5) = /7, T(1) =1, T'(r + 1) =r-T'(r)
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4.3.3 y2-Verteilung ST

Karlsruher Institut far Technologie

@ Mittelwert und Varianz werden Uber die charakteristische Funktion
berechnet [PK12]

@ Der Mittelwert lautet:

B 1 do, (f) —
[E{Yn} T (—j2m)t df ‘f=0 ~ n]

@ Aus dem zweiten Moment

1L 4y, (f) '
—j2m)? df? f=0

E{y?} = ( =n’+2n

kann die Varianz berechnet werden:

[%i — B(y%) - (B{ya}) = 2n]
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4.3.3 y>-Verteilung ﬂ("'
Wahrscheinlichkeitsdichte der x?-Verteilung:
A
2
f(x7)
n=1
0,5
04
03+ \n=2
0’2 | n= 3
n==>
n=10
0,1 n=20
1 I I 1 »
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 X2
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4.3.3 y*-Verteilung IT

® Durch Variablentransformation lasst sich die y>-Verteilung bei allgemei-
ner Normalverteilung Ny, o2) angeben:

[XQ _ (Xl — ,UJx)z + (X2 — ,ux)2 +..0+ (Xn - ,ux)2}

n 2
Ox

@ Anwendung findet die Verteilung im Kontext der Stichprobenvarianz s2,
die y*-verteilt ist: L o
2 _ C3)\2
s = n_li;("z %)

@ Wie viele Freiheitsgrade besitzt die Verteilung der Stichprobenvarianz?

@ Der Stichprobenmittelwert ist der Schatzwert des wahren Mittelwertes s :

.1
[X:H(Xl —|—X2++Xn)]

® x, hangt aber von den Ubrigen x; und vom Stichprobenmittelwert ab:

n—1
—(xn —%) = (xi — %)
i=1
57 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik Institut fir Industrielle
Informationstechnik
4.3.3 >-Verteilung AT
4 1 n 1 n—1 )
— Xa = ;Z(Xz’—ﬁy:; [ (Xiﬁ)QﬂL(an{)z]
X =1 X | =1
1 _n—l n—1 2
- 5|0+ (L)
2 _z:l i=1
_n—l n—1n—1
DD DCELICORE
* =1 i=1 j=1
9 n—1 A 1 n—1 n-—1 A A
= 3 (XZ_X)2+_QZ (xi — %)(x; — %)
Ox i=1 Tx =1 j=1,5%1
9 n—1 A ;"0
— Xn = 52 (x; — %)
X 4=1
o )

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Stichprobenvarianz mit »
Stichprobenwerten ist eine y?-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden
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4.3.4 Student‘sche t-Verteilung &‘(lT
Satz 4.5: Student‘sche t-Verteilung

Gegeben sind die Zufallsvariablen x und y. x ist M0, 1)-verteilt, y ist
v>-verteilt mit n Freiheitsgraden. Dann besitzt die Zufallsvariable t =

eine t-Verteilung mit n Freiheitsgraden: Vy/n
I‘(ﬂ_l) 1
fe(t) = ek
o (1) mp(g) (1+%)(n+1)/2

Mit wachsendem n strebt die t-Verteilung gegen eine N(0, 1)-Verteilung.

Anwendung der t-Verteilung

Stichprobenmittelwert x : normalverteilt
Stichprobenvarianz s? y2-verteilt
= \erhaltnis [t = —2] ist t-verteilt
V/s2/n
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4.3.4 Student‘sche t-Verteilung &‘(lT
Wahrscheinlichkeitsdichte der t-Verteilung:
A fe(t)

0,4
0,3 -

0,2 -

0,1 -
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Karlsruher Institut fir Technologie

4.4 Statistische Testverfahren

4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit
4.4.2 Hypothesen und statistische Tests

4.4.3 Signifikanztest fir den Stichprobenmittelwert
4.4.4 y2-Anpassungstest
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4.4 Statistische Testverfahren A\‘("'

er Institut far Technologie

@ Die mathematische Statistik stellt Mittel zur Verfugung, um aus einer
Stichprobe Aussagen uber die zugrunde liegende Verteilung abzuleiten.

@ Neben den Schatzverfahren (Abschn. 4.2) gehoren dazu auch die
Testverfahren, bei denen es um das Treffen von ,Ja/Nein“-Entschei-
dungen geht. Hier sind zwei Fragestellungen von grof3er praktischer
Bedeutung.

= Beim Stichprobenmittelwert stellt sich die Frage, ob dieser Schatz-
wert reprasentativ fur eine angenommene Verteilung ist; die Antwort
liefert der Signifikanztest fiir den Stichprobenmittelwert (Abschn.
4.4.3).

®  Bei einer Stichprobe interessiert man sich, ob diese einem bestimm-
ten Verteilungsmodell folgt; dazu dient der x2-Anpassungstest
(Abschn. 4.4.4).

@ Es liegt im Wesen der Statistik, dass Testverfahren keine absolut sicheren
Aussagen liefern kdnnen; Testentscheidungen werden vielmehr nur mit
einer gewissen statistischen Sicherheit getroffen (Abschn. 4.4.1).
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit &‘(lT

@ Oft will man Auskunft Uber die Zuverlassigkeit einer Schatzung geben
(Bsp.: Wie vertrauenswurdig ist ein geschatzter Stichprobenmittelwert?)

@ Dazu dienen die folgenden Begriffe:

= Konfidenzintervall: Intervall [jix — ., 1ix +2] Welches den zu schét-
zenden Parameter mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit enthalt

= Irrtumswahrscheinlichkeit: Coz = P{|x — px| > xa})

® Statistische Sicherheit: Cl —a=P{lx — s < xa})
A fx(z)

‘ . .
S Konfidenzintervall
/2 ¢ a2\
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit  C|T

er Institut far Technologie

@ In der Praxis geht man meist von einer Normalverteilung aus
= Konfidenzintervall in Vielfachen ¢ der Standardabweichung ausgedruckt:

CuX—COXSXSMmLCOX)

A fy(x

04! ()
c=2
0,3+
statistische
024 Sicherheit
0,1+
——— 2cOoy ——>

i | i -
Hx —COx Hx g+ COx X
Konfidenzintervall bei Normalverteilung
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit &‘(lT

@ Die statistische Sicherheit wird bei der Normalverteilung damit:
px+cox

p<c>:1_a:p{'x Ux“x' _c}: / fu() da

Hx —COx

@ Die folgende Transformation fuhrt auf eine Standardnormalverteilung:

X_/,IJX
Ox

A

1 / 22
—) P(C) = \/? /6_7 dz = erf(%)
T
— 9 )
Gaul'sche Fehlerfunktion: erf(c /e_‘”’C dx

:]

c=1 : p*to, — P=6827%
— c=2 : py*t20, — P =09545%
c=3 : pgx*t3c, — P =29973%
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit [T

institut far Technologie

Ple) b 100% //,,..
//
80 % /

x|/
wi !

0,5 1 1,5 2 2,5 3
—

Statistische Sicherheit bei bekannter Standardabweichung
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit

Karlsruher Institut fir Technologie

@ Das Konfidenzintervall fur eine Zufallsgrof3e x wurde als Vielfaches c
der Standardabweichung angegeben:

,UJX_CO'XSXSMX'|'00-X

® Mochte man ein Konfidenzintervall fur den Stichprobenmittelwert x
einer Messreihe von n unabhangigen Messungen ermitteln, so muss
nach (4.82) die Standardabweichung des Stichprobenmittelwertes

Ox
O3 —
Jn
herangezogen werden:
Ox <3< 4 Ox
— C X C

Y D
S~ ~—~—

Uz

%3

@ Die Messunsicherheit u; ist abhangig von ¢ und wird wie folgt definiert:

Ox
Ug = C- 0% = C
N
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit

T

er Institut far Technologie

® In der Praxis ist die Standardabweichung o« jedoch nicht bekannt. Daher
wird die empirische Standardabweichung sx als Schatzwert eingesetzt

_ X
[t - /f]

ergibt eine t-verteilte Zufallsvariable mit n—1 Freiheitsgraden

® Die Transformation

@ Daher muss hier zur Bestimmung der statistischen Sicherheit aus einer
Stichprobe mit dem Integral der t-Verteilung gearbeitet werden:

4 ( 1) N
X — pix] } I (%5~ 1
(c) { N t] < ¢ e T (2) (it ﬁ)(n+1)/2 dt
Vt
S f®) Y,

@ Das Integral der t-Verteilung ist abhangig vom Stichprobenumfang; der
Index n bei P,(c) bezeichnet jedoch die Zahl der Freiheitsgrade
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit &‘("l

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

100 % —
Pu(e) = P{Jt| < c} /%/?’
//
Integral der &//7/ —
t-Verteilung SO / / /
90 % / ’Q“'//f) 7
s
/W)
80 % ///é/ /?
Statistische Sicherheit 70%
bei geschatzter 1// 1/ 5 5 1
Standardabweichung ¢
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4.4.1 Konfidenzintervall und statistische Sicherheit [T
Praktische Ermittlung des Konfidenzintervalls aus einer Stichprobe:
1. Wahl einer statistischen Sicherheit P{|t| < ¢}

2. Ablesen des Wertes ¢ mit der statistischen Sicherheit und dem
Stichprobenumfang n

3. Berechnung der Standardabweichung der Stichprobe:

S"‘Jnllzm—ﬁv

=1

4. Mit der Messunsicherheit des Stichprobenmittelwertes

=5

ergibt sich das Vertrauensintervall zu:

SX A SX
X < < X
[u c\/ﬁ_x_,u -I-C\/ﬁ]
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4.4.2 Hypothesen und Testverfahren A\‘(IT

® Wunsch: Uberpriifung einer prazise formulierten Nullhypothese H,
Beispiel: ,Entstammt eine Stichprobe einer Grundgesamtheit?*

@ Problem: Hypothesen kann man nur widerlegen, nicht jedoch beweisen!

@ Der Nullhypothese Hj steht eine Alternativhypothese H: gegenuber

Testentscheidung tatsachlicher Zustand
Hy wird Hj trifft zu Hj trifft nicht zu
abgelehnt a (Fehler 1. Art) 1-0
bestétigt l—a B (Fehler 2. Art)

@ Signifikanzniveau a: Irrtumswahrscheinlichkeit, die man bereit ist zu
akzeptieren, falls das Testverfahren eine Ablehnung einer tatsachlich
zutreffenden Nullhypothese Hj ergibt (Fehler 1. Art 2 Falschalarm)

= \VVahl eines kleinen Signifikanzniveaus: C0,00l <a< 0,05)

@ Problem: Beim Verkleinern von « steigt die Wahrscheinlichkeit fur einen
Fehler 2. Art (Hypothese H, trifft nicht zu, wird aber ,bestatigt® 2 Schlupf)
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4.4.3 Signifikanztest fur den Stichprobenmittelwert &‘(lT

er Institut far Technologie

@ Frage: Gehort eine Stichprobe zu einer vorgegebenen (normalverteilten)
Grundgesamtheit?

Signifikanztest fur den Stichprobenmittelwert (Parametertest):

Man geht von einer Normalverteilung N(uo, 0x*) aus und Uberprift,
ob der Mittelwert x der Stichprobe ausreichend nahe bei o liegt

Vorgehensweise

1. Voraussetzungen prufen:
e Unabhangigkeit der Messwerte
* Normalverteilung der Grundgesamtheit mit Erwartungswert o

2. Ermitteln des Stichprobenmittelwertes x und ggf. der
Standardabweichung der Stichprobe s«

3. Aufstellen der Nullhypothese: CHO rx=py  Hy:x# Mo}
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4.4.3 Signifikanztest fur den Stichprobenmittelwert &‘(lT
4. Festlegen der Prufgrofe c:

4 N
X —_—
« Varianz o2 bekannt == Normalverteilung: | z = |_Mo|\/ﬁ =c
N Ix Y,
. 2 . |X - :u0|
- Varianz o2 unbekannt == t-Verteilung: t= " Vn=c
_ = /)

(Freiheitsgrade: n — 1)
5. Festlegen des Signifikanzniveaus a — statistische Sicherheit:

6. Bestimmen der Wahrscheinlichkeit P(c) der Prufgrofe:
Aus einer Tabelle wird der Wert fur P(c) bzw. P,(c) entnommen

7. Testentscheidung:

P(e) < 1—a = ‘Annahme’ der Nullhypothese
c
> 1—a = Ablehnung der Nullhypothese
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4.4.3 Signifikanztest fur den Stichprobenmittelwert ‘(lT
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Beispiel 4.9: Signifikanztest
® Sollmal eines Werkstiicks: (,uo = 12,000 mm)

@ Vermessung einer Stichprobe mit dem Umfang n = 90

= Stichprobenmittelwert: Cx = 12,075 mm)
®  Standardabweichung: CSX = 0,229 mm)

@ Groler Stichprobenumfang n > 30 = t-Verteilung 2 Normalverteilung

- CJ;( — 0. /v/R ~ 5,/v/90 = 0,0241 mm)

® Signifikanzniveau: £30x = « = 0,0027 = 1—a=0,9973

— [P(c) - ('X 0:‘0') P(3,112) = 0,9981 > 1 — 04]

@ Abweichung v. wahren Mittelwert signifikant = 2 nicht reprasentativ g
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4.4.4 y>-Anpassungstest A\‘(IT

Anpassungstest: Prufen, ob eine Stichprobe einer Grundgesamtheit
mit einer vorgegebenen, beliebigen Wahrscheinlich-
keitsdichte fx(x) entstammt

@ Teilen des Wertebereichs von x in k disjunkte Intervalle (Klassen):
A, ... Ap

® Theoretische Wahrscheinlichkeit dafur, dass x in die Klasse A; fallt:
k
A, 1=1

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer unabhangigen Stichprobe mit
dem Umfang n gerade n; Elemente in die Klasse A; (Einzelwahrschein-
lichkeit: p;) fallen, wird durch die Binomialverteilung beschrieben:

[fni = (:) pit (1 - pz')”_‘“]
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4.4.4 y>-Anpassungstest A\‘("'
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@ Die Binomialverteilung geht fur grol3e n in eine Normalverteilung tuber
(Moivre-Laplace-Theorem: Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes)
und lasst sich dann wie folgt annahern:

1 (@;—np;)? — CE{nz} ~ npi)

fni ~ e 2np;(1-p;)
i

@ Die Summe der auf die jeweiligen Varianzen aﬁi ~ np; normierten
quadratischen Abweichungen zwischen der tatsachlichen Elementezahl n;
und dem Erwartungswert n p; fur jede Klasse k ist ein MaB fur die
Abweichung beider Verteilungen und ist naherungsweise y*-verteilt:

e 2
2 o (n; — npi) ot 2 e g I
[X ~ Z np; J ist y2-verteilt mit (k£ — 1) Freiheitsgraden

=1

@ Bei der Klasseneinteilung winscht man sich moglichst viele Klassen mit
genugend vielen Elementen pro Klasse (= 5, aul3er bei den Randklassen)
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4.4.4 y>-Anpassungstest A\‘(IT

Vorgehensweise
1. Voraussetzungen prufen:

®  Unabhangigkeit der Messwerte

®  Mdglichst groRer Stichprobenumfang
2. Erstellen eines Histogramms:

= Festlegen der k Klassen A;

= Ermitteln der absoluten Haufigkeiten n;

m Nachbarklassen zusammenfassen, falls n; <5 oder n; rana = 0

3. Aufstellen der Nullhypothese: (Ho c fx(x) = folx) Hyi: fe(z) # fo(x))

4. Festlegen des Signifikanzniveaus a — statist. Sicherheit:

k o \2
5. Berechnen der Prifgrolle: [)f ~ Z —(nl n;pl) J

=1
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4.4.4 y>-Anpassungstest A\‘("'
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6. Bestimmung der Freiheitsgrade:

Cm = k — 1 — Anzahl der geschétzten Parameter)

Werden z. B. bei einer Normalverteilung der Erwartungswert und die
Varianz geschatzt, so verringert sich m zusatzlich um zwei: m=k-2-1

7. Bestimmung des Grenzwertes x> der PriifgroRe:

(P(x2§xi)=1—a - Xa

8. Testentscheidung: « Annahme der Nullhypothese:
» Ablehnung der Nullhypothese:
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4.4.4 y>-Anpassungstest
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Karlsruher Institut far Technologie

Wahrscheinlichkeit von 2 < y24
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bei m = k — 1 Freiheitsgraden
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4.4.4 y>-Anpassungstest

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Beispiel 4.10: y>-Test auf Gleichverteilung

Gegeben: Warfel mit 1 bis 6 Augen — Gleichverteilung der Augenzahlen?
(Ho: fu() = fo(x)) Gleichverteilung

Nullhypothese:

Stichprobenumfang: n = 120
= Theoretische Elementezahl pro Klasse: np; = 20

® Signifikanzniveau: o =005 = (PO <x2)=1-a=095)
W Freiheitsgrade: m=k—1=5 — (x2 =110
Augenzahl | 1 2 3 4 5 6 Summe
Anzahl n; 14 27 15 24 13 27 120
n, —np; —6 7 —5 4 —7 7 0
(onp” |18 245 | 1,25 | 08 | 245 | 245 | 112

80

PrifgroRe: (Xz =11,2 > x5
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4.5 Qualitatssicherung

4.5.1 Beurteilung von Fertigungsprozessen
4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate
4.5.3 Statistische Prozessuberwachung
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4.5.1 Beurteilung von Fertigungsprozessen A\‘("'
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Beurteilung von Fertigungsprozessen

@ Ziel: Prifen, inwieweit 99,73% (ux + 3ox) der Istmale x eines Werk-
stucks innerhalb der spezifizierten Toleranzgrenzen liegen

@ Vorauss.: x normalverteilt mit bekannten Parametern (grof3e Stichprobe)

B Breite des Toleranzfeldes: CQAJCS = Tmax — l’min)

@ Abweichung des Stichprobenmittelwertes von der Toleranzfeldmitte:

2 |

Ax = i(wmax + xmin) —X
Prozessbrauchbarkeitsindex: | ¢ = By — B8 Cp (1 A% )]

Prozessfahigkeitsindex: | ¢, = e =
Ox Ox

Lmax — Lmin Axs]

304 - Axg

@ Fur einen geringen Ausschuss (< 0,27%) mussen beide Indices > 1 sein
(d. h. Toleranz > Streuung der Istmalie)
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4.5.1 Beurteilung von Fertigungsprozessen A\‘(".

1
Fir die Ausschussrate gilt: p ~ 5(1 — erf(3 cpr/V2))
A fx(2)
- Toleranzfeld -
201
Tmin , Lmax -
- : o =
x—30% }Ic X+30% | Istmaf3
- A% —oi Agy ———»
Spezifikation von Fertigungstoleranzen
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4.5.1 Beurteilung von Fertigungsprozessen &‘(lT

Beispiel 4.11: Lange eines Werkstilickes
B Spezifiziertes Sollmall: x = 0,609 mm

® Toleranzfeld (symmetrisch):  Zmin = 0,091 mm < x < Zpax = 0,627 mm

@ Stichprobe — (f{ = 0,600 mm =~ iy sy = 0,003 mm ~ 0X>

Azg = §($max — Zmin) = 0,018 mm

Ax = §(acmin + Tmax) — X = 0,009 mm

o Azs 0,018 mm
== Prozessfahigkeitsindex: | ¢p = 30 - 0.009 mm =

. . B Ax\ 0,009 mm Y\
Prozessbrauchbarkeitsindex: [Cpk = Cp (1 - Axs) =2 (1 - 0,018mm) - ]

(1 — erf(3 cp/V2)) = 0,00135 = 1350 dpm]

N | =

Ausschussrate: [p =
|
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4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate A\‘(IT

@ Hersteller elektronischer Gerate beziehen grolde Mengen elektronischer
Bauelemente mit vertraglich festgelegten Ausfallraten

® Qualitatsuberprifung nur stichprobenweise moglich
Wahrscheinlichkeit fur k1 bis k2 Ausfalle pro Stichprobe (Binomialverteilung):

k2 oo\ 1\ n: Stichprobenumfang
pn{k1 <i<ky} = Z (Z) p'(L—p)" " | p: Ausfallwahrscheinlichkeit
i=Fka k : Zahl der registrierten Ausfalle

Flr n — o« und p — 0 gilt das Poisson‘sche Theorem (— Poissonverteilung):

k2 5
: n i —n
[Pn{k1<l</€2}= E P e p}

1=kq

== \Nahrscheinlichkeit fur maximal & Ausfalle:

“ (np)*
g
1=0
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4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate A\‘("'
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Beispiel 4.12: Ausfallwahrscheinlichkeit

@ Stichprobenumfang: n = 3000
W Ausfallwahrscheinlichkeit; p =103

® Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass in der Stichprobe maximal 5
Bauelemente defekt sind

(np)’
il

k
pafi<k}=eT
1=0

7!
i=0

5 .
_ .103 - 1073)¢
- [pn{i<5}—e3'1°3'1°32(3 10 )—0,916J

86 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik . Institut fir Industrielle
Ul Informationstechnik




4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate A\‘(IT

@ Im Pruffeld wird haufig mit der Ausfallrate 4 (durchschnittliche Ausfalle
pro Zeit) gearbeitet. Bei der Prufung von Bauelementen definiert man:

nt . Zahl der ,Bauelementestunden® (Stichprobenumfang x Prufzeit)
A : Ausfallrate bezogen auf die Prufzeit

k

C)\-nt:n-p) = [pn{igk}:e_)‘”tz()\'i—?t)iJ

1=0

@ Zur Bestimmung der Ausfallrate 1 wird die Zahl £ der Ausfalle nach nt
Bauelementestunden gemessen. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Stich-
probe hochstens k Ausfalle enthalt, wird klein angesetzt (¢ Signifikanz-

niveau): iy

-nt)?
pafi < k} :0,1:e_MLtZM = p{i>k}=1—a=09
; 7!
i=0 grof}
@ Diese Gleichung ordnet der Zahl von Ausfallen k einen Wert 1 - nt zu.
Man kann schreiben:
(A-nt=f(k))
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4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate &‘(lT
A-nt = f(k) T
A
® Logarithmierung ergibt: " \\
Clog A =log f(k) — log(ntD 107 B E
\\
® Die Funktion f(k) kann ™
numerisch berechnet
werden 10
@ FUr a = 0,1 erhalt man: NG
N
k=0: f(0)=2,30
L —1: f(l) —3.89 - k=04 1 2345
k=2: f(2) =5,32
k=3: f(3) =6,68
k=4: f(4) =799 1o
k=5 f(5) =927 o’ ! o’ v

nt/h
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4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate

Karlsruher Institut fir Technologie

Beispiel 4.13: Ausfalirate

@ Eine Firma verarbeitet 3 Mio Bauelemente/Jahr. Fur einen Test wird eine
Stichprobe (n = 3000) bei erhohten Temperaturen uber 30 Tage getestet:

Stichprobenumfang:  n = 3000
Prifzeit: t="T720h
Raffungsfaktor: r =~ 10 wegen Temperaturerhohung

B Gemessene Ausfallzeiten von Bauelementen:

k 1 2 3 4 5
t/h 33 167 433 567 720
r-nt/h | 10 | 5-10¢ | 1,3-107 | 1,7-107 | 2,16-107
f(k) 9’27 —71.—1
Ausfallrate [ ront  2.16-107h .
Prof. Dr.-Ing. F. Puente Le6n — Messtechnik Institut flr Industrielle
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4.5.2 Bestimmung der Ausfallrate

@ Die Zahl n der in der Stichprobe getesteten Bauteile ist von entscheiden-
der Bedeutung fur die Bewertung der Ausfallwahrscheinlichkeit.

Beispiel 4.14: GroRe der Stichprobe
® Es werden folgende Ausfalle fur 3 Lieferanten gemessen:

Lieferant A: k=0 vonn = 500, d.h. 0 dpm
Lieferant B: £ =1 von n = 2000, d.h. 500 dpm
Lieferant C: k£ =6 von n =10000, d.h. 600 dpm

== |ijeferant A ist scheinbar am besten — falsch!

@ Grund: Zahl n der getesteten Einheiten wurde nicht korrekt verwendet

Lieferant A: k <1 Ausfille von n = 500, d.h. <2000 dpm
Lieferant B: k£ <2 Ausfille von n = 2000, d.h. <1000 dpm
Lieferant C: k <7 Ausfille von n =10000, d.h. < 700 dpm

== Lieferant C ist tatsachlich am besten — richtig! N
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4.5.3 Statistische Prozessiuberwachung A\‘(IT

@ Ziel: Erkennung systematischer Fehler

Beispiel 4.16: MA-Filterung
®m Differenz zwischen Messwerten und Sollwert: CX(t) = s(t) + e(tD

s(t) : systematischer Fehler
e(t) : zufalliger, mittelwertfreier Fehler

® Der zuféllige Anteil e(¢) kann durch eine gleitende Mittelung (moving

average, MA) unterdriickt werden (Voraussetzung: M grol):
4 1 M N
z(t) = 2M+1jz (s(t —JT) +e(t—4T))

=—M

= 2M1—|—1 Z s(t—jT) + Z e(t —j7T)

M
- 4 J
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4.5.3 Statistische Prozessiiberwachung A\‘("'
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® Signalmodell: Cy(t) =appo(t) +a1p1(t) +... +arpr(t) + e(tD t =nT

® Fur m + 1 vergangene Messwerte ergibt sich (vgl. LS-Schatzer):

g(n) po(nT) o+ pg(nT) ao(n)
_ g(n—1) eo((n—1)T) - @r((n—1)T) a1 (n)
Yn = . = . X . . = @, a,
g(n—m) po((n—m)T) - or((n—m)T) ax(n)
= Parametervektor: Can = (o) ®,) ' P, Yn)
Ay(t)
Eigenschaften: | | |
® Zufallige Fehler it Sttt £ S
werden unterdriickt AT specifizierter
®m Verdnderungen am A Y
Prozess und Trends | | |
konnen frihzeitig | | |
entdeckt werden 1 3 3 =1

(n— m)T nT i
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4.5.3 Statistische Prozessiuberwachung A\‘(".

Beispiel 4.17: Modellgestiitzte Uberwachung einer Generatorspannung

® Generatorspannung: (u(t) =as- sin(27rfgtD

@ Stérungen: * lineare Drift a;t durch Temperatureinflisse
* Offset ap
* harmonische Netzstorung mit f, = 50 Hz

® Signalmodell: (y(t) = ag + a1t + agsin(2w fut) + as sin(2w fot) + e(t))

@ Ansatz fur LS-Schatzer (Phasenlage der Schwingungen sei bekannt):

[ 1 nT sin(27 fynT) sin(2m fanT)
1 (n—=1)T sin@rfy(n—1)T) sin(2nfg(n—1)T)

ao
aj
as

1 (n—m)T sin@rfa(n—m)T) sin@rfy(n—m)T) | L 03

—) Can - ((I)g (I)n)_l ‘1’2 YTLD

=+ Die systematischen Storeinflisse kdnnen Uberwacht werden
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4.5.3 Statistische Prozessiiberwachung &‘(lT
) G:‘estértes G?neratorsiglnal y:(t) — ungestfjrt u(t) - -
1,5 u

1
0,5f

0 ~ ' ~ - T il N 7 N
_0 5 1 1 1 1 E 1 1 1 1
"o 0,01 0,02 0,03 0,04 : 0,05 0,06 0,07 0,08 t/b

Rekonstruiertes Generatorsignal ——, ungestért u(t) - - —
T T T T T T T T

1 1 1 1 : 1 1 1 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 t/s
Geschatzter Parameter a, fur Drift
T T T T

40
30 n
20l , , .
of , , .
0 1 1 1 J 1 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 t/s
Uberwachung eines Generatorsignals mit sprunghafter Anderung des
Parameters a1 (Drift) bei t = 0,045. N
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4.6 Fehlerfortpflanzung
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4.6 Fehlerfortpflanzung A\‘(IT

ut far Technolog

Messergebnis = Funktion mehrerer Messwerte: CV = f(x1,%2,...,%n) = f(XD

@ Fehler der Messwerte: C Ax; = X; — Zio )

B Fehler des Messergebnisses (Approximation mittels Taylor-Reihe):

o
Ay=y—yo=)_ % Ax; (4.252)

X0

@ Bei einer Linearkombination der Messwerte vy = a1 x1 + ... + an Xn
folgt aus (4.252):

CAy:alel—|—a2Ax2—|—---—|—anAxn)

® Bei einer Multiplikation der Messwerte y = a; x7* - ... - a, x,, rechnet
man bevorzugt mit dem relativen Fehler:
8f(X) «@ a;—1 a Qy
O, =A1T] 0 AT T A Ty :yx—i
n
AXZ'
Ay=y) oi— (4.258)
i=1 v
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4.6 Fehlerfortpflanzung A\‘(IT

@ Zufallige Messfehler werden meist durch ihre Varianz beschrieben. Die
Varianz des Messergebnisses lasst sich wie folgt approximieren:

4 )

03 = E{(Y_NY)z}

~E (Z 8£§:) « (x; — 5810)) Z aga(:) § (x; — xj0)
_ ZZ 890@ ) : 8;2_() _ E {(x; — xio0) (x; — j0)}

~ Z Z (9% (%0) Crix,

- J

1. Bei statistisch unabhangigen Messwerten gilt: C,,,, = ai dij

- [an;[g; ] o
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4.6 Fehlerfortpflanzung A\‘(IT

Die Varianz des Messergebnisses y resultiert aus einer
gewichteten Addition der Varianzen der Einzelmesswerte

2. Bei statistisch abhangigen Messwerten ist die Kovarianzmatrix keine
Diagonalmatrix. Zur Berechnung der Fehlerfortpflanzung verwendet man
die Korrelationskoeffizienten:

Q%Z[% ] zza (0) 5 <><o>axzax] P

% V)
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4.6 Fehlerfortpflanzung A\‘(IT

® Wird das Messergebnis als Produkt oder Quotient der Messwerte
gebildet, so folgt aus (4.258) fur den relativen Fehler:

A - A
&Y 3o, A2
Yo i—1 T30

@ Die relative Varianz ist damit:

~

Ax; Ax;
ZZ%% {%‘0 ?Oj}i

=1 j5=1

n
sz

>

-~

CXin

Tio Tjo )

® Bei statistisch unabhéngigen Messwerten x; ergibt sich mit Cy,,, = ai, 0ij

fur die relative Varianz: 5
n 2
Oy . 2 in

T30
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4.6 Fehlerfortpflanzung ‘(lT

Beispiel 4.18: Fehler bei Massebestimmung
® Die Masse einer in einem zylindrischen Tank gelagerten Flussigkeit soll

bestimmt werden: N
[“(5) “"h]

@ Exponenten der Messwerte:
ag=2,0,=1, =1 == Bei statistisch unabhangigen x; gilt:

e @ @@y (2)]
f .
\/ Mit den rel. Streuungen der Messungen

On g

h 1T P %99y, 2 _05%, P —=09%
d h o}

folgt die rel. Streuung der Masse:

[@ = /4+0,25+0,81 % = 2,2%]
m [
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