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6.1 Stochastische Prozesse A\‘(“'
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Ubertragung deterministischer Signale iiber LTI-Systeme

u(t) y(t)
t

t

@ Ausgang eines Systems ergibt sich durch Faltung des Eingangssignals
z(t) mit der Impulsantwort g(t)

(e

y(t) = u(t) * g(t) = / 2(7) glt — ) dr

— o0

@ Eingangs- und Ausgangsgrofden deterministisch beschrieben
(Funktion der Signalamplitude Uber der Zeit)

@ Vielfach sind die interessierenden Signale nicht deterministischer,
sondern stochastischer Natur
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Beispiel: Nachrichtenubertragung
® Eine Nachrichtenquelle erzeugt eine Sequenz u(t) zuféalliger Symbole

W Bei der Ubertragung durch einen LTI-Kanal mit der Impulsantwort g(t)
wird dem Signal ein Rauschprozess n(t) additiv Uberlagert

n(t)

it

t
y(t)
— 9(t) W
t
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6.1 Stochastische Prozesse A\‘(IT

@ Probleme der Informationstechnik erfordern i. Allg. Losungen, die nicht
nur fur bestimmte einzelne Signale, sondern fur eine grol3e Zahl
moglicher Signale mit gewissen gemeinsamen Eigenschaften gelten

@ Mathematisches Modell fur eine derartige Schar von Signalen:

stochastischer Prozess (Zufallsprozess)

Anwendungen (Auswahl)
@ Messtechnik (Laufzeitkorrelation)
Systemidentifikation (stochastische Anregung)

Optimale Signaldetektion (Matched-Filter)

a

@ Signalrestauration (Wiener-Filter)
a

@ Signalpradiktion (AR-Signalmodell)

(9]
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y(t, &) A

y(t1,8) y(t2,8) .. y(t:,€)

> y(t,fy)

%» y(ta 52)
2
AN —>

—» y(ta 61) ;
gV \> .
[ >
Zufalls-
experiment

t to oot

Ein stochastischer Prozess y(¢, &) besteht aus einem Zufalls-
experiment und einer Zuordnung von deterministischen Funktionen
y(t, &), den sogenannten Musterfunktionen (Realisierungen), zu
den Elementarereignissen &, des Zufallsexperimentes
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6.1 Stochastische Prozesse A\‘(IT

Y(t7€)A 1Y A
y(t1,8) y(t2,€) - .- §(ti,€)
> y(t,f,,)

Sl O//} y(t)€2)
NG
O\\"> y(t7 61)

v . t

S~

[ >
Zufalls- . f /
: O\
experiment 1 to ... |t y(t) (Y)

Fur jeden festen Zeitpunkt ¢, = const. geht der stochastische Prozess

y(t, &) in eine Zufallsvariable y(t:, &) Uber, die sich mit Hilfe einer
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) beschreiben lasst.
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Interpretation:

1. Fall: §ist fest, ¢ ist variabel = (¢, &) ist eine Realisierung des
stochastischen Prozesses, d. h. eine
deterministische Musterfunktion

2. Fall: &ist variabel, t ist fest = y(ti, &) ist eine Zufallsvariable, die
jedem Ereignis &, den entsprechen-
den Funktionswert der zugehorigen
Musterfunktion zuordnet

3. Fall: & istfest, ¢ ist fest = y(ti, &) ist ein Zahlenwert

4. Fall: & ist variabel, ¢ ist variabel == y(¢, &) ist ein stochastischer

Prozess, d. h. eine Schar von
Musterfunktionen

Bei stochastischen Prozessen y(t, &) sind Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen Fy(y, t) und Wahrscheinlichkeitsdichten fy(y, t) abhangig von der Zeit
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6.1.2 Wahrscheinlichkeitsdichte IT

Definitionen 6.4—-6.5: Verbundverteilung, Verbunddichte

W Fur zwei stochastische Prozesse x(t, §) und y(¢, §) werden die Verbund-
verteilung und die Verbunddichte definiert, indem die Zeitabhangigkeit
berucksichtigt wird:

Fet)y(to) (T, y) = P(x(t1) <z N y(t2) <)

OF (4 ,)y(t) (T, )
fx(tl)}’(t2)(x’y) - : 8)3;(85

Definition 6.8: Statistische Unabhangigkeit

Zwei stochastische Prozesse x(t, &) und y(t, &) nennt man
statistisch unabhangig, wenn fir alle Zeiten ¢, , ¢, gilt:

Fx(tl)y(tg) (.CE, y) - Fx(t1) (QT) ’ FY(t2) (y)
bzw.

Frt)y) (T, Y) = fr) (@) - fya) (W)

9 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik . Institut fir Industrielle
il Informationstechnik

6.1.3 Schar- und Zeitmittelwerte A\‘("'

er Institut far Technologie

@ Stochastische Prozesse sind Funktionen von zwei Parametern & und t.
@ Bei zufalligen Signalen dominiert meist der Zeitparameter t.

® Bei der Bildung von Mittelwerten und Erwartungswerten gibt es jedoch
entsprechend den beiden Parametern zwei mogliche Vorgehensweisen:

1. Erwartungswerte tiber alle Musterfunktionen y(¢, &), y(¢, &) ...
bei festem ¢ :

Der Scharmittelwert gibt an, welchen Mittelwert der Zufallsprozess
zu einem Zeitpunkt ¢ hat und ist i. Allg. zeitabhangig.

2. Mittelwerte tiber den Parameter ¢ einer einzigen Musterfunktion
y(ta iv)3

Die Zeitmittelwerte einzelner Musterfunktionen sind i. Allg.
verschieden und damit vom Parameter &, abhangig.
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6.1.3 Schar- und Zeitmittelwerte ﬂ("'
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Mittelwertbildung als Zeitmittelwert oder Scharmittelwert

Scharmittelwert
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6.1.4 Momente der Statistik 1. Ordnung ﬂ(“.
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Beispiel

0

® Erwartungswert: py(t) = E{y(t)} = / Y fye (y) dy
—o0 2 |okaler Mittelwert

E{ } bedeutet, dass uber die Schar der Musterfunktionen gemittelt wird

y(t) iy ¢)

il

Zufallsprozess y(t) Erwartungswert uy(t) [

t t
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6.1.6 Stationare Prozesse A\‘(IT

@ WV und Momente von Prozessen sind i. Allg. zeitabhangig

— Momente der Statistik 1. Ordnung (Erwartungswert, Varianz) sind
Zeitfunktionen

— Momente der Statistik 2. Ordnung (AKF, AKV) sind zweidimensional!

Definition 6.17: Stationaritat

B Ein stochastischer Prozess heilt stationar, wenn seine statistischen
Eigenschaften invariant gegenuber Verschiebungen der Zeit sind:

EFyy(y) = Fyt+10)(y) = Fy(y)

und

70 (y) = fy(t+to)(y) = fy(y)

® Abhéangigkeiten von zwei Zeitpunkten ¢, und ¢, vereinfachen sich bei Sta-
tionaritat auf die Abhangigkeit von der Differenz t=t,—t, dieser Zeiten:

fy(tl)y(tg)(ylv y2) = fy(tl—i-to)y(tg—i-to)(yla y2) = fy(t+r)y(t) (yla y2)
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Definition 6.18: Verbundene Stationaritat zweier Zufallsprozesse

Zwei stochastische Prozesse heilden verbunden stationar, wenn beide
stationar sind und ihre gemeinsamen statistischen Eigenschaften
invariant gegenuber Verschiebungen der Zeit sind.

@ Fur zwei verbunden stationare Prozesse qilt:
Se(t)y(t2) (5 ¥) = frti+to)y(ta+0) (T:Y) = Fetr)y) (T, Y)
| B_ei Stationaritat sind die Momente der Statistik 1. Ordnung zeitunabhan-
- (rtym®) = BLy™ (0} = sty )
und die Momente der Statistik 2. Ordnung nur noch abhangig von t:

ryy(t1,t2) = E{y(t + 1) y(t)} = ryy(7) AKF
TXY(th t2) - E{X(t + T) Y(t)} = rxy('r) KKF
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6.1.7 Ergodische Prozesse A\‘(IT

® Momente werden berechnet, indem man uber alle Musterfunktionen
mittelt. Oftmals sind jedoch nicht alle verfugbar!

@ Abhilfe: Zeitmittelung

Definition 6.20: Ergodizitat

Ein Zufallsprozess heil3t ergodisch, wenn die Zeitmittelwerte einer
beliebigen Musterfunktion mit den entsprechenden Scharmittelwerten
ubereinstimmen.

Ergodizitat = Stationaritat

Definition 6.21: Schwache Ergodizitat

Ein Zufallsprozess heil3t schwach ergodisch, wenn die anhand einer be-
liebigen Musterfunktion berechneten Zeitmittelwerte fur das 1. Moment und
fur die AKF mit den entsprechenden Scharmittelwerten Ubereinstimmen.

@ Interpretation: Jede Musterfunktion kann bzgl. der Momente 1. und 2.
Ordnung den ganzen Prozess vertreten
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6.1.7 Ergodische Prozesse A\‘(IT

@ Fur die Momente ergodischer Prozesse gelten die folgenden Satze:

Satz 6.1: Das m-te Moment eines ergodischen Prozesses berechnet sich
als Zeitmittelwert zu:

T

1

m — li ey " )

py,m = lim 2T/y (t,&o) dt
-T

Satz 6.2: Die Korrelation zweier ergodischer Prozesse berechnet sich zu:

T
: 1 )
rep(r) = fim o [ (e o)y (6,6
—p

Satz 6.3: Die Kovarianz zweier ergodischer Prozesse berechnet sich zu:

T
1
ny(T) - Th—r>nc>0 ﬁ /(CE’(t + T, 50) — Mx) (y(ta 51) T My)* dt
-T
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6.1.7 Ergodische Prozesse A\‘(IT

Beispiel 6.3: Schwach stationarer, ergodischer Prozess

W Zufallsprozess: Cy(t) = sin(wt + <p)) ¢ : zufallig, gleichverteilt

@ Autokorrelationsfunktion (Scharmittelwert):

Cryy(tl, to) = E{sin(wt; + ¢) sin(wts + cp)})

] 27

= o sin(wt1 + ) sin(wts + ) de
m

0 sina - sin 8 = 1 (cos(a — B) — cos(a + 3))

1 1

= 5 /3 <cos(wt1 — wtg) — cos(wty + wta + 290)) de
i . J/

~"

0 Jde — 0

1 1 :
=13 cos(wt; — wty) = B cos(wt)| mit 7T =1ty —ts

=+ schwache Stationaritat
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@ Autokorrelationsfunktion (Zeitmittelwert):

T

1
yi(t + 1)y (t) = lim — / sin(wt + wT + ) sin(wt 4+ ¢) dt
T—oo 21’
iy

T T
1
= lim — /cos(wr) dt — /cos(2wt+w7'—|—2g0) dt
=T

T—o00 47T
T
1| 1 T

= T11—I>noo o7 2T cos(wT) — o sin(2wt + wT + 2¢) T]

1 ) )
=35 cos(wt) — g“lgnoo - [sin(2wT 4 wT + 2@)1

0
1
[z > cos(wt) = Tyy(T)]
== schwache Ergodizitat m
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6.1.7 Ergodische Prozesse A\‘(IT

Beispiel 6.4: Schwach stationarer, nicht ergodischer Prozess
@ Prozess: (y(t) = a sin(wt + cp)) a, ¢ zufallig, gleichverteilt, stat. unabh.

@ Autokorrelationsfunktion (Scharmittelwert):
ryy(ti,t2) = E{a sin(wty + ¢) a sin(wts +¢)}
= E{a?} - E{sin(wt; + ¢) sin(wty + ¢)}

1 1
= E{a?} 3 cos(wt; — wto) = E{a?} 5 cos(wT) T=1 — 1y
== schwache Stationaritat

@ Autokorrelationsfunktion (Zeitmittelwert):
T

1
yi(t +T)yi(t) = lim — [ a? sin(wt + wr + @) sin(wt + @) dt
T—oo 2T
-T
5 1
=45 cos(wt) # ryy(7)
== nicht ergodisch, da Zeit- und Scharmittelwerte verschieden [
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6.2 Korrelationsfunktionen

6.2.1 Signalklassen

6.2.2 Korrelation fur Leistungssignale

6.2.3 Korrelation fur Energiesignale

6.2.4 Eigenschaften der Korrelationsfunktionen
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6.2 Korrelationsfunktionen &‘(lT
@ Mit der Korrelation Iasst sich die Erhaltungstendenz von stochastischen
Prozessen und deren Musterfunktionen beschreiben

@ Damit kdnnen insbesondere zufallige Signale miteinander verglichen
werden

® Zunachst soll aber untersucht werden, wie die Korrelation fur die
verschiedenen Signalklassen definiert ist

21 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik . Institut fir Industrielle
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Definition 6.22: Energiesignale
® Energiesignale sind beschrankte, stiickweise stetige Signale z(t), fir die
gilt: =
/ x(t) z*(t) dt < oo

— 00

== Fir die Konvergenz muss gelten: t_légloow(t) =0

Definition 6.23: Leistungssignale

@ Leistungssignale sind beschrankte, stickweise stetige Signale x(t), fur
die das obige Integral divergiert, jedoch

T
: 1 « -
Tlgxgoﬁ/x(t)a: (t)dt < oo | existiert
-T
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6.2.1 Signalklassen A\‘(IT

@ Welche Signale konnen Musterfunktionen ergodischer Prozesse sein?

Leistungssignale
® Beispiel eines ergodischen Prozesses: y = sin(wt + ¢)

Leistungssignale kdnnen Musterfunktionen ergodischer Prozesse sein

Energiesignale

@ Konvergenzbedingung fur Energiesignale: ligl z(t) =0
t—T oo

= [y(t - 00) =0  keine Stationaritat

Energiesignale konnen keine Musterfunktionen
ergodischer Prozesse sein, da sie nicht stationar sind

@ Bei einer messtechnisch bedingten Begrenzung des Signals geht man
meist von Leistungssignalen aus
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6.2.2 Korrelation fur Leistungssignale A\‘(".

@ Die Korrelation fur Leistungssignale ist Uber das Innenprodukt definiert:

[rw(T) = (z(t+7),y(t)) = lim %/ x(t 4+ 71)y*(t) dt} (*)

T— o0 —T

@ Fur das Korrelationsintegral folgt mit der Schwarz‘schen Ungleichung
[t + 1), y(O) < ot + DI ly(®)]*

die Abschatzung:

(Irey(7)? < P.- Py < 00)

@ Die Leistung P, des Signals z(t) folgt aus (*) fur y(¢) = z(¢) und 7= 0:

(20(0) = (a(t), 2(t)) = 2(0)| = P )
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6.2.2 Korrelation fiur Leistungssignale A\‘(".

Beispiel 6.5: Korrelation zweier Leistungssignale

@ Leistungssignale: Cx(t) = sin(27rf0t)) Cy(t) = cos(27rf0t))

@ Fur die Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) erhalt man:

T/2
1
Tay(T) = zll—{%of / z(t+7)y*(t)dt
—T/2
T/2
1
= lim — / sin(27 fo(t + 7)) cos(2m fot) dt
T—oo T
—T/2

1
=...=3 sin(2m for)

® Sonderfall AKF: Periodische Signale haben eine periodische AKF der

gleichen Frequenz! N
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® Energiesignale sind nicht ergodisch — keine KKF im stochastischen
Sinne moglich

B Zum Zwecke des Signalvergleichs lasst sich aber auch fur Energiesignale
,E das Innenprodukt angeben (Vorauss.: quadratische Integrierbarkeit)

@ Damit erhalt man fur die Korrelationsfunktion:

[Ta]?y(7'> = (z(t+71),y(t)) = /oo r(t+7)y*(t)dt < oo]

— o0

@ Die Korrelation kann auch als Faltung dargestellt werden:

(5,) =) xy'(-7))

@ Die Autokorrelationsfunktion ist fur =0 gerade gleich der Signalenergie:

oo energie F,
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6.2.3 Korrelation fiir Energiesignale A\‘(".

@ Das Korrelationsintegral konvergiert nach der Schwarz‘schen
Ungleichung, wenn z(t) und y(t) eine endliche Energie haben:

[(z(t+ 1),y < lle@®]?- [ly@)]?
\rgy(7)|2 < E;-E,<o0

@ FUr Energiesignale geht die Energiedichte im Zeitbereich

(505(0) = 2(0) 2" (1) = la(0))

aufgrund der Konvergenzbedingung fur Energiesignale flr ¢ — +oo gegen

null: :

® Das gleiche gilt fur die Energiedichte im Frequenzbereich:

[fEIfooS”(f) 20)

Anderenfalls wirde nach Integration keine endliche Energie resultieren.
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@ Aufgrund der Parseval‘schen Beziehung kann die Signalenergie sowohl
aus der Energiedichte im Zeitbereich als auch aus der Energiedichte im
Frequenzbereich durch Integration ermittelt werden:

oo 0
B = [ su®)dt = o =X = [ Seals)df
— 00 — o0
28 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik Institut fir Industrielle
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6.2.3 Korrelation fiir Energiesignale A\‘(".

Beispiel 6.6: Korrelation von Energie- und Leistungssignal

Energiesignal: (z(t) = rr(t) Leistungssignal: Cy(t) = Sin(QﬂfotD

@ Die Signalenergien sind: rr(t) = r fiir [£] < 5
0 fiir [t] > £
/OO 2(t) dt /T/2 1dt !
E, = ro(t = —
L T /2 T2 T
E, = /OO sin? (27 fot) dt = 1t — sin (4 fot) N = 00
Y A 2 8mfo -
@ Das Korrelationsintegral fir Energiesignale ist endlich:
4 )
0 : .yr
Ta]?y(T) = / 7r(t 4+ 7) sin(27 fot) dt = —/ sin(27 fot) dt
1 r+Z T
=97 [ — Cos 27rf0t]TJ_r£ = sin(27 fo7) %
L 7 fo 2 7 fo ) =
Prof. Dr.-Ing. F. Puente Le6n — Messtechnik Institut fir Industrielle
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6.2.4 Eigenschaften ‘(lT
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Eigenschaften der Auto- und Kreuzkorrelation stationarer Prozesse.

Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion 7, (7)

Maximalwert:  R{re(7)} < rx(0) = 02 + 2

Symmetrie: rex(T) = 1Th.(—7)
Unkorreliertheit fiir |7| — oo: | 1|im Tex(T) = p2
T|—00
Periodische Funktionen (1": Periode): Tex(T) = Tex(T7+T)

Eigenschaften der Kreuzkorrelationsfunktion ryy(7)

Maximalwert:  R{ryy(7)} < 1(re(0) + 745(0))

2
Symmetrie: Tey(T) = 15, (=7) # rgy(=7)
Unkorreliertheit fiir |7| — oo: | l|1m Tey(T) = px -y
T
Unkorreliertheit von x(t) und y(¢): Tey(T) = px-py VT
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6.2.4 Eigenschaften &‘("l

Unkorreliertheit

@ Zwei stationare Signale sind unkorreliert, wenn fur alle Zeiten gilt:

(Elxt+7)y (0} = B{x(t + 1)} -E{y' () )
— Crxy(7_> = fix iy )

W Unkorreliertheit gilt meist nur fir |7] —o0
W Periodische Signale sind auch fir |7| —oo nicht unkorreliert
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6.2.4 Eigenschaften ﬂ(“'
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Beispiel: Autokorrelationsfunktion eines stationaren Prozesses

@ Korrelation ist ein Mal fur die lineare statistische Abhangigkeit zwischen
Zufallsgrofien, d. h. in unserem Falle ein Mal fur die lineare statistische
Abhangigkeit von Signalwerten im Abstand z.

x(t) Txx(T)

|
t 0 T

Zufallsprozess x(t) Autokorrelationsfunktion rxx ()
|
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6.3 Korrelationsmesstechnik

6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung

6.3.3 Closed-loop-Korrelation

6.3.4 Polaritatskorrelation

6.3.5 Ahnlichkeit von Spektren, Doppler-Frequenz-Messung
6.3.6 Selbstahnlichkeit
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6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung A\‘(".
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® Die Kreuzkorrelation ist ein MaR fiir die Ahnlichkeit zweier um z verscho-
bener Signale
@ Die Distanz beider Signale ist durch die Norm ihrer Differenz gegeben:
4 )
lz(t +7) =y = (x(t +7) — y(@), 2(t +7) = y(1))
= (z(t+7), 2+ 7)) + (y@),y@)) — (2t +7),y(t)) — (y(t), x(t + 7))

A 7

~"

2R{(z(t+7),y(8)) }=2R{rzy () }

= =@ + lyOl* = 2R{ray (1)} = 0
N J

® Ahnlichkeit maximal bei minimaler Distanz (= bei maximaler Korrelation)

W Zur Bewertung der Ahnlichkeit wird haufig der Kreuzkorrelationskoeffi-
zient (normierte KKF) verwendet:

- ) = Tay(T)
[ xy,norrn( ) \/Tg;;c (O) . Tyy(())]
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6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung &‘("l

Beispiel 6.7: Orten von Leckagen mit Korperschall-Mikrofonen

Korrelator

TIH&X O O

(t) y(t)

iy Wl
Senifyj [> <] H?lsor B K('jrperschall-

mikrofone

B BN

| | Leckage | |
ﬁ T m Rohrleitung

u(t)
-— ll.—>|<7 ly —————»
- l L
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6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung A\‘(".

er Institut far Technologie

® Verzogerte Signale an den Sensoren:

(et) =ult— =) (9(t) =u(t - 2))

® Der Gesamtabstand [ = . + [, der Sensoren sei bekannt
®m Uber den Schatzwert der KKF kann eine der 2 Langen ermittelt werden:

[fmy<7) = % /_i z(t+ 1) y(t) dt = % _iu(t—i—f - %) u(t- %) dt}

® Die KKF hat ihr Maximum |
bei der Laufzeit tmax:

e Iy =21
Tmax =TT T
]- A/ l..‘ AL R A ;“l |

- [ly — 5(l — Tmax c)j V'V'VV‘HL”) ”"‘ﬁ‘"”'"v,

0 Tmax B
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6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung ST

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel 6.8: Vergleich von Schusswaffenspuren

ST e e

e
Spuren auf 2 Geschossen Spuren auf 2 Patronenhilsen
37 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Le6n — Messtechnik Institut flr Industrielle

(lI§ Informationstechnik

6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung ﬂ(“'

Karlsruher Institut far Technologie

q1(t)

q2(t)

Tm ax

Bestimmung der Ahnlichkeit von Projektilen mit Korrelationsverfahren N
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6.3.2 Ahnlichkeit von Signalen, Laufzeitmessung &‘("l

Beispiel 6.9: Beriihrungslose Geschwindigkeitsmessung

[ d >

Sensor 2 Sensor 1 Schtt-
y(t) x(t) gut

o v o Forderband

—_—

® Sensoren messen Reflexionen des Schuttgutes an den Sensorpositionen:
B Zeitverschobenes Signal (ldealfall): Cy(t) = z(t — T))
@ Maximum der KKF liegt bei zmax

. e d
== Fordergeschwindigkeit: v=
Tma,x .
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6.3.3 Closed-loop-Korrelation &‘(lT
Nachteile der Laufzeitkorrelation
® Das Ergebnis der Korrelation
T
R 1
(1) = o7 [ alt+ 70
-T

steht immer erst am Ende des Integrationsintervalls zur Verfigung. Die
Bestimmung des Zeitpunktes mmax ist dadurch sehr trage. Fur dynamische
Messgrofen ist das Verfahren schlecht geeignet.

@ Das Verfahren ist numerisch sehr aufwendig. Zum einen mussen die
Produkte der zeitverschobenen Signale z(t + 7) - y(t) gebildet werden,
zum anderen muss nach der Integration noch eine Maximumsuche
durchgefuhrt werden.
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6.3.3 Closed-loop-Korrelation ST

Karlsruher Institut far Technologie

Laufzeitkorrelation als Identifikationsproblem

@ Zur Verbesserung des Verfahrens interpretiert man die Laufzeitkorrelation
als ldentifikationsproblem fur die unbekannte Laufzeit zmax =t

"Laufzeit”
t — t
z(®) > L y®) Gilitemafs
Tmox — min
l e(t)
—E{e?
Modell _f @=E{e’}
-

L [oi—7)

Strategie |@———

Schatzung der Verzogerungszeit = beim Laufzeitkorrelator
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6.3.3 Closed-loop-Korrelation ﬂ("'

er Institut far Technologie

® GitemaB: (Q =E{e’(t,7)} — min) mit e(t)=y(t) - x(t —7)

@ Notwendig fur Minimum:

dQ  dE{e%*(t,7)} de(t, 7)
[ o = o :2E{e(t,7')- o } 0]

® Einsetzen von e(t): CE{[y(t) —z(t—1)]E(t—1)} = 0)

"Laufzeit”

Multiplizierer
SR il EZOINEC -
= P =
Tmax _‘
. I
d
Modell ¢ S| de -
_ Differenzierer
o T $(t—7_) ”Rege-l- 7]
( - abweichung

Integrator |-Regler, Erwartungswertbildung
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6.3.4 Polaritatskorrelation A\‘(IT

@ Der Closed-loop-Korrelator vermeidet eine vollstandige numerische
Berechnung der KKF und passt sich an andernde Laufzeiten zmax an

@ Es mussen jedoch weiterhin aufwendige Produkte der zeitverschobenen
Signale gebildet werden

Polaritatskorrelator
@ Kreuzkorrelation fir mit 1 Bit quantisierte, zeitdiskrete Signale:

N-1-k
1

Fay(k) = & > signfwnk] signy;)]

n=0

@ Multiplikation kann mit logischen Gattern realisiert werden
@ Statistische Eigenschaften der unquantisierten Signale bleiben erhalten

® Insbesondere bleibt die Lage des Maximums erhalten, so dass daraus
weiterhin die Laufzeit bestimmt werden kann
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6.3.4 Polaritatskorrelation &‘(lT
® Vergleich der KKF kontinuierlicher Signale mit der Polaritatskorrelation:
Kontinuierliche Signale Quantisierte Signale
] :
o
-1
0 t
;
o
-1
Kreuzkorrelation 7, (7) t Polaritatskorrelation 74, (7) t
g ] g ]
08F | 08F |
06F | 06F |
04fF ] 04F ]

0 Tmax T ) Tmax T
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6.3.4 Polaritatskorrelation &‘("l

Karlsruher Institut far Technologie

t t
i(l» Laufzeit y(®) *
d
dt
Y Y
[ Schwellwert- - —
— detektoren _ _
R y___: VCO
. . Y+ : T
| Schieberegister | — 1 p-@—a-| © L i
? ------ i O-g-ll-< ------ Integrator —‘

variable Taktfrequenz

Laufzeitkorrelator mit Polaritatskorrelation und Realisierung der
Modelllaufzeit als getaktetes Schieberegister
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6.3.5 Ahnlichkeit von Spektren, Doppler-Messung T

er Institut far Technologie

@ Analog zur Korrelation zeitverschobener Signale wird eine Korrelation im
Frequenzbereich als Mal} fur die Ahnlichkeit von Spektren definiert:

oxv(9) = (X(F +0)Y () = [ X(F+0)Y(5)df

® Distanz der (um die Frequenz § verschobenen) Spektren:

IX(f +0) = Y(HIIP = (X(f +9), X(f +9)) + (Y (f), Y(f))
—2R{(X(f +9),Y()}

= [X(HI*+ V(NI = 2R{oxv (9)}

@ Nach dem Satz von Parseval gilt:

0

oxy (9) = (w(t) e ™", y(t)) = / x(t) e 2Ty (t) dt

— OO

Frequenzverschiebung des Spektrums ¢ Modulation im Zeitbereich
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6.3.5 Ahnlichkeit von Spektren, Doppler-Messung &‘("l

Beispiel 6.9: Stromungsgeschwindigkeitsmessung uiber Doppler-Effekt

Ultraschall-Sonde

\’Ui Cos v

R\ & N\
® O ® B 8 (a\ © @
® % @ 6 * oo o &

Doppler-Effekt
(Y
@ Empfanger bewegt sich relativ zum Sender: f=1ro (1 + E)

1
@ Sender bewegt sich relativ zum Empfanger: f=ro <1 — 2>

C

_ _ } 1+ * cosa
@ Bewegtes Teilchen ist Sender und Empfanger: == [f = Jfo c—]

1—%00804
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6.3.5 Ahnlichkeit von Spektren, Doppler-Messung T

er Institut far Technologie

@ Darstellung des Nenners als geom. Reihe und Naherung fur v; < ¢:

f=fo <1—|—ﬁcosa) . Z (%cosa) ~ fo (14—%008@) (1—|—ﬂcosoz)
c = \c c c

(%
® Abbruch nach dem linearen Glied: [f ~ fo (1 + 2; cos a) = fo+ fi]

== Empfangssignal proportional zum frequenzverschobenen Sendesignal:

(Y(n=kX(+1))

@ Korrelation der Signalspektren:

[Qxy(ﬁ) = k?/_oo X(f+?9)X*(f+fi)df]

== Maximum der Korrelation bei der Frequenz: ( ¥ = f;

= Stromungsgeschwindigkeit: [Uz v 2 fo cos a]
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6.3.6 Selbstihnlichkeit AT

Karlsruher Institut far Technologie

@ AKF hervorragend geeignet, um periodische Signalanteile aufzufinden,
die im Vergleich zu einem Storsignal sehr klein sind

Stochastischer Prozess: C y(t) = x(t) + n(t))

Periodischer Anteil x(t): C x(t) = sin(wt + CPD

n(t): mittelwertfreies Rauschen

@ Bei Unkorreliertheit von x(t) und n(¢) gilt (vgl. Bsp. 6.3 auf Folie 17):

[ ryy(T) = rex(7) + 7an(7) = % cos(wt) + Tnn(T)j

B AKF des Rauschens verschwindet fur hinreichend grof3e z:

Tan(7) =0 | fUr 740

N [Tyy(T) R Tex(T) = %COS((MT) ] far 7#0
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6.3.6 Selbstahnlichkeit IT
Harmonische Schwingung uberlagert von Rauschen und zugehorige AKF:
y(t) ﬂ N
WM. | ﬁ AA. A / ,
U T A
A ryy(7)
-
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Karlsruher Institut fir Technologie

6.4 Spektrale Darstellung
stochastischer Signale

6.4.1 Leistungsdichtespektrum
6.4.2 Rauschen

6.4.3 Uberlagerung zufalliger Stérsignale
6.4.4 Ubertragung stochastischer Signale durch LTI-Systeme
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6.4.1 Leistungsdichtespektrum A\‘("'

er Institut far Technologie

@ Fur Musterfunktionen stationarer Prozesse existiert i. Allg. das Fourier-
Integral nicht. Abhilfe schafft die Transformation der Korrelationsfunktion.

Definition 6.27: Autoleistungsdichtespektrum (Vorauss.: schw. Stationar.)

[5 (f):/oor (T)e—jzwadT] Wiener-Khintchine-

oo Theorem

@ Auto-LDS gibt an, welche Frequenzen im statistischen Mittel wie stark am
Aufbau einer Musterfunktion beteiligt sind.

Spektralanalyse:
« deterministische Funktion z(¢): Fourier-Transformation — X(f)
- eigentliche harmonische Analyse, umkehrbar

« Zufallsprozess x(t): Fourier-Transformation der AKF — S_(f)
- verallgemeinerte harmonische Analyse

- Informationsverlust (Phasenspektrum geht verloren)
- einzelne Musterfunktionen nicht aus S,_(f) rekonstruierbar
- mittlere Aussage Uber den spektralen Signalaufbau
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6.4.1 Leistungsdichtespektrum A\‘(IT

Definition 6.28: Kreuzleistungsdichtespektrum

[Sxy(f) = /_O:O ray () €727 dTJ

@ Berechnung der Korrelationsfunktionen tuber Fourier-Rucktransformation:

[TXX(T)_/OO Sxx(f)ej%defJ [rxy / Slerlsf elzﬂdefJ

W Begriff ,Leistungsdichte” deutet an, dass S, (f) die Leistungsverteilung
uber der Frequenz f darstellt. Durch Integration erhalt man die Leistung.

Satz 6.5: Leistung
® Fir die Leistung Px eines Zufallsprozesses x(t) gilt:

[PX:E{X2( }=rx(0 / Sex(f df}
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6.4.1 Leistungsdichtespektrum \‘("'

institut far Technologie

Eigenschaften des Leistungsdichtespektrums:

1. Fir reelle Prozesse ist Sxx(f ) eine gerade Funktion: CSxx(f) = Sxx(_f))

2. Swx(f) ist reell fiir alle Frequenzen: ( Sex(f) = S;{kx(f))

3. Skx(f) ist nichtnegativ fiir alle Frequenzen: | Sxx(f) > 0

4. Fuir die Kreuzleistungsdichtespektren gilt: Csxy(f) = Syx<_f))

Fur reellwertige Prozesse gilt zusatzlich:
( Salf) = S5(=) = Sp(—5) = 53() )

Da die Kreuzkorrelation i. Allg. nicht symmetrisch ist, ist auch das
Kreuzleistungsdichtespektrum reellwertiger Prozesse nicht reellwertig.
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6.4.2 Rauschen A\‘(IT

® Viele Storeinfliisse lassen sich durch Prozesse modellieren, deren LDS
uber einen weiten Frequenzbereich ungefahr konstant ist

@ Einfaches, gangiges Modell: weiBes Rauschen

Definition 6.29: WeiRes Rauschen

Einen Zufallsprozess n(t) nennt man weiRes Rauschen, wenn seine
Leistungsdichte fur alle Frequenzen konstant ist:

CSnn(f) = a? = const v f)

= AKF: ( ru(7) = Ha®} = a25(7))

(0.0}

Leistung: P, = rm(0) = / a?df — oo

— o0

@ Weilles Rauschen ist eine Idealisierung, die sich physikalisch nicht
realisieren lasst
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6.4.2 Rauschen &‘(lT
Leistungsdichte und Autokorrelationsfunktion von weiRem Rauschen
A Sun(f) A ron(7)
a’ A a®6(7)
f T
Diskussion

@ AKF verschwindet fur alle Werte 7 #0
= benachbarte Signalwerte von n(¢) sind immer unkorreliert

@ Demnach musste sich das Signal unendlich schnell andern: dies ist
physikalisch unmadglich, was an der unendlichen Leistung deutlich wird

B Gauld'sches weilles Rauschen: Unkorreliertheit = stat. Unabhangigkeit
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6.4.2 Rauschen

Beispiel 6.10: Farbiges Rauschen

® UF von TP 1. Ordnung:

GUf) = 1 B 27 fg
1+J22;T;; 2m fg +j2m f

@ FUr das LDS des farbigen Rauschens gilt (vgl. Abschn. 6.4.3):
S (f) =

GU)P - Sanlf) = 12T

(27 fg)? + (27 f)?

® Durch inverse Fourier-Transformation erhalt man die AKF:

ran(7) = FH{Sm ()} = a27rfg e~ sl

P, =rpn(0) = a’ T fg
57
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@ Durch Tiefpassfilterung wird aus weiBem Rauschen farbiges Rauschen

@ Die Leistung des farbigen Rauschprozesses folgt fur z = 0 und ist endlich:

11
Karlsruher Institut far Technologi

(PT1-Glied)

Ul Informationstechnik

6.4.2 Rauschen

A Sun(f) T (T)

Diskussion

7

Sh

58

® Korrelationslange z.: Zeitabstand fur einen Abfall der AKF auf 7un(0) /e

@ zeitlich benachbarte Signalwerte sind miteinander korreliert
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Leistungsdichte und Autokorrelationsfunktion von farbigem Rauschen
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6.4.2 Rauschen

Karlsruher Institut far Technologie

n(t) Tun (T)
f
W Wﬂ&' M* ﬂw M i
|
0 T
Rauschprozess Autokorrelationsfunktion
y(t) Tyy(T)
[ ‘/1"' |
M J 4' N |’1l A I
A AL B iy '.J (
v Jis _,9' g.'r" 1}"{3 ) ‘N’ LW
\ J 4 / |
1}1\’ H| ; -,\I
{ |l_~u__ PR
t 0 T
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6.4.2 Rauschen

a) Rechts-Schieben

Karlsruher Institut far Technologie

Pseudostochastische Binarfolgen (PRBS):
@ Erzeugung von weillem Rauschen durch Schieberegisterschaltungen
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X1 D) T3 T4 T5 Ze
D1 D2 D3 D4 D5 D6
d =1
b) Links-Schieben
— i
D1 _‘xl D2 7 D3 s D4 4 D5 s D6 6
=1
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6.4.2 Rauschen &‘("l

Karlsruher Institut far Technologie

® Zuordnung der Ausgangswerte zx (hier: N = 6) des letzten Flipflops zum
Ausgangssignal u(t) :

zny=1 — ut)

zy =0 — u(t)

a

—a

hu(t)
a
: — : : : ——t —>
t
_a — I
Beispiel einer pseudostochastischen Binarfolge
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6.4.2 Rauschen ﬂ("'

@ PRBS-Folgen sind periodisch — Autokorrelationsfunktion periodisch

—a
2N —1

t t t t t t t t t i t p t t t

Autokorrelationsfunktion einer pseudostochastischen Binarfolge
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6.4.3 Uberlagerung zufilliger Stoérsignale A\‘(IT

Modell zur Uberlagerung zufilliger Storsignale:

® Wie kann das Ausgangssignal eines n(t)
Messsystems modelliert werden?
® Gangiges Modell: additives Rauschen u(?) X Y@

(Vorteil: einfache Systemanalyse):
((t) =u®) +n(t) )
® Die Autokorrelationsfunktion des gestorten Signals y(¢) lautet:
ryy(7) = E{y(t +7) y(t)}
= E{[u(t+ 7) + n(t + 7)][u(t) + n(?)]}
= Tua(7) + 7un(T) + 7au(7) + 720 (7)

® Fur das Leistungsdichtespektrum erhalt man durch Fourier-Trafo:

(" Sys(5) = Suald) + Sual) + Suul) + Sunl) )
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6.4.3 Uberlagerung zufélliger Storsignale A\‘("'

er Institut far Technologie

@ Beireellen Signalen (und KKFen) vereinfacht sich der letzte Ausdruck
aufgrund der Symmetrie der Fourier-Transformation:

Sunl) + Suu() = S () + 52l ) = 2R{Sun 1)}
= ([ 8yy() = Suald) + Sualf) + 2R{5ua(f)} )

® Spezialfall: unkorrelierte Signale u(¢), n(t) und mindestens ein Signal
mittelwertfrei:

Tan(7) =0 o Sy (f)=0

— Tyy(T) = Tau(T) + ran(7)

Syy(f) = Suu(f) + Sua(f)

Die Annahme der Unkorreliertheit gilt in vielen Fallen, in denen n(t)
eine Messstorung darstellt (z. B. Rauschen eines Messverstarkers).
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6.4.4 Ubertragung stochastischer Signale A\‘(IT

m Wie werden Zufallsprozesse (konkret: ihr LDS) bei Ubertragung durch
LTI-Systeme verandert?

@ Antwort zunachst fur Energiesignale, fur die die Fourier-Trafo existiert:

Energiesignale:

(1) y(t)
® Ausgangssignal: Y (f) = G(f) X(f) — G(f) —
Energiedichtespektrum: /SEy(ﬁ =Y (f)Y*(f)
=G(f) X(f)-G*(f) X*(f)
2 qE
4 E . I
Kreuzenergiedichtespektrum: | Si,(f) = X(f) Y™ (f)
= X(f)-G*(f) X*(f)
. * E
_ _ G (f) S:c:c(f) )
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6.4.4 Ubertragung stochastischer Signale A\‘("'

er Institut far Technologie

Leistungssignale

B Bei Leistungssignalen muss man eine Erwartungswertbildung durch-
fuhren, bevor man die Systemantwort untersuchen kann. Die Erwartungs-
wertbildung flhrt auf den folgenden Satz.

Satz 6.6: Ergodische Prozesse in LTI-Systemen

Flr ergodische Zufallsprozesse x(t), die ein LTI-System mit der Impuls-

antwort g(¢) und der Ubertragungsfunktion G(f) durchlaufen, gelten die
folgenden Beziehungen:

f Tey(T) = rex(T) ¥ g"(=7) o0  Sgy(f) = Sxx(f) G*(f) )
Tyy(T) = Txy(T) xg(T) o-e Syy(f) = Sxy(f) G(f)
ryy(T) = 1ax(7) %755 (T) 0= Sy (f) = Sex() IG()I

@ Die Zusammenhange entsprechen denen der Energiesignale
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6.5 Systemidentifikation

6.5.1 Schatzung des Leistungsdichtespektrums
6.5.2 Systemidentifikation bei geschatzter Leistungsdichte
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6.5 Systemidentifikation IT
Ziel: Ermittlung des Ubertragungsverhaltens eines Systems n(t)
Rausch- x(t) G(f)=" y(t) y(t)
: ) quelle - (t) =7 N> >
® Weilles Rauschen: g
Sex(f) = a’
KKF-Messung
) ) Identifikation
® Ohne Uberlagerte Stérung: n(t) =0

(8(1) = G(1) Sexl) = a2 G(f) ) w0 (rya(7) = (1) + a® 8(7) = a () )

® Bericksichtigung der unabhangigen, mittelwertfreien Messstérung n(¢):
ryx(7) = E{y (¢ + 7) x(¢)}
=E{[y(t+7)+n(t+7)]x(t)}
=E{y(t+7)x(t)} + P{n(t +7) x(t)}/ = 7yx(7)

=0
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6.5 Systemidentifikation AT

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel: Systemidentifikation durch Erregung mit weiBem Rauschen

x(t) y(t)
sl L
t t
Tyx\T
() = 9(7) e (7) =(7) "
= g(1) *a®6(1) = a® g(7)
) i N/ MY L‘V‘“’M
Sye(f) = GUf) Sealf) = ® G() | ]
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6.5.1 Schatzung des Leistungsdichtespektrums \“("'

institut far Technologie

@ Beirealen Messungen ist die Berechnung der Korrelationsfunktionen
problematisch, da das Messintervall endlich ist

= Nachteil: Nur Schitzwerte S, (f) der Leistungsdichte bestimmbar
® Vorteil: Schatzwerte direkt aus der Fourier-Transformierten

berechenbar:
[ Sy (F) = Y(H)Y*(f) J

A

Soy(f) = X(H) Y™ (F)

® Schatzwert S,,(f) des Auto-LDS wird Periodogramm genannt
@ Verbesserte Schatzung durch Mittelung Uber mehrere Periodogramme:

4 ] N ] N )
=5 2 Sl = L HOT)
=il =1
1 1
)= 5 2 Sl = 5 2 KDY G)
N i=1 i=1 J
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6.5.1 Schatzung des Leistungsdichtespektrums AT
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Beispiel 6.14: Erkennung periodischer Strukturen in Bildern
® Uberlagerung periodischer Drallriefen und stochastischer Schleifriefen

2 Jy

Schleiftextur g(x) Periodogramm S, (f)

Institut flr Industrielle
(lI§ Informationstechnik
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6.5.1 Schatzung des Leistungsdichtespektrums AT
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@ Aufnahme von N = 120 Bildern der Textur unter ahnlichen Bedingungen
® Im Periodogramm erscheinen periodische Strukturen als é-Impulse

1

Schleifprozess g(x) Gemitteltes Periodogramm S, (f) m

Institut flr Industrielle
[I§ Informationstechnik
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6.5.2 Systemidentifikation bei geschatztem LDS &‘("l

1. Quotientenbildung der gemittelten Periodogramme:

® FUr das Periodogramm des Ausgangssignals gilt:
Sy (/) =Y(NY™(f) = [G()) X(f) + NN [GU) X(f) + N
= |G(F)I? Sxx(f) + G(f) Sen(f) + G*(f) Sax(f) + Saa(f)
= |G Sx(f) + 2R{G(f) Sea( )} + S ()

® Durch die Mittelung verschwindet der Kreuzterm:

A~

Syy(f) = |G(f)? Sxx(f) + 2R{G(f) Sxa(f) } + Saa(f)

~0

®m Die Ubertragungsfunktion wird durch folgenden Quotienten geschétzt:

Gpp =28 g+ 22

~

Sxx(f) Sxx(f)

® Nachteile: keine Phaseninformation; UF bei Stérungen zu gro geschéatzt
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6.5.2 Systemidentifikation bei geschatztem LDS &‘(lT
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Geschatzter Amplitudengang |G(f)| eines PT2-Gliedes durch Mittelung
von N = 100 Periodogrammen:

G4
1,54
1,04
0,5 -
0 > f
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6.5.2 Systemidentifikation bei geschatztem LDS &‘("l

2. Quotientenbildung der gemittelten Kreuzleistungsdichten:

@ Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist eine komplexe Funktion:

A

S(f) =Y () X (f) = [GU) X(f) + NI X (f) = G(f) Sex () + Sax(f)

@ Die Mittelung bringt daher einen héheren Rechenaufwand mit sich:

Sye(f) = G(f) Sex(f) + Sax(f)
~0

® Die Ubertragungsfunktion wird durch folgenden Quotienten geschétzt:

é(f) _ SYx(f) _ G(f;) Sxx(f)

gxx(f) Sxx(f)

@ Vorteile: Phaseninformation verfugbar; geringerer Einfluss der Stérung

n(t)
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6.5.2 Systemidentifikation bei geschatztem LDS &‘(lT
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Geschitzte Ubertragungsfunktion |G(f)| eines PT.-Gliedes durch
Mittelung von N = 100 Kreuzleistungsdichtespektren:

G(f)| A

1,5-
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Karlsruher Institut fir Technologie

6.6 Wiener-Filter

6.6.1 Signalmodell
6.6.2 Herleitung des Wiener-Filters
6.6.3 Wiener-Filter bei linearer Verzerrung und additivem Rauschen
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6.6 Wiener-Filter AT

er Institut far Technologie

Signalschatzung

@ Die Signalschatzung befasst sich mit der Rekonstruktion von Signalen,
die durch ein nichtideales System verandert und durch Uberlagerte
Storungen verfalscht wurden. Das Wiener-Filter ist ein Optimalfilter dafar.

Anwendungsgebiete:

Messtechnik: Messung des Zeitverlaufes des Messsignals. Jede
Messung beeinflusst den zu messenden Vorgang und
verfalscht somit das Originalsignal. Ferner treten
Messfehler (Rauschen) auf.

Signalubertragung: Verfalschung des Sendesignals durch die nicht-
idealen Eigenschaften des Ubertragungskanals.
Zusatzlich kommen Stérungen hinzu.

Speicherung: Veranderung eines Signals, um den Erfordernissen
des Datentragers zu gentigen (Abtastung,
Quantisierung). Diese Effekte kdnnen durch
Rauschen modelliert werden.

78 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik Institut fir Industrielle
Ul Informationstechnik




6.6.1 Signalmodell AT

Karlsruher Institut far Technologie

u(t) dynamisches X(t) Y(t) Schatzfilter ﬁ(t)
T |System G(f) L " H(S)

@ Annahme: Kreuzleistungsdichte Syu( f) bekannt

@ Schatzfilter H(f): Ausgangssignal (t) soll dem
Originalsignal u(t) moglichst nahe kommen:

e(t) = a(t) — u(t)
E{e*(t)} = E{[a(t) —u(®)]’} — min

== Optimalfilter oder Wiener-Filter N. Wiener. 1894-1964
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6.6.2 Herleitung des Wiener-Filters ﬂ(“'

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ansatz:

[E{J(t)}_/_zsee(f)df — min} = CSee(f) — min)

B Leistungsdichte des Rekonstruktionsfehlers:
See(f) = (U = U)(U = U)*
= UU* -UU* —UU* —UU*
=YH(YH)* -YHU* -U(YH)" - UU*
= Syy (N [H(F)I* = Syu(f) H(f) = Suy(f) H* () + Swu(f)

® Das Schatzfilter H(f) mit kleinster Fehlerleistung erhalt man durch
Ableiten von See(f) nach H(f) getrennt nach Betrag und Phase:

H=|H|¢? = (5= 5y |H —Sp|H|® — Sy |H|e + 5, )
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6.6.2 Herleitung des Wiener-Filters A\‘(IT

@ Ableitung nach dem Betrag |H | liefert den optimalen Amplitudengang:

dSee
d|H]

= 2|H| Sy — Sl — S e7% = 2|H|Sy; — 2R{Syue¥} =0

= [H - %{Sg;lye”}]

@ Ableitung nach der Phase ¢ liefert den optimalen Phasengang:

dS..
de

= —j|H| Sy + j|H| 73952, = —j2|H| S{Syu e} =0
N———

!

=0

o Im=0 © Phase=0 & (@ = —arg{Syu})

R{S,, R{|S.4 j(arg{Syu}+¢) Sou
N Betrag: ‘H‘: {g }: {‘ Y|eS }: ’SY‘
vy vy vy

== Wiener-Optimalfilter: [H(f) = g;uzg _ guyg;]
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen &‘(lT

er Institut far Technologie

Rekonstruktion bei linearer Verzerrung und additivem Rauschen:

n(t)
u(?) _ | dynamisches x(t) ‘/‘L y(t) | Schatzfilter | G(t)
" |System G(f) T | H(f)

\
L

@ Leistungsdichte des Systemausgangs (Summe unkorrelierter Grolien):
Syy(f) = Sux(f) + San(f) = Sua(f) |G + Sua(f)
® Kreuzleistungsdichte: Sy (f) = Sw(f) G*(f) + Su(f)
~——

=0

. . _ Sy(f) Swa(f) G*(f)
== Wiener-Filter: [H(f) = Sy (F) BCNGIEGE +Snn(f)}

Ruckfuhrung auf die Leistungsdichten des Messsignals und der Storung.
G(f) kann bekannt sein oder durch eine Identifikation bestimmt werden.

Institut fir Industrielle
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen &‘(IT

Optimalfilter nach Wiener:

H) - — SmNGW 1 |GWP
Suu(f |G(f)|2+Snn(f) G(f) |G(f)|2+ Snn(f)
Suu(f)
N——
T 7\ SNR™*(f)
| /

angepasstes Stérungs-
unterdrickungsfilter
(meist TP-Charakter)

Inverses
Filter

Diskussion
@ Filter ,0ffnet” bei Frequenzen, wo Nutzsignal stark gegenuber Storung
@ Filter ,schliel3t” bei Frequenzen, wo Stérung stark gegenuber Nutzsignal

@ Furn(t) =0: H(f) — Inverses Filter

@ Nachteil: Kriterium des minimalen quadratischen Fehlers bei manchen
Anwendungen nicht zielfuhrend
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen &‘(lT
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Beispiel 6.15: Rauschunterdrickung
@ Als Messsignal wird ein TP-Signal mit folgender Leistungsdichte

betrachtet: 2
[Suu(f) "1+ (b 27Tf)2]

@ Der Uberlagerte Rauschprozess sei weil3:

(Sem(h) = ?)

@ Es erfolgt keine Verzerrung durch das dynamische System:

G(f) =1

W Ziel ist eine Rauschunterdriickung, ohne das Messsignal zu stark zu
verfalschen. Die Ubertragungsfunktion des Wiener-Filters lautet:

_ Salh) ki
[H(f)— Sua(f) + San(f) U2—|—a2—|—(b-a-27rf)2]
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Leistungsdichtespektren des Messsignals Suu( f) und der Stérung San( f)
vor der Filterung sowie Amplitudengang des Wiener-Filters |H( f)|?
1

0,8F i
oab

0,2F i

-100 -50 100
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen ﬂ("'
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Leistungsdichtespektren der verbleibenden Stérung See( /)
und des Messsignals Sua( /) am Ausgang des Optimalfilters
1 . .

osf b
0.8F i
04f

0,2 i

0
-100 100 H
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen ﬂ("'

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Beispiel 6.17: Wiener-Filter zur Bildrestauration

..

MeSSSignaI y(X), Snn(f) — const. Ergebnis der FiIterung

Amplitudengang
|G(f)| der unscharfen
optischen Abbildung;

9(x) = k - rect(|[x|| / 9)
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Amplitudengang
|H (f)| des Wiener-
Filters
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6.6.3 WF bei linearer Verzerrung & additivem Rauschen ﬂ(“'

nnnnnnnnnnn itut far Technologie

[H (fe, fy = 0)]

Vergleich der Amplitudengange von unscharfer Abbildung |G(f)|
und Wiener-Filter | H(f)|. Das Leistungsdichtespektrum Suu(x) des
Originalsignals wurde aus dem Messsignal y(x) geschatzt.
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