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7. Erfassung analoger Signale

Kontinuierliche und diskrete Signale:

ST
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yA(t) kontinuierlich yA(t) zeitdiskret
o > N
» 1 ! T T I » 1
yft) amplitudendiskret yA(t) zeit- und amplitudendiskret
i oy T A
e . r J - S I
» 1 ! T T I » 1
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7.1.1 Abtasttheorem

7.1.2 Banduberlappungsfehler (Aliasing)
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7.1.1 Abtasttheorem IT
Wiederholung
@ Abtastung: Multiplikation des zeitkontinuierlichen Signals mit einer
Impulsreihe
Zeitdiskretes Signal: Spektrum:
- L= k
[y*a) =y(t) > 5<t—ntA>J oo [Y*(f) -— 7 Y(f— a)}
n=—0oo k=—o0
ys(t) Y (f)
A
11 {1 ~\,
t fa f

== Periodische Wiederholung des ursprunglichen Spektrums in
Abstanden von 1/ta = fa
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7.1.1 Abtasttheorem &‘(lT
Satz 7.1: Abtasttheorem

Ein bandbegrenztes kontinuierliches Signal y(t) = Y{f) mit

Y(f)=0 fur |f]>%

|asst sich fehlerfrei aus seinen aquidistanten Abtastwerten rekonstruieren,
falls die Abtastfrequenz fa = 1/ta die folgende Bedingung erfullt:

fa>B

® Rekonstruktion durch Multiplikation des Spektrums mit einem
Rechteckfenster im Frequenzbereich

B Zeitbereich: G(t) = yu(t) * T Hta 75, ()}

(0. ¢]

sinmfa(t —nta
= D y(nta): Wff(t(— nty) )
e A A
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7.1.2 Banduberlappungsfehler (Aliasing) T
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® Bei Nichteinhaltung des Abtasttheorems kommt es zu spektralen
Uberlappungen (Aliasing)

@ Diese machen sich meist im hochfrequenten Bereich des Nyquist-Bandes
bemerkbar

A Y (H)

N
periodische Nyquist-Band periodische
Wiederholung Wiederholung
6 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leén — Messtechnik . Institut fir Industrielle
[ld Informationstechnik




7.1.2 Banduberlappungsfehler (Aliasing) ST

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel: Abtastung eines linearen Chirp-Signals

Signal mit linear ansteigender Signal mit linear ansteigender
Frequenz bei Einhaltung des Frequenz bei Verletzung des
Abtasttheorems Abtasttheorems

H
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7.1.2 Banduberlappungsfehler (Aliasing) ﬂ("'
Beispiel: Aliasing bei der Abtastung von Bildsignalen
% =SSN
e ———

512 x 512 256 x 256

e

"

128 x 128 i ﬁ 64x64 g
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7.1.3 Anti-Aliasing-Filter ST
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® Zur Bandbegrenzung werden Anti-Aliasing-Filter verwendet
® Idealer Tiefpass nicht realisierbar

@ Einfaches realisierbares Beispiel: Filter 1. Ordnung

Beispiel 7.2: Aliasing-Fehler bei Filter 1. Ordnung
® Ubertragungsfunktion des Anti-Aliasing-Filters 1. Ordnung:

1
G(f) = Tri. L Grenzfrequenz f; < fa/2
+7J- A

@ Als Eingangssignal wird ein weilder Rauschprozess betrachtet:

Sex(f) = A% = const.

® FuUr die Leistungsdichte am Ausgang des Filters erhalt man:

A2

2
(7]

Syy(f) — ‘G(f)|2 : Sxx(f) —
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7.1.3 Anti-Aliasing-Filter AT

A2
f 2
1+(£)
@ Zur Bewertung der Signalqualitat nach der Abtastung sollen die

Leistungen von Nutzsignal und Storsignal (Aliasing) verglichen werden

@ Fur die Leistung des Nutzsignals erhalt man durch Integration im
,Nutzsignalbereich® | f| < f, (weder Aliasing noch signifikante Dampfung):

Syy(f) - ‘G(f)|2 : Sxx(f) -

Je fe
A2 fe
PSig = 2/Syy(f) df = 2/ m df = 2ng2 arctan (fig> . = gngz
0 0 fe

® Die Leistung der Stérungen infolge von Aliasing (|f| > fa/2) betragt:

[e.e]

[e.@]
A
Psisr = 2 / Syy(f)df = Qng2 arctan<i> = ng2 |:7T —2 arctan(f—)}
fa/2 s Ial2 s
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7.1.3 Anti-Aliasing-Filter ST

Karlsruher Institut far Technologie

® FuUr das Signal-Rausch-Verhaltnis (SNR) folgt:

PSig . 7T/2

Pssr T — 2 arctan(zf—?)
g

® Fir f; = fa/(2-4) ergibt sich exemplarisch:

PSig 7T/2
= SNR =
Psisr m — 2arctan(4)

~ 3,205 = 5,1 dB

== Filter 1. Ordnung i. d. R. nicht ausreichend

Flr groRBe Storabstande ist es erforderlich, die Nyquist-Frequenz fa /2
erheblich groRer als die Signalbandbreite f, zu wahlen (Uberabtastung)
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7.1.3 Anti-Aliasing-Filter AT
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Aliasing-Fehler durch nicht-ideales Filter n-ter Ordnung

A SYY(f) PSig

(fe/ )"
Pstisy
| -
. I . fal2 Spektralanteile, die f
Nutzsignalbereich zu Aliasing fiithren
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7.1.3 Anti-Aliasing-Filter XIT
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Filter n-ter Ordnung:

G(f) = — G { (ST
= n — ~ fe n ..
(1 +j-é) (7) fir [ f| > fq
fg fg
® Nutzsignal:  Pgi, ~ Q/Syy(f) df = 2/A2 df = 2f,A?
0 0
= A2 £2n
@ Aliasing: Psior =~ 2 / Syy(f)df =2 / f2’% df
fa/2 fa/2
— _2A2 fg2n — A2 <2fg>2n
—_1). f2n—1 1), f2n—1
(2n—1)-f /2 (2n—1)-fx
Ps; "
= | SNR = g%Qn—l-(—)
[ PStér ( ) 2fg
13 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leon — Messtechnik Institut flr Industrielle
Jlf Informationstechnik
7.1.3 Anti-Aliasing-Filter ~KIT
Signal-Rausch-Verhaltnisse bei Anti-Aliasing-Filtern n-ter Ordnung:
SNR/dB
96 === mmmm e e

80

60

40

N
2fs

Grad der Uberabtastung
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7.1.4 Mittelwertbildung bei endlicher Abtastdauer &‘(“l

® Abtastung mit idealen Dirac-Impulsen in der Praxis nicht moglich

@ Endliche Integrationszeit des A/D-Umsetzers bewirkt zeitliche Mittelung
des Signals

@ Kann diese Filterung das Anti-Aliasing-Filter ersetzen?

Gleitender Mittelwert (moving average):

t+T/2

0 =7 [ vndr=y®re® | mit o=
t—T/2

l

[Y(f) — 1Y) Relh) = Y(P)- %ﬁﬁj

T (?f)
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7.1.4 Mittelwertbildung bei endlicher Abtastdauer &‘(lT
Amplitudengang der Mittelwertbildung:
Y ()l )
Y(nl =7
< L 1
< 55 Signal wird
. . nahezu
Signal wird durchgelassen; unterdriickt
Nutzsignal sollte in diesem 1
Bereich liegen 2/m F1> T
Signal wird
gedampft
11 s
T 2T T
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7.1.4 Mittelwertbildung bei endlicher Abtastdauer  ~IT

Beispiel 7.3: Mittelwertbildung als Anti-Aliasing-Filter

@ Bei vielen integrierenden A/D-Umsetzern erstreckt sich die Mittelwert-
bildung Uber die gesamte Abtastzeit: T'=tx =1/fa

Y (f)l

Y (/)

A

2/ ~ 0,63

v

—fa fa/2 fa
® Spektralanteile oberhalb von fa/2 werden nur schlecht gedampft

— trotz Mittelung Anti-Aliasing-Filter notwendig! ]

Institut flr Industrielle
[lI§ Informationstechnik
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler AT
a
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In realen Systemen kommt es zu zeitlichen Fehlern bei der Abtastung (Jitter)

@ Ideales Abtastsignal:
[ Yn = y(ntA) )

@ Tatsachliche Abtastzeitpunkte:

[tn:ntA—l—Tnj n=0,+1,4+2...

== Tatsachlich abgetastetes Signal:

(Fn=vnta+) )

® Fehler durch zeitlich falsches Abtasten (Jitter-Fehler):
[ €n = yn — Yn )
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler AT

Karlsruher Institut far Technologie

Fehlersignal infolge des Jitters bei der Abtastung einer
harmonischen Schwingung

[
—
o —
——
————
—
P
——
—

il il
\(
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

® Um den Jitter-Fehler quantitativ zu beschreiben, wird zunachst eine
Abschatzung fur die Ableitung eines bandbegrenzten Signals hergeleitet

B Der Differentiationssatz der Fourier-Transformation lautet:

W =5 G2 Y (= [ Gempy(neras

® Mit der Dreiecksungleichung erhalt man daraus die folgende Abschatzung
fir das erste Moment M des auf f; bandbegrenzten Spektrums Y{ f):

fe
[d?i—(ﬁ\ < [ reiiniar = MJ

® Uber den Differenzenquotienten im Abtastzeitpunkt t,,

[y(tn) —y(nta)l < Myltn —nia| = M|t

lasst sich daraus der Jitter-Fehler abschatzen:

(leal < My - fra])
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler IT

® Annahme: Zeitfehler t,, sei mittelwertfrei und habe die Varianz

(BE(=2)=02)

len| < My |t,| - CE{e,%} < M?o?) Leistung des Jitter-Fehlers

® Annahme: bandbegrenztes Eingangssignal habe ein konstantes
Spektrum |Y(f)| = Amax fur |f] < fq

fe
= 1. Moment: My = / 127 f|- Y (f)|df = ZngzAmaX

== Fehlerleistung: (E{e } S MP ol =4An’fi AL o0 & PStor)

max = T

® Nutzsignal y(t) ist jedoch Energiesignal — Signalenergie tUber Parseval:

[y= /_ PEdf = / A —2A?naxfg}
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler IT

institut far Technologie

@ Der wesentliche Teil der Signalenergie ist im Hauptgipfel enthalten

@ Daher wird die Gesamtenergie E, auf das Zeitintervall [to , to] um den
Hauptgipfel bezogen (Abschatzung der max. Signalleistung nach oben):

E, y(t)
[PSig ~ ? = 2A12naxf2]

0

. - P 2A2 . f2 2
=+ Signal-Rausch-Verhaltnis: | SNR = —£ ~ — = -
PStOI‘ 47 f Amax 0z (27ngUT)
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler XIT

Sy5(f)/dB | | e = 0114
—10 F _
—20 F _
—30 F _
—40 t Pstisr
—50  fulan Sl bl “h.f ‘hpl.,hu‘ TN T TG bt uml,.hrmyl Mgl

0 100 200 300 400 f/Hz

Spektrale Leistungsdichte einer harmonischen Schwingung der
Frequenz f = 200 Hz mit Jitter. Das Signal wurde einem gleichverteilten
Zeitfehler t, unterworfen mit tnax = 0,1 ta bei ta = 1 ms (fa = 1 kHz).
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7.1.5 Zeitliche Abtastfehler AT
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Beispiel 7.5: Jitter-Fehler bei der Digitalisierung von Audiosignalen
@ A/D-Umsetzer: N=16, fa=44,1kHz — Musiksignale: f,=20kHz

@ Rauschen infolge des Abtast-Jitters soll kleiner als das Quantisierungs-
rauschen sein. Das SNR infolge der Quantisierung ist nach Abschn. 7.2:

(SNR/dB=6,02N ~ 9 )

2
® Zulassige Varianz des Zeitfehlers: [GT 27 f,) R]

2.SN
. . . 7'2
® Gleichverteilter Zeitfehler: —Tmax < T < Tmax = = gf — Héax

= Maximal zulassiger Zeitfehler:

1 4 T
—— ~ 297 & maX ~1,31-107°
[T == onf, V SNR be ta J
]
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7.2 Quantisierung

7.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte der Signalwerte

7.2.2 Amplitudendichte einer Fourier-Reihe

7.2.3 Quantisierungstheorem

7.2.4 Wahrscheinlichkeitsdichte des Quantisierungsfehlers
7.2.5 Signal-Rausch-Verhaltnis infolge der Quantisierung

7.2.7 Minimierung des relativen Quantisierungsfehlers
7.2.8 Dithering
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7.2 Quantisierung ﬂ("'
Kennlinie eines A zq(2)
Quantisierers:

3¢ ¢ i
29 -——'
g1 =
t t T /,/IE t t |
—5q/2 —3q¢/2 | q/2 3q/2 5q/2 ()
—— +—q
'——' +—2q
'——' +—3¢

==+ Quantisierungsfehler: Oeq(t)! = |zq(t) — z(t)| <

)
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7.2 Quantisierung

Beispiel 7.6: Quantisierung einer harmonischen Schwingung

~KIT

Karlsruher Institut far Technologie

N=2

Originalsignal z(t)

Quantisiertes Signal z(t)

q q
0 0
-q 2 -
0O 02 04 06 08 0 02 04 06 08 t
Quantisierungsfehler eq(t) Spektrum des Quantisierungsfehlers
a/2f i S, (f)
0.5
0

0.25

-q/2 0
0 02 04 06 08 0 100 200 300 400 f[Hz]

27
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7.2 Quantisierung

Originalsignal x=(t)

8q 8q

4q 4q

0 0

-4q -4q

-8q -8q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 t 0.2 0.4

Quantisierungsfehler eq(t)

q/2
Ow

-q/2
0

28

0.2 0.4 0.6 0.8

Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leén — Messtechnik
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Karlsruher Institut far Technologie

N=4
Quantisiertes Signal x(t

t
Spektrum des Quantisierungsfehlers

S
0.5
0.25
0

400 f[Hz]

. Institut flr Industrielle
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7.2 Quantisierung ﬂ(“l

er Institut far Technologie

N=28
Originalsignal z(t) Quantisiertes Signal z(t)
128qf : | ‘ ‘ ] 128q ‘ , - - :
64q| 64q
0 0
-64q - 64q
-128q & ‘ ‘ ‘ ‘ — -128q ‘ ‘ : : ;
0 02 04 06 08 t 0O 02 04 06 08 t
Quantisierungsfehler eq(t) Spektrum des Quantisierungsfehlers
q/2 | | | | S0 | | ' ' ‘
0.5
0
0.25
-q/2 . ‘ ‘ . 0 : : : . ‘
02 04 06 08 t 0 100 200 300 400 fHZ] |m
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7.2 Quantisierung T

Karlsruher Institut far Technologie

@ Aus diesen Beobachtungen heraus werden Quantisierungsfehler als
weilles Rauschen eq(t) angenommen, das innerhalb einer Quantisie-
rungsstufe gleichverteilt ist:

fea(eq) = {

1 e — 4 q
d fur 5 <eqg < o

0 sonst

® Voraussetzung dafur ist ein veranderliches Eingangssignal x(t), das
genugend viele Quantisierungsstufen Uberstreicht

== Lineares Modell mit additiver Uberlagerung des Eingangssignals durch
ein Quantisierungsrauschen:

x(t) %q(t) x(t) xq(1)

® Vorteil: Vermeidung der expliziten Behandlung der Nichtlinearitat

1
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7.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte der Signalwerte SKIT

W Zur statistischen Beschreibung der Quantisierung bendtigt man die
Wahrscheinlichkeitsdichte der Signalwerte (,Amplitudendichte®) des
Eingangssignals

@ Vereinfachung der Berechnung der Amplitudendichte durch Ruckfuhrung
auf Transformation von Zufallsvariablen (Abschn. 4.1)

@ Annahme: Gleichverteilung der Zeit im Beobachtungsintervall [0, To]:

L firo<t<T,
_J 7 ==
[ft(t) _{ 00 sonst

@ Transformation der Zufallsvariablen t in die Zufallsvariable x fur die
Amplitude nach Satz 4.2:

x=g(t)
n —1
=» Amplitudendichte: | f.(z) = th(tz-) dg(t)
=1 dt t=t;
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7.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte der Signalwerte ﬂ("'
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Beispiel 7.7: Amplitudendichte einer harmonischen Schwingung
@ Gegeben sei eine allgemeine harmonische Schwingung:

m
— o(0) = o con 274
xr = g(t) = a,, cos 7TTO

mit der inversen Funktion

T
ti =g H(x) = 271'(;71 arccos(%) : i=1,...,2m

® Da g(t) m Perioden im Intervall [0, To] hat, ergeben sich n =2m Lésungen
fur die inverse Funktion. Einsetzen der 2m Ldsungen in

dg(t
% = —QW%am sin(QW%t)
ergibt mit sin(arccosz) = 1 — 2?2 :
dg(t) = 9\ JaZ, — 22
dt |, To
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7.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte der Signalwerte SKIT

® Bei einer Gleichverteilung der Zeit im Intervall Ty resultiert mit fe(¢) =1/Tp
fur die Amplitudendichte der harmonischen Schwingung:

1 To 1
x\L — "T’ < am
) = ;To 2mmy/a2, —x?  wy\/aZ, — x>

fx(z)

v |
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7.2.2 Amplitudendichte einer Fourier-Reihe IT
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@ Periodische Signale lassen sich in eine Fourier-Reihe entwickeln:

[az(t) = % + f: aj oS (27TT£Ot)J

k=1

@ Wegen der Begrenztheit von Messsignalen wird Symmetrie zu ¢t = 0
angenommen. Die Sinusterme fallen damit heraus.

@ Die einzelnen Schwingungen werden als voneinander unabhangige
Zufallsgrof3en x;. betrachtet:

(X:XO-I—Xl-F...-I—Xn-l—...)

== Amplitudendichte der Fourier-Reihe erhalt man durch Faltung der
Wahrscheinlichkeitsdichten der Teilsignale:

Cfx = fxo (2 fxl(x)*n-*fxn(az)*...)

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist die resultierende
Amplitudendichte fx(x) ndherungsweise normalverteilt
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7.2.2 Amplitudendichte einer Fourier-Reihe A\‘(".

Beispiel 7.8: Amplitudendichte eines Summensignals

@ Summe von vier 16—k
harmonischen Signalen: | z(t) = Z (T) cos(2mkt)

k=1

@ Der Erwartungswert der einzelnen Amplitudendichten x;. verschwindet:

Tk dl’k =0

ag
1
X, — E X p— _—
lu k { k} / g a,i _ .CL'%:
a0V
@ Die Varianz berechnet sich zu:

2
ag

2
d - ... =_F
L 9

ag
2
i
. = E(xr — px 2 :/—k
—ag

Anmerkung: Die Standardabweichung stimmt erwartungsgemaf mit dem
Effektivwert (quadr. Mittelwert) eines sinusformigen Signals Uberein:

o)

ag
Ox,, = Ueff = E
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7.2.2 Amplitudendichte einer Fourier-Reihe ST
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@ Die Varianz des Summensignals ergibt sich nach dem zentralen Grenz-
wertsatz als die Summe der Varianzen der einzelnen Amplitudendichten:

fx(2)
0,6 t
0,4}
0,2t

0

—0x 0 Ox T
Wahrscheinlichkeitsdichte des Summensignals (——)
und der Normalverteilung (— — -) [ ]
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7.2.3 Quantisierungstheorem ST

Karlsruher Institut far Technologie

@ Bei der Quantisierung werden den kontinuierlichen Amplituden
diskrete Werte zugeordnet (,Abtastung im Amplitudenbereich®)

@ Gibt es ein Analogon zum Abtasttheorem fur die ,Abtastung” der
Amplituden?

= Eine Antwort existiert fur den Fall der ,aquidistanten Quantisierung
(gleich breite Quantisierungsstufen)

@ Die Quantisierung ist zwar nichtlinear,

mit Hilfe des Quantisierungstheorems sind jedoch Aussagen Uber die
Wahrscheinlichkeitsverteilung quantisierter Grof3en mit Hilfe der linearen
Systemtheorie moglich
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7.2.3 Quantisierungstheorem ﬂ("'

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ Die Amplitudendichte eines quantisierten Signals besteht aus

o-Impulsen: — -
[fxq @)= [ f@)das 3 - kqﬂ

k=—o0

N

@ Die Gewichtungsfaktoren der é-Impulse beschreiben dabei die diskrete
Wahrscheinlichkeit, dass x innerhalb eines Quantisierungsstreifens liegt:

[P(a:g<x<x—i—g> :/w:%fx(a)don

b fi(2), Jxq (zq)
w

> I, Xq
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7.2.3 Quantisierungstheorem ST

Karlsruher Institut far Technologie

® Flachenabtastung lasst sich als Faltung von fx(x) mit einem Rechteck-

filter | fiir o] < ¢
ir x| < 4
_ >3

rq() = { 0 sonst

mit anschlieRender Abtastung darstellen:

[fxq(xq) = (fe(@) xrq(z))- > oz — kQ)J
k=—oc0
!

® Im Frequenzbereich entspricht dies der charakteristischen Funktion:

Bey(f) = [0 Ra(FiE 3 (1-5) = 5 q,x(f_@)_simqu—s)

q, ¢/ mq(f—%)

= =—00

® Die charakteristische Funktion des quantisierten Signals ®,_(f)
entspricht einer periodischen Wiederholung der sinc-gefilterten
charakteristischen Funktion des kontinuierlichen Signals &,(f)
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7.2.3 Quantisierungstheorem ﬂ("'

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Charakteristische Funktion eines quantisierten Signals

A (I)xq (f)

. |

—-1/q —-1/2¢ 0  1/2¢ 1/q
t

1/q : Quantisierungsfrequenz
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7.2.3 Quantisierungstheorem A\KIT

Satz 7.2: Quantisierungstheorem

@ Ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fx(x) eines amplitudenkontinuierlichen
Signals x(t) bandbegrenzt, d. h. besitzt die charakteristische Funktion
®,(f) nur Komponenten unterhalb der halben Quantisierungsfrequenz
1/2q,

(f)=0 fir |f]> -,
2q

so lasst sich aus der Wahrscheinlichkeitsdichte fx,(Zq) des quantisierten
Signals die ursprungliche Wahrscheinlichkeitsdichte des kontinuierli-
chen Signals fehlerfrei rekonstruieren.

® Fur eine fehlerfreie Rekonstruktion der Momente der Wahrscheinlich-
keitsdichte genugt die schwachere Bedingung

1
D(f)=0 fir |f]>~,
q
da diese fur f = 0 berechnet werden.
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7.2.3 Quantisierungstheorem T

er Institut far Technologie

Anmerkungen:
1 «— k
1. Spektrum bei der Zeitdiskretisierung: Y, (f) = — > Y(f— —)
tA M tA

Quantisierung ist hingegen eine Flachenabtastung; daher ergibt sich ein
zusatzlicher Gewichtungsfaktor:

sinmg(f — %)
mq(f — &)

2. Mussen nur die Momente bestimmt werden, genugt die Einhaltung von:

da nur an der Stelle f = 0 Aliasing vermieden werden muss.

3. Amplitudendichten sind beschrankt auf ein Intervall: —a,,,... < x < @max

== reale charakteristische Funktionen sind nicht bandbegrenzt
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7.2.3 Quantisierungstheorem A\KIT

Berechnung der Momente (Annahme: Quantisierungstheorem eingehalten)
@ Erwartungswert:

1 1 do (f) _ii( ‘sinﬂ'qf)‘
E{ q} _ J27T df F=0 - J27T df (I)x(f) 7qu =0
1 [d®.(f)sinmqf qucoswqf—sinﬂqf]
— O
or [ af mer TV —— o

1 dCIDX(f)' ~sinmgf

j2m df lj=0  m™af |y
————

Sl

+(I)X(f>|f:0 . 7rqfcos7rqf2—sin7rqf ]
mqf f=0

=0

N

_debx(f)‘
Cj2m df |

= E{x} Keine Korrektur erforderlich!
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7.2.3 Quantisierungstheorem A\‘(IT

Berechnung der Momente
@ 2. Moment:

Ly 1 d2<1>xq(f)‘ _Ld_2< .Simgf>‘
R eV Wy A S ey | PO

_ 1 d2®,(f) sinmqf +2dCIDX(f) wqfcosmqf — sinmqf
(i2m)* | df*  mqf df Tqf?
——— ~ e
=% =00
2 — (wqf)?|sinmqf — 2mqf coswq f
Vil 7TQf 1o
=9 ~ !
= —(amy2/3
1 d2<bx(f) ‘ q2 2 q2
= — + 5 =E{x}+5 Korrektur!
(2m)?  df? [, 12 12

® Auch die Varianz wird bei Quantisierung um ¢2/12 zu grof3 geschatzt
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7.2.4 Dichte des Quantisierungsfehlers A\‘(".

B Istdas Quar]_tisierungstheorem erfullt, so kommt es zu keinen
spektralen Uberlappungen der charakteristischen Funktion

® Im Nyquist-Band —% < f< 2—1q ist dann die char. Funktion ein Produkt:

Ry(f) = &:(f)- M}

mqf

® Die Multiplikation zweier charakteristischer Funktionen entspricht einer
Summation zweier unabhangiger Zufallsgrofien:

Cxq =x+4 eq)

= Charakteristische Funktion und Wahrscheinlichkeitsdichte des
Quantisierungsrauschens:

[(I)eq(ﬁ - %'Rq(f) = mﬂ o—e feq(6Q) = {

.o q
fir — 3 <eq <

[\

S Q-

wqf sonst
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7.2.4 Dichte des Quantisierungsfehlers A\‘("'

er Institut far Technologie

Satz 7.3: Lineares Quantisierungsmodell

@ Ist das Quantisierungstheorem erflllt, so lasst sich die Quantisierung
durch ein lineares Modell beschreiben. Dem Eingangssignal z(t) wird
ein im Intervall [—q/2, q/2] gleichverteiltes Quantisierungsrauschen eq(t)

additiv Uberlagert:
xq(t) = 2(t) + eq(t)

@ Die Momente des quantisierten Signals ergeben sich aus der Summe
der Momente des kontinuierlichen Signals und des Quantisierungs-

rauschens:
E{x7'(t)} = E{z™(t)} + E{e'(t)}
Erwart rt d f 1 4 A
rwartungswert des 1 _
Quantisierungsrauschens: Bleq(t)} = q /_g eqdeq =0
N\ 2 Y,
( 1 3 2 )
Varianz: | Efel(t)} = a/ e2 deq = il_2
N\ T2 Y,
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7.2.4 Dichte des Quantisierungsfehlers &K“l

Beispiel 7.9: Grobe Quantisierung normalverteilter GroRen

5 Stufen der A Fx(71) } Ful(w2)

Breite g1 = o 3 Stufen der
Breite ¢ = 30

i s : ? > T9
—250 —o o 250 30 4,50

—o Amplitudendichte der
Q=0
5 Stufen T Quantisierungsfehler

/

3 Stufen
’—//_—\ Y q2 =30
g o g g > Gq
32 2 2 32 [ |
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7.2.5 SNR infolge der Quantisierung ST

er Institut far Technologie

@ Aus der Varianz des Quantisierungsrauschens lasst sich, bei gegebener

Auflosung N des Quantisierers in Bit, ein Signal-Rausch-Verhaltnis
angeben

Sinusformige Signale

@ Es soll exemplarisch die Quantisierung einer sinusformigen Spannung
mit 2V Stufen betrachtet werden

@ Der Effektivwert der Eingangsspannung ist:

2N—1

(v q .
Ueff = = 1. Scheitelwert
T2 R !
Pi 2 22N—2 2 2
N SNR — sig _ ue2ff _ > q / :22N_1’5
Pstér Ueq q /12

CSNR\dB = 101g(2*"V -1,5) = 6,02- N + 1,76)
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7.2.7 Minimierung d. relativen Quantisierungsfehlers &‘(lT

® Bei grolem Messbereich und kleinem Messwert ist der relative Quantisie-
rungsfehler grof3:
[Fr _ Ug — U _
Uu

_ Au | wuq: quantisierter Messwert
U u : wahrer Messwert

@ Lodsung: nichtlineare ADU-Kennlinie, um rel. Fehler konstant zu halten:

Au A 1

Konstanter relativer Fehler: [— =F = Const] = 202 1
Uu u Fy
. YAVA AZ 1

Konstante rel. Quantisierung: [q = = Const] = o= 1
max max q

@ Durch Verknupfung der Gleichungen und anschlieRende Integration folgt:
AZ 1 Au 1

Zmax ¢ u Fy

Z q . -
— 7 =z Inu+ C Nichtlineare Kennlinie

Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Messtechnik
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7.2.7 Minimierung d. relativen Quantisierungsfehlers &‘(lT
A q
S |
Z " F nu+ C

r

@ Abgleich der Kennlinie zur Bestimmung von C:

Z — Zmax bel U = Uref - C - 1 - i lnuref

r

ZZO bel U = Umin - 5::lrl uref
q Umin

@ Damit erhalt man fur den ADU die folgende nichtlineare Kennlinie:

A q U
= 4 1
[Zmax Fr " Uref i ]

Prof. Dr.-Ing. F. Puente Le6n — Messtechnik
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7.2.7 Minimierung d. relativen Quantisierungsfehlers AT

Beispiel 7.10: Nichtlineare Quantisierung
® Ein Messsignal soll bei einem Messbereich von

Umax . Uref — 100
Umin Umin

eine relative Genauigkeit von mindestens F; = 1072 aufweisen

@ Quantisierung mit , linearer” Kennlinie:

F; _
Quantisierung: [QIin <——F—=10 4]

uref/umin

Wortlange: Od(l/min) R~ 13)

@ Quantisierung mit logarithmischer Kennlinie:

F 102
.. . n < - = — 272 ’ 10_3
Quantisierung: [q 1 = ln(uref/umin) 4,61 ]

Wortlange: Od(l/qnl) ~ 9) L
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7.2.8 Dithering AT

er Institut far Technologie

@ Voraussetzung fur die Erfullung des Quantisierungstheorems ist das
dynamische Durchlaufen mehrerer Quantisierungsstufen

W Beilangsam veranderlichen Signalen u(t) = const. ist die charakteristische
Funktion nicht bandbegrenzt, und es treten spektrale Uberlappungen auf

Nutzsignal u(t) (—), quantisiertes Signal uq(t) (--)

2k T T ol e -l - ——— o ——— ——
|
1,5¢ ' §
= |
I, e e e - ] ]
05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
"0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 t/s
Dithering

®m Dithering verhindert spektrale Uberlappungen durch die Multiplikation mit
einer bandbegrenzten charakteristischen Funktion

@ Idee: Addition eines mittelwertfreien Dithersignals zum Nutzsignal vor
der Quantisierung (— Multiplikation ihrer charakteristischen Funktionen)

@ Rekonstruktion des Nutzsignals nach d. Quantisierung durch TP-Filterung
® Dithering entspricht der ,Anti-Aliasing-Filterung” fur die Quantisierung
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7.2.8 Dithering A“(IT

Beispiel 7.11: Digitale Temperaturmessung
@ Eigenschaften des Dithersignals:

Dithersignal uqi¢n (%) Amplitudendichte fqith(u) Dyien (f)
20 T il : : : 1 FE S
025} - : 1 H
THHHHAH HHI : 087 |
0.2p - f o6l - |
S , iy 0,15f - - [~ 04l {
01t |- o § I
» ‘ 0,2 :
0,05f - - 0 ‘
2 — 0 ‘ -0,2
0 2 4 4 2 0 2 4 -2 0 2
t u/q fq
Sagezahnschwingung Char. Fkt. schmalbandig

@ Wahrscheinlichkeitsdichte und charakteristische Fkt. des Dithersignals:

1 _ 1 2 g
= = —2qg <u<2q sin(4m
faitn(u) = § Zumex 44 o | Dyin(f) = sin(dmef)
0 sonst dmqf
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7.2.8 Dithering T

................ fir Technologie

Betrage der charakteristischen Funktionen von Nutzsignal u(t),
quantisiertem Signal uq(t) und Dithersignal wdin(t)
1,5 ! ! ' ' ' ! !

@aien(H)l  [Ru, ()]
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7.2.8 Dithering AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

® Der Erwartungswert der Temperatur resultiert aus der Ableitung der
charakteristischen Funktion fur f = 0:

1 d®,, (f)
[E{Uq} = iom af |f—0}

deb(f

Betrige |5 =57 )| der gewichteten Ableitungen der charakteristischen Funktionen
! ! ! ! ! ! ! ! !

% -08 06 -04 02 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
f-a

Betrag der gewichteten Ableitung zur Bestimmung des Erwartungswertes fur

das kontinuierliche Signal (——), mit Dithering (——) und ohne Dithering (- - -).
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7.2.8 Dithering T
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Nutzsignal u(t) (- --), Nutzsignal u(t) + Dithersignal uqitn (t) (——)
4 T T T T T T

- S T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 t / S
Quantisierte Signale

T
T

1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 t/s
Nutzsignal u(t) (——), rekonstruiertes Nutzsignal (t) (---)
oF B T T )
1,50
=
1
T sTmm T m e ; ;
0,5 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 t/s B
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Karlsruher Institut fir Technologie

7.3 Analog-Digital-Umsetzer

7.3.1 A/D-Nachlaufumsetzer

7.3.2 A/D-Umsetzer mit sukzessiver Approximation
7.3.3 Integrierende A/D-Umsetzer

7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer

7.3.5 Ratiometrische Messung
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7.3 Analog-Digital-Umsetzer &‘(lT
A/D- und D/A-Umsetzer

Analog-Digital- und Digital-Analog-Umsetzer sind aul3erordentlich wichtige
Komponenten: Sie verbinden die analoge Welt der Messgrof3en, Sensoren
und Verstarker mit der digitalen Welt der Computer.

@ A/D-Umsetzer (ADU) machen aus analogen Signalen (i.d.R. elektrische
Spannungen) digitale Folgen:

u(t) —»{ ADU  f— Un

@ D/A-Umsetzer (DAU) Uberfuhren digitale Grof3en in analoge Spannungs-
oder Stromsignale:

Up ——p  DAU  — u(t)
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7.3.1 A/ID-Nachlaufumsetzer AT

Karlsruher Institut far Technologie

Zdhlrichtung

Vorwarts-Riuckwarts-Zahler 7
.—

Zahlfrequenz fy b 7

Digital-Analog-Umsetzer |=«——®

Uref
@ Digital-Analog-Umsetzunag:
gita alog-Umsetzung AU Uy
U A A
v o_ — 7 — max Uy | u
Uyref Zmax Uref
I Uy,
® Integrationszeitkonstante
des Zahlers:
T . Zmax . 2N |
) = _ =
fO fO > 1
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7.3.2 A/ID-Umsetzer mit sukzessiver Approximation ﬂ("'
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® Beidiesem ADU wird die Vergleichsspannung nicht in gleichen, sondern
in binar abgestuften Quantisierungsstufen erhoht. Die Bits des Zahlers
Z werden nacheinander probeweise auf 1 gesetzt (zuerst das MSB).

Beispiel 7.12: A/D-Umsetzung mit 6 Bit

A uv/umax

Steuerung

3/4 1
/ 1/2 """"" —LL """"""

D/A-Umsetzer

>t/T0
0 1 2 3 4 5 6 u
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7.3.3 Integrierende A/D-Umsetzer A\‘(IT

Zweirampen-A/D-Umsetzer (dual-slope A/D converter)

Q
6 -
Periodenende
L __Zdhlen
Periodendauerzihler Riicksetzen
Tref i Zahlfrequenz
_Zdhlen fo
Periodendauerzihler __Riicksetzen
T D
< )
Periodenendwert- |« Ubernahme
register Z
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7.3.3 Integrierende A/D-Umsetzer ‘(lT
a Ausgangsspannung
des Integrators: s __ 1 /
mt
RC
0

@ Am Ende des Referenzintervalls (¢t = Trer) erhalt man:

[U/int (Tref) - = ;}g m]

@ Da @ = 0, wird der Eingang des Integrators auf die Referenzspannung
—uret Umgeschaltet, bis die Ausgangsspannung null ist (s. Komparator):

T
Tref _ Tref _ T

1
in Tre M = = re - — 5~ Uref —
tint (Tret + 1) = = +R0/“ rdt = =35 0 go et =0
0

® Ubernahme des Zahlerwertes Z = T - f, in das Periodenendwertregister:

’L_L:T:T-f():Z ﬂ:uref'Z
Uref West e o f 0 Lret st

62 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leén — Messtechnik . Institut fir Industrielle
A Informationstechnik




7.3.3 Integrierende A/D-Umsetzer &‘(lT

Spannungsverlauf:
A Q
<« Toof > T >
> 7
A Uint
| : >
—ro u(?)
1
B0 Uref
Tre RC
—pau(t) fommmmmmmmm oo
AT fo
| /
: : >
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7.3.3 Integrierende A/D-Umsetzer ﬂ("'
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Eigenschaften des Zweirampen-ADU

+ hohere Genauigkeit als bei Momentanwertumsetzern (Einsatz bei
Digitalvoltmetern)

+ R und C beeinflussen das digitale Ergebnis nicht; lediglich die
Referenzspannung v, ist entscheidend

+ Fehler von Taktgenerator und Integrator gehen in Messergebnis nicht ein

+ Abtastung beschrankt sich nicht auf einzelne Werte der Eingangs-
spannung, sondern es wird eine zeitliche Mittelung durchgefuhrt

+ Optimum an Storsicherheit erreichbar, wenn Integrationszeit einer oder
mehreren Perioden der Storfrequenz entspricht (kein Netzbrummen!)

— wesentlich hdhere Umsetzungszeit als bei Momentanwertumsetzern

— Messzeit wird durch die Frequenz des Taktgenerators f, =1 / T;, und
durch die Zahlkapazitat des Zahlers Z . vorgegeben

— Integrationskondensator kann Nachwirkungen haben (Restladung)

— Schaltung nur fur Gleichspannungen mit positiver Polaritat geeignet
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer A\KIT

@ Delta-Sigma-Umsetzer (A->-Umsetzer) lassen sich einfach integrieren
und erlauben hohe Umsetzungsgenauigkeiten

@ Sie werden haufig in Systemen mit dynamischen Signalen eingesetzt
(Audio-Technik, Signalprozessoren), aber auch bei stationaren Signalen
in der Messtechnik

u(t) g(n) JLIULT T uqg(n)

—» Modulator »( Digitalfilter >

Ein A-2-Umsetzer besteht aus einem Modulator und einem Digitalfilter:

® Der Modulator erzeugt eine binare Impulsfolge ¢(n), wobei die Haufigkeit
der Impulse in ¢g(n) proportional zur Eingangsspannung u(t) ist

@ Das Digitalfilter setzt die Impulsfolge in einen digitalen Zahlenwert um,
der dem Eingangssignal entspricht
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer A\‘("'
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Grundidee des A-Z-Modulators:

@ Integralregelkreis, der die Spannungs-Zeit-Flachendifferenz e(t) von
Eingangssignal «(¢) und (zu modulierendem) Ausgangssignal ¢(¢) zu null

regelt:
u(t) ——= e(t)>‘ Tii (t)

T;
® Laplace-Transformierte des Fehlers: [E(s) =7 i | -U(s)]

. U/rnax
® Sprunghafte Anderung als Eingangssignal: [U(s) = ]

. . o o o Ti s _
= RK ist stationar genau: [tlggo e(t) = lim s E(s) = lim Tos g1 mex = 0]
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer ST

Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel Eingangssignal und Ausgangsimpulsfolge:
u(n) + e(n) ‘ T : I q(n)
> b 1 >
- —10

@ Eingangssignal:
Au(n)

1

O . . s . ' . . ' . . . 2 . » N
@ Ausgangsimpulsfolge:

4 d(n)
1
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer ST
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Zeitdiskrete Beschreibung:
B Getakteter Komparator hinter dem Integrierglied — 1-Bit-Quantisierung
@ Lineares Quantisierungsmodell: additives Quantisierungsrauschen n(n)

= = 1 1 t
W Zeitdiskretes Integrierglied [yn = yn_1+taen_1 o Gi(z) = —2 ]

(,Rechteckregel vorwarts®): 2 —1
G(2)
/ A N n(n)
u(n) + e(n) 1 ta + q(n)
- > V= >
— z—1 i +

= z-Ausgangsfunktion des A->-Modulators einschlieRlich der Storung:
_ G(2) 1
W =1rem VO trep M
. V. tA/Tl z—1
S v Ot oo Y
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer A\KIT

V'tA/Ti z—1
U N
w2 ARG R pre ey A

Q(z) =

@ Regelkreise kdnnen instabil werden — Stabilitatsbetrachtung
@ Stabilitatsbedingung fur zeitdiskrete Systeme:

el =V <1

t
== stabil fur: [O<V-%<2] <— CTi>V-tA/2)

® Fur T, =V -tp ergibt sich:

Q(z) =27 U(2) + (1= 27" N(2)
( )

m Mit z = "/ |assen sich die zugehdrigen Frequenzgange (Fiihrungs-
und Storubertragungsverhalten) berechnen
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer ﬂ("'
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A ‘271‘ ‘1 B zfl\ Amplitudengange des A-Z-Modulators 1. Ordnung

Q) ="' U(D) + (1 - =) N(2) )
2
27 = ’ejQWf/fA Stériibertragungsverhalten Q(z)/N(z)
1 - -
Flhrungsubertragungsverhalten Q(z)/U(z)
|1 =27 =2]sin(rf/fa)]
| | | | >
fa/M fa/8 fa/4 fa/2 f

@ Eingangssignal wird nicht gedampft, nur um 1 Abtastperiode verzdgert
® Quantisierungsrauschen wird hochpassgefiltert: ,,Rauschformung®

@ Nutzsignal kann anschliel3end durch TP-Filterung isoliert werden; fur
einen grofRen Storabstand muss allerdings f; < fa/2 gelten
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer A\KIT

Uberabtasten (oversampling): CfA =M fg) Cfg = fA/M)
@ SNR fiur einen A-Z-Modulator 1. Ordnung ist abhangig von M [PK12]:

P, 1
SNR = —2& ~
[ B 4 Sin2(7rfg/fA) ]

SNR|qp : : : : : : : :
= = 3.Ordnung . 7
120 F|vovo 2. Ordnung . g
1. Ordnung , ’
100 f- o 96 dB =16 Bit ¢¥
4
80 : . ,/ \
. ’ “““
60 60 dB =10 Bit ¢¥ et
,

4 8 16 32 64 128 256 512 M
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7.3.4 Delta-Sigma-Umsetzer ﬂ("'
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Aufgaben des Digitalfilters:

@ TP-Filterung zur Trennung von Nutzsignal und Quantisierungsrauschen
sowie Umsetzung der binaren Impulsfolge in eine digitale Zahl

@ Zum Einsatz kommen FIR-Filter hoher Ordnung N mit folgender Struktur:

N-—-1
1=0

@ Wahlt man alle Koeffizienten b; gleich, so ergibt sich als Sonderfall ein
einfaches Mittelwertfilter, das sich durch einen Zahler implementieren
|asst:

N-1

=0

@ Das Filter rekonstruiert den Erwartungswert des Eingangssignals

W Delta-Sigma-Umsetzer erreichen Auflosungen von bis zu 24 Bit; dazu
wird eine entsprechende Uberabtastung benotigt
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7.3.5 Ratiometrische Messung SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

@ Einfluss der Speisespannung u..t von Sensoren kann vielfach eliminiert
werden, wenn man dafur die Referenzspannung des ADUs verwendet

Au ADU :> Z

A AU AR 1 Uref
@ Zahlenwert: = =

Zmax Uref - 2R . (1 + %_g)

ausschlielBlich abhangig von den Widerstandsverhaltnissen
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7.4 Digital-Analog-Umsetzer

7.4.1 Parallele D/A-Umsetzer
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7.4.1 Parallele D/A-Umsetzer AT
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D/A-Umsetzer mit dyadisch gestuften Widerstanden

® Entsprechend den Leitwerten ergeben sich dyadisch gestufte Strome:

. Uyref
1 — Qf 2N—k:R

® Summation und i/u-Wandlung Uber invertierenden I/U-Verstarker

Uyef
(o

2R| | AR| | 8R 16R[

as az ai ao

D M M W

Nachteil: toleranzbedingt begrenzte Genauigkeit

Institut flr Industrielle
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7.4.1 Parallele D/A-Umsetzer ﬂ("'
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D/A-Umsetzer mit R/2R-Kettenleiternetzwerk

U
ref Knoten 1 Knoten 0
R UN—-1 R UN—-2 R U1 R Ug 2R
L: [} e I [} ' |

2R 2R 2R 2R

anN-—1 an—2 aj ao

T | —
lI; lI lLH “

@ Alternative mit hoherer Genauigkeit —
B Umsetzer besteht aus Widerstanden R und 2R

@ Stellenwertigkeit des Bits ist durch den Knotenpunkt vorgegeben, an
welchem das Digitalsignal in das Netzwerk eingespeist wird
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