Aufgabe 1: Kurvenanpassung (18 Punkte)

Sie beobachten mit einem Messgerit einen Golfball, der im Ursprung Ihres Koordinaten-
systems abgeschlagen wird. Die Flugbahn kann als ideal und ohne Reibungseinfliisse an-
genommen werden. Im Verlauf des Fluges erhalten Sie an drei Messpunkten einer festen
Weite die gemessene Hohe des Balls (Tabelle 1):

Tabelle 1: Messwerte.

Weite / m Hohe / m

2 8,9
5 17,4
15 7,7

a) Berechnen Sie eine mathematische Beschreibung fiir den Flugverlauf, wenn der Ball
exakt durch alle Messpunkte, sowie den Abschlagspunkt fliegt. (6 Punkte)

b) In welcher Entfernung zum Abschlagspunkt trifft der Ball dementsprechend wieder
auf den Boden? (1 Punkt)

c¢) Handelt es sich um fehlerfreie oder fehlerbehaftete Messwerte? Begriinden Sie Thre
Antwort. (1 Punkt)

d) Wie konnten Sie nun mittels eines Least-Square-Ansatzes die Flugbahn schitzen?
Beriicksichtigen Sie, dass der Abschlagspunkt sicher bekannt ist. Geben Sie die ge-
suchten Parameter sowie ihre Berechnungsvorschriften fiir die Parameter mit den
benotigten Matrizen an. Setzen Sie die benotigten Werte ein, ohne die Matrixmulti-
plikationen durchzufiihren. (4 Punkte)

e) Isteine errechnete Flugweite basierend auf dem Ansatz aus Aufgabe a) oder d) wahr-
scheinlicher? Begriinden Sie Thre Antwort. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgabe ist unabhdngig von den bisherigen.

Tabelle 2: Spline-Interpolation.

i y(ui)
—2,2 2
0 7
1 6

f) Berechnen Sie fiir die in der Tabelle 2 angegebenen Werte die Spline-Koeffizienten
fiir alle notigen kubischen Splines. Sie miissen die Koeffizienten nicht in den Polyno-
mansatz einsetzen und ausmultiplizieren. (5 Punkte)



Losung

a)

b)

)

d)

Da alle Messpunkte, inklusive dem Abschlagspunkt, exakt durchlaufen werden, wird
ein globales Interpolationspolynom gesucht. Dieses kann mittels des hier verwende-
ten Differenzenschemas des Newton-Verfahrens oder alternativ mit dem Lagrange-
Verfahren berechnet werden:

Ny=y by Ny Ay

0
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2 89 =
%7 300 %

5 17,4 g
o7 3900
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15 77

Der Newton-Ansatz bei 4 Stiitzstellen lautet:
INew (%) = a9+ a1 (x — xg) + ay(x — x) (x = x7)
+a3(x — xp) (x — x7) (x — x3)
= A%y + Aly(x — xo) + Ay (x — xp) (x — x7)
A%y (x — ) (x — ;) (x — %p).
Einsetzen der Werte aus dem Differenzenschema ergibt:
Tew (X) = 0,0021x° — 0,3377x% 45,1172x .

Da eine Nullstelle des Polynoms bei Null bekannt ist, handelt es sich bei dem gesuch-
ten Ergebnis um die ndchste Nullstelle des Polynom 2. Grades bei x = 16,8853.

Die Messungen miissen fehlerbehaftet sein, da die ideale Flugbahn durch eine Parabel
ohne Terme dritter Ordnung beschrieben werden wiirde.

Als Signalmodell wird fiir die Flugbahn ohne Reibung eine Parabel der Form y =

ax® +bx +c angenommen. Da zusitzlich sicher bekannt ist, dass die Flugbahn durch
den Ursprung (0;0) verlduft, ist der Parameter ¢ null. Somit miissen nur noch Para-
meter a und b aus den Messwerten geschétzt werden.

Das LS-Gleichungssystem lautet:

y=®-b
mit:

8,9

y=1| 174
7,7
2?2 2

®=| 52 5
15 15



e)

f)

Mit der Pseudoinversen berechnet man die Koeffizienten a und b:

()=o) ey

-1
4 25 225 42 4 25 225 89
—|\\l2 5 15 2 5 2 5 15 174 ] .
225 15 7,7

Die Flugweite aus Aufgabe d) ist wahrscheinlicher, da hier eine Mittelung tiber Mess-
werte durchgefiihrt wird.

Fiir die gegebenen Werte konnen das erste und zweite Segment s; und s; berechnet
werden. Mit den Eigenschaften y; = y5 = 0 vereinfacht sich das zu losende Glei-
chungssystem somit zu:

(2(hg+1) ) (yi ) = ( (2 =) — & (1 — va) ) :

Mit iy = 2,2 und hy = 1 lasst sich v} = —% bestimmen und sich die Koeffizienten
des ersten Segments berechnen:

" 1 135 225

/!
(Y —y )= 22 222 2304
W= g W) =55 T oes O
1
bo—iyg—O
1 hy, n 1 5 2,2 135 299
dy = yo =2

Das zweite Segment s; besitzt die Koeffizienten:

a; = 0,511
135
=
1
= E



Aufgabe 2: Messsysteme (16 Punkte)

Thnen ist die Kennlinie eines Messgeréts y(u) = %u3 — %uz + u gegeben. Das Gerit darf mit

Signalen mit Amplituden im Bereich [—2;2] beschaltet werden. Ihr Messproblem erfordert
eine betragsmiflige maximale ,Kriimmung” (gemeint ist die 2. Ableitung) der Kennlinie
von 1.

a) Geben Sie den maximal geeigneten Messbereich an, skizzieren Sie die Kennlinie im
Eingangsbereich und zeichnen Sie den geeigneten Bereich ein.

(4 Punkte)

b) Entspricht dieser Bereich dem im Sinne der Vorlesung giinstigsten Messbereich glei-
cher Breite?

(2 Punkte)

¢) Worin unterscheiden sich beide Kriterien und unter welchen Bedingungen sind sie
fiir den Fall einer Kennlinie dritten Grades gleich?

(3 Punkte)

Q\[—=

fu(u)

Abbildung 1: Amplitudendichte.

Ihr Messproblem fiihrt zu Werten entsprechend der Amplitudendichte in Abbildung 1, und
Ihnen stehen nun zusétzlich zwei Verstérker fiir Ihre Messaufgabe zur Verfiigung.

d) Mit welcher Methode kombinieren Sie nun die von Ihnen getroffene Wahl des Mess-
bereichs? (1 Punkt)

e) Geben Sie die Verstarkungsfaktoren der beiden Verstirker an. Hinweis: Sie konnen
Signaloffsets beliebig einstellen. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhéngig von den bisherigen.
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Gegeben sei ein Messergebnis y, welches sich mit Hilfe der fehlerbehafteten Einzelmess-
grofien x,, x, und x5 berechnen lésst:

1
2 3
y(x) = y(xq,%0,%3) =4 +x] + 3%~ %

Die Messfehler Ax; = x; — x;9, i € {1,2,3}, seien rein zufillig und betragsmifig klein.

Auflerdem seien die zugehorigen Varianzen of , (722 und 0§ bekannt.

f) Berechnen Sie die Varianz (75 des Messergebnisses y in Abhédngigkeit der Korrelati-
onskoeffizienten der Einzelmessgrofien. (3 Punkte)

g) Berechnen Sie die Varianz 032, des Messergebnisses y fiir den Fall, dass x; und x, starr
gebunden sind. x5 sei dabei unkorreliert zu den anderen Messgrofien. (1 Punkt)



Losung

a) Um den geeigneten Messbereich zu finden, wird die Kriimmung herangezogen und
somit die zweite Ableitung bendtigt:
6, 2

/ - —_— _——
y(u)—su 5u—|—1

//(u) — 21/[ o g

Y 5975

Zur Erfiillung der Anforderung muss |y ()| < 1 gelten. Dies ist zwischen u > —1
und u < % der Fall. Dieser Bereich stellt somit den maximalen Messbereich dar. Als
Hilfe fiir die Skizze L1 lasst sich ein Punkt uyp mit y” (uyp) = 0 bei v (uyp) # 0

und somit ein Wendepunkt bei uyp = % finden und somit die Kennlinie in blau
einzeichnen.
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Abbildung L1: Kennlinie mit geeignetem Eingangsbereich. Zusétzlich sind noch die Stei-
gung und die Kriimmung eingezeichnet.

b) Aus der vorherigen Aufgabe ist ersichtlich, dass die Kennlinie einen Wendepunkt
besitzt und somit das Kriterium 1 fiir den giinstigsten Messbereich verwendet werden
kann. Der vergleichbare Bereich mit der Grof3e d berechnet sich aus den Grenzen des

vorherigen Bereichs zu d = % — (—%‘) = %. Somit ergibt sich fiir den Anfang des

giinstigsten Messbereichs 1, mit dem Kriterium S(u,) = S(u, +d) mit S(u) = v/ (u)
der Messbereich:

Dieser entspricht exakt dem Messbereich der vorherigen Teilaufgabe.
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)

d)

e)

f)

8)

Wiéhrend bei dem allgemeinen Kriterium 1 die quadratische Abweichung zwischen
idealer/konstanter Steigung und tatsdchlicher Steigung minimiert wird, werden in
dem hier genannten Kriterium Bereiche mit moglichst kleiner Kriimmung gesucht.
Handelt es sich bei der Kennlinienfunktion um eine Funktion dritten Grades, sind
sowohl Steigung als auch Kriimmung im Wendepunkt null und um den Wendepunkt,
wie in Abbildung L1 gezeigt, symmetrisch, so dass auch ein giinstigster Messbereich
symmetrisch um den Wendepunkt liegt. Somit liefern fiir diesen Fall beide Kriterien
das gleiche Ergebnis, wenn gleich grofse Bereiche gefordert sind und der Wendepunkt
im betrachteten Bereich liegt.

Mit der Methode ,,Herabsetzen des Messbereichs”.

Unter der Nebenbedingung V; -V, = 1 muss der Signalpegel auf den gewd&hlten
Messbereich angepasst werden. Aus Abbildung 1 kann abgelesen werden, dass sich
mogliche Signale im Bereich von —3 bis 3 befinden. Somit ergeben sich die Verstéar-
kungen zu:

V. — Ausgangsbereich g _ 5
1™ Eingangsbereich ~ 6 ~ 36
V. — Eingangsbereich _ 6 _ 36
2~ Ausgangsbereich 25

Zunachst werden die partiellen Ableitungen gebildet:

dy

a—Xl = 2X1
9y _ 2
aXZ 2
9y
aX3 '

Nun kann die resultierende Varianz berechnet werden:
2 2 2., 4 2 2 2
oy = 4x7907 + X003 + 05 + 4x10X500109017 — 4X1001 03015 — 2X30020303
Durch die Angabe kann auf die jeweiligen p;; geschlossen werden: p;, = 1. Alle

anderen Korrelationskoeffizienten sind null:

2,2 2 4 2 2
0y = 4x{g07 + X003 + 03 + 4193010



Aufgabe 3: Statistik, Stochastische Signale (18 Punkte)

Sie benutzen einen Laserscanner zur Objektdetektion. Dieser liefert Ihnen Objektpositio-
nen in polaren Koordinaten, also mit Winkel ¢ und Abstand r. Die Messungen sind mit
mittelwertfreien stochastischen Fehlern behaftet. Der Winkelfehler ist hierbei gleichverteilt
und die Abstandsmessfehler normalverteilt. Zusétzlich ist Ihnen die Kovarianzmatrix M,
mit den Werten fiir die Varianzen auf der Diagonalen und den Werten fiir die Kovarianz
auf der Gegendiagonalen gegeben:

a)

b)

)

d)

e)

2
M, = 0,0076 rad 0 ..
0 0,01 m

Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir Winkel- und Abstandsfehler an.
(3 Punkte)

Tabelle 3: Haufigkeiten der Abstandsmessungen.

Messwert / m  Haufigkeit

29,7 2
29,8 8
29,9 20
30,0 30
30,1 27
30,2 10
30,3 3

Sie sind nun nur an der Abstandsmessung interessiert. In 100 unabhédngigen Mes-
sungen erhalten Sie die Haufigkeiten der Messergebnisse in Tabelle 3. Bis zu welcher
statistischen Sicherheit kann es sich nach dem Signifikanztest um die Messungen ei-
nes unbewegten Objekts in 30 m Entfernung entsprechend den oben angenommenen
Messunsicherheiten handeln? (6 Punkte)

Fiir welche Objektbewegungen wihrend der Messung waren die Aussagen aus der
vorherigen Teilaufgabe weiterhin giiltig? (1 Punkt)

Durch welches aus der Vorlesung bekannte Vorgehen konnten Sie die Abschidtzungen
tiir die Kovarianzmatrix in karthesischen Koordinaten erhalten? (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhédngig von den bisherigen.

Ihnen ist die Verbunddichte nach Abbildung 2 gegeben mit einem von null verschie-
denen, konstanten Wert im grauen Bereich. Geben Sie eine mathematische Beschrei-
bung sowohl fiir die Verbunddichte f, (x,y) als auch fiir die Marginaldichte f, (x)
an. (4 Punkte)



Abbildung 2: Verbunddichte f,,(x,y).

f) Besitzen die in Abbildung 2 dargestellten Zufallsgrofien x und y einen positiven oder
einen negativen Korrelationskoeffizienten? Begriinden Sie Thre Antwort.

(1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe ist unabhédngig von den bisherigen.

g) Ordnen Sie folgenden Zusammenhidngen A — D die entsprechenden Korrelationsko-
effizienten {p; = —0,9}, {p, = 0,01}, {p3 = —1}, {ps = 0,7} zu.
A {Gewicht, Groe}
B :{Pinktlichkeit, Ankunftszeit}
C :{zurtickgelegte Strecke, Treibstoff im Tank}
D :{vergangene Bearbeitungszeit, verbleibende Bearbeitungszeit} .

(2 Punkte)



Losung

a) Aus der Aufgabenstellung sind Art der Verteilung, Mittelwertfreiheit und Varianz
gegeben. Sowohl Gleichverteilung als auch Normalverteilung sind somit vollstandig
beschrieben. Aus der Varianz der Gleichverteilung kann auf ihre Breite geschlossen
werden und somit folgt:

2 _ 1
12

= b= %\/1202 = %J 12-0,0076 rad” = 0,1510rad

% (b—a)?

£o($) =U(—b,b) = {zl_b fiir @] < b} — (3,3113 fiir |¢] < 0,1510rad}

Die Parameter der Normalverteilung konnen direkt abgelesen werden:

1 r?
fo(r) = N(0;0,01m*) = —————exp <__>

2
\/0,01m*27 2-001m

b) Um den Signifikanztest durchzufiihren, miissen zuerst alle Voraussetzungen gepriift
werden. Hier sind die Voraussetzungen der Unabhingigkeit der Messwerte und der
Normalverteilung der Grundgesamtheit mit Mittelwert 30 m gegeben.

Der Stichprobenmittelwert 1 ldsst sich berechnen zu:

297m-2+4298m-8+4299m-20

100
n 30m-30+30,1m-27+302m-10+30,3m -3

100

T =

=30,014m.

Die Nullhypothese lautet:

Die Priifgrofie wird in diesem Fall mit bekannter Standardabweichung berechnet:

o~ ’I‘—"Lloy\/E: |3O,014m—30m|\/m:1,4zc

\/2 /0,01 m’*

Die gesuchte statistische Sicherheit ergibt sich somit zu:

P(c) = P(1,4) = 83,8487 %.

c) Fiir beliebige Kreisbewegungen mit konstantem Radius um den Sensor behalten die
Aussagen ihre Giiltigkeit.
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d)

e)

f)

g)

Fiir eine Abschidtzung kann das Gauf$’sche Fehlerfortpflanzungsgesetz herangezogen
werden.

Da die Verbunddichte eine giiltige Wahrscheinlichkeitsdichte sein muss und somit
nach Integration eins ergeben muss, ist ihr Funktionswert innerhalb des Definitions-
bereichs der inverse Flacheninhalt und somit ein Drittel:

1 o 0<x<1und0<y<2

5, fur

37 l<x<2und0<y< —2x+4
0, sonst

fay(y) = {

Die Dichte f,(x) errechnet sich tiber Marginalisierung:

fx(x) = / o:o fry(x,y) dy

_{fozldy:%fﬂrogxgl

O_%XH%dy:%'(—2x+4):_%x+%fur1<x§2

Abbildung 2 besitzt einen negativen Korrelationskoeffizienten, da fiir hohe x-Werte
die Wahrscheinlichkeit hoher y-Werte abnimmt.

A py
B :p,
C:p
D :p5.
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Aufgabe 4: Quantisierung, Abtastung, LTI-Systeme (15 Punkte)

Abbildung 3: Kontinuierliches und quantisiertes Signal.

TIhnen ist das Signal x(t) aus Abbildung 3 gegeben zusammen mit dem quantisierten Signal
xq(t), das mit einem Quantisierer mit einem Eingangsbereich von —1 bis 1 erzielt wurde.

a)

b)

)

d)

e)

f)

8)

h)

Wie lautet die notige Bitanzahl fiir diesen Quantisierer? (1 Punkt)

Skizzieren Sie die entsprechende Quantisierungskennlinie. Achten Sie dabei auf eine
korrekte Achsenbeschriftung. (2 Punkte)

Skizzieren Sie die Amplitudendichte des kontinuierlichen Signals. Gehen Sie davon
aus, dass das Signal periodisch fortgesetzt wird. (2 Punkte)

Erweitern Sie die Skizze aus der vorherigen Teilaufgabe um die Amplitudendichte
des quantisierten Signals. Gehen Sie wieder davon aus, dass das Signal periodisch
fortgesetzt wird. Zeichnen Sie zusétzlich den Bereich der Flichenabtastung fiir einen
Abtastwert ein. (3 Punkte)

Erkldren Sie anhand der charakteristischen Funktion des gegebenen Signals, warum
das Quantisierungstheorem hier nicht exakt erfiillt werden kann. (1 Punkt)

Welches der gegebenen bzw. skizzierten Signale kann nach einer vorgenommenen
Quantisierung unter approximativer Einhaltung des Quantisierungstheorems rekon-
struiert werden? (1 Punkt)

Geben Sie das durch die Quantisierung bestimmte SNR in dB an. (1 Punkt)

Sind die Quantisierungsstufen optimal verteilt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
(1 Punkt)
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhédngig von den bisherigen.

i) Wodurch entstehen Jitter-Fehler? (1 Punkt)

j) Worin unterscheiden sich Frequenzmessung und Periodendauermessung und wann
sollte welches Verfahren bevorzugt werden? (2 Punkte)

13



Losung

a)

b)

)

d)

e)

f)

8)

h)

i)
j

Die vier Stufen des quantisierten Signals werden durch einen 2-Bit-Quantisierer er-
zeugt.

Die Kennlinie des Quantisierers ist in Abbildung L2 zu sehen.

075 e .

025/ - :

—025| e .

-0,75

Abbildung L2: Kennlinie des Quantisierers.

Die Amplitudendichte des kontinuierlichen Signals ist in Abbildung L3 als durchge-
zogene Linie zu sehen.

Die Amplitudendichte des quantisierten Signals ist in Abbildung L3 als gestrichelte
Linie zu sehen. Die Bereiche der Flichenabtastung sind gepunktet gekennzeichnet
und exemplarisch ist ein Bereich grau hinterlegt.

Da die charakteristische Funktion in diesem Fall eine Sinc-Funktion ist, ist bei Fla-
chenabtastung eine iiberlappungsfreie spektrale Darstellung nicht moglich.

Die Amplitudendichte aus Aufgabenteil c) ist unter Einhaltung des Quantisierungs-
theorems rekonstruierbar.

Das SNR fiir gleichverteilte Amplituden bei einem 2-Bit-Quantisierer berechnet sich
zu:

SNR = 22N = 162 12,04 dB.

Da alle Stufen gleichwahrscheinlich sind, handelt es sich um eine optimale Quanti-
sierung.

Jitterfehler entstehen durch zeitliche Abweichungen vom idealen Abtastzeitpunkt.

Wihrend die Frequenzmessung zeitsynchron erfolgt, verlduft die Periodendauermes-
sung winkelsynchron. Bei hohen Drehzahlen ist daher die Frequenzmessung zu be-
vorzugen, wiahrend die Periodendauermessungen fiir niedrigere Drehzahlen geeig-
neter ist.
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Abbildung L3: Amplitudendichten.
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