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Aufgabe 1: Messsysteme, Kurvenanpassung (14 Punkte)
a) Nennen Sie ein Beispiel fiir eine Intervallskala. (1 Punkt)

b) Was ist der Hauptunterschied zwischen Nominal- und Ordinalskala? (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Fiir ein Messgerat wurden, abhingig von der Messgrofie u, die Messwerte y(u) laut Tabelle 1
fehlerfrei aufgezeichnet.

Tabelle 1: Aufgezeichnete Messwerte.

01 2 4
y(u) 3 5 1 -1

¢) Interpolieren Sie die Messwerte aus Tabelle 1 mittels Newton-Verfahren. Geben Sie das
Ergebnis auch in ausmultiplizierter Form an. (4 Punkte)

d) Bestimmen Sie den fehlenden Messwert fiir u = 3. (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie haben die 4x4 Pixelgrafik g(i, j) laut Tabelle 2 gegeben. Die Grafik ist im Wertebereich
[0; 255] mit 8 bit quantisiert.

Tabelle 2: Gegebene Pixelgrafik ¢(3, j).

J
0 1 2 3
50 200 175 200
0 110 115 30

25 15 50 25
15 95 90 20

WIN=O

e) Berechnen Sie den Wert ¢(2, 1) mittels Nachster-Nachbar-Interpolation. (1 Punkt)
f) Berechnen Sie den Wert (2, 1) mittels bilinearer Interpolation. Die Angabe in Bruch-
form ist hier ausreichend. (2 Punkte)

g) Skalieren Sie die Grafik g auf eine Grofie von 3 x 3 mittels bilinearer Interpolation. Die
Stiitzstellen liegen dabei immer zentral zwischen vier benachbarten Pixeln. Behalten
Sie die Quantisierung der Grafik bei. (4 Punkte)
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Losung
a) Ein Beispiel ist die Grad-Celsius-Temperaturskala. (3: 1 Punkt)

b) Zusitzlich zu den Eigenschaften der Nominalskala weist die Ordinalskala eine natiir-
liche Rangordnung der Merkmalsauspragungen auf. (3: 1 Punkt)

¢) Differenzschema des Newton-Verfahrens fiir nicht konstanten Stiitzstellenabstand:

u oy Ay A’y Ay
3
2
1 5 -3
4 1
2 1 1
1
4 -1

Der Newton-Ansatz bei 4 Stiitzstellen lautet:

Un(u) = ag + ay(u —ug) + as(u — ug)(u —uy) + az(u — ug)(u — uy)(u —uy) (L)
= A% Ay — 1)+ A%y (o) (o — 1) + A%y — ) (ot — 1)1 — ).

Einsetzen der Werte aus dem Differenzenschema ergibt:

In(u) =34+2(u—0)—=3(u—0)(u—1)+ (u—0)(u—1)(u—2)
=3+ Tu—6u* +u’. (L2)

(X: 4 Punkte)

d) Fiir u = 3 folgt gx(u = 3) = —3. (32: 1 Punkt)

e) Der gesuchte Wert bei Nachster-Nachbar-Interpolation lautet:

31
9(17 g) = 9(170) =0. (L3)
(3: 1 Punkt)

f) Der gesuchte Wert bei bilinearer Interpolation lautet:

o(35) =1 (o0 + a0.0) +3 (21004 3o10)
:1(2-50+3-200) +§<2-0+1-110>
4\ 3 3 4\ 3 3
_ 1004200+ 330 315 105
B 12 6 2

(L4)

(X: 2 Punkte)
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g) Die bilineare Interpolation zentral zwischen den Stiitzstellen entspricht einer Mittel-
wertbildung der vier benachbarten Stiitzstellenwerte. Das Ergebnis wird aufgrund der
Quantisierung auf eine ganze Zahl abgerundet. Es ergibt sich die skalierte Grafik nach
Tabelle L1.

Tabelle L1: Skalierte Pixelgrafik.

i J
0 1 2
0 90 150 130
1 37 72 55
2 37 62 46

(X: 4 Punkte)
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Aufgabe 2: Messsysteme (16 Punkte)

Sie haben die Messkennlinie

1 9
y(u) = §u3 - §u2 +13u+1

eines Fixpunkt-justierten Messsystems im Messbereich [u,; u,] = [0; 2] gegeben.

a) Untersuchen Sie den Kennlinie im Messbereich auf Monotonie. (3 Punkte)
b) Bestimmen Sie den Anzeigebereich der Kennlinie. (1 Punkt)
¢) Bestimmen Sie die ideale Kennlinie y;(u). (2 Punkte)

d) Bestimmen Sie den relativen Kennlinienfehler bezogen auf die Anzeigespanne.
(2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie mochten eine Spannung u mithilfe der Differenzmethode mittels zweier gleichartiger
Messsysteme y um den Arbeitspunkt v, messen. Sie wollen die Differenzkennlinie

Yp(u) = y(up + Au) — y(ug — Au)

mit Au = u — uq erhalten. Hierzu stehen Thnen die Blocke nach Abbildung 1 zur Verfiigung.

Messsysteme Gleichspannungsquelle
u() u() 2ug
Addition Invertierung

&) @ -1 -1

Abbildung 1: Zur Verfiigung stehende Blocke.

e) Verschalten Sie die gegebenen Blocke so, dass Sie die Kennlinie yp(u) erhalten. Be-
griinden Sie Ihre Losung durch eine kurze Rechnung. (3 Punkte)

Die Aufgaben werden auf der nachsten Seite fortgesetzt.
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f)

h)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Nennen Sie 3 Methoden, um die Kennlinie eines Messsystems zu linearisieren.
(3 Punkte)

Nennen Sie eine Methode, mit der sich superponierende Storgrofien einer Kennlinie
unterdriicken lassen. (1 Punkt)

Nennen Sie eine Methode, mit der sich deformierende Storgrofien einer Kennlinie un-
terdriicken lassen. (1 Punkt)
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Losung

a)

b)
)

d)

e)

Die Empfindlichkeit der Kennlinie ist
3 o
S(u) = QU — u + 13 (L5)

mit den Nullstellen

0:S(u):gu2—9u—|—13 = u1/2:3i\/?§. (L6)

Diese Nullstellen liegen aufSerhalb des Messbereichs. Die Kennlinie hat im Messbe-
reich also weder Extrema noch einen Wendepunkt und ist daher streng monoton.
(X: 3 Punkte)

Der Anzeigebereich ergibt sich zu [y,; v.| = [y(u.); y(u.)] = [1;13]. (32: 1 Punkt)
Die ideale Empfindlichkeit berechnet sich zu

13-1

Ye — Ya
S = _
U —uy, 2

6. (L7)

Die ideale Kennlinie ist demnach gegeben durch
yi(u) = Si(u —u,) +y, =6u+1. (L8)
(3: 2 Punkte)

Mithilfe der idealen Kennlinie bestimmen wir

3 2
y) —y(w) _gu" —gu +Butl-6u—1 1, 3 7 (L9)

F = =
() yi(u) — ya 6u 12 47 6

(23: 2 Punkte)
Mit Au = u — u, folgt
yp(u) = y(ug+Au)—y(ug—Au) = y(ug+u—ue) —y(ug—u+tug) = y(u)—y(2ue—u) . (L10)

Die gegebenen Blocke werden also laut Abbildung L1 verschaltet, um die gewtiinschte

Kennlinie zu erhalten. (X: 3 Punkte)
y(u)
~1 P—— yp(u)
I _
y(2ug — u)
2uy :@ > y() - —1

Abbildung L1: Verschaltung der gegebenen Blocke zur Differenzkennlinie.
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f) Wahle 3 aus:

e Herabsetzen des Messbereichs
e Hintereinanderschalten zweier nichtlinearer Glieder
e Wahl des giinstigen Messbereichs
e Differenzmethode
e Gegenkopplung
(X: 3 Punkte)

g) Superponierende Storgrofien lassen sich mit der Differenzmethode unterdriicken.
(3: 1 Punkt)

h) Deformierende Storgrofsen lassen sich durch Gegenkopplung unterdriicken.
(3: 1 Punkt)
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Aufgabe 3: Statistik, Stochastische Signale, LTI-Systeme (18 Punkte)

Sie wollen die Piinktlichkeit von Bussen an einer Haltestelle untersuchen. Hierzu wiahlen Sie
die Zufallsgrofle x, welche die Abweichung des Abfahrtszeitpunktes vom fahrplanméfigen
Zeitpunkt bezeichnet. Sie haben fiir N = 11 unabhdngige Busfahrten die Stichprobenwerte
z; laut Tabelle 3 gemessen. Sie nehmen an, dass x normalverteilt sei.

Tabelle 3: Stichprobenwerte der Abweichung des Abfahrtszeitpunktes vom Fahrplan.

1 0 1
r;inmin 1 -3

4 5 6 7 8 9 10

2 3
4 7 -2 13 2 -1 -5 5 1

a) Berechnen Sie den Stichprobenmittelwert x und die Stichprobenvarianz s2. (2 Punkte)

b) Wie verandert sich die Varianz o des Stichprobenmittelwertes bei wachsendem Stich-
probenumfang N? Welche Eigenschaft des Stichprobenmittelwertes spiegelt sich in
diesem Verhalten wider? (2 Punkte)

¢) Berechnen Sie die Unsicherheit u; des Stichprobenmittelwerts mit einer statistischen
Sicherheit von 90 %. (3 Punkte)
Hinweis: Verwenden Sie die Ndherung /26/11 ~ 1,5.

d) Berechnen Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass der Bus die Haltestelle
vor der geplanten Abfahrtszeit verldsst. (3 Punkte)
Hinweis: Verwenden Sie die Naherung /26 = 5.

Hinweis: Thnen stehen fiir die Berechnungen die Werte aus Tabelle 4 und Tabelle 5 zur
Verfligung.

Tabelle 4: Ausgewidhlte Werte der Verteilungsfunktion F,(z) einer standardnormalverteilten
Zufallsgrofe z ~ N (0, 1).

z 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10 15 20
F,(z) 05 054 058 062 066 069 073 076 0,79 082 084 093 097

Tabelle 5: Ausgewdhlte Werte der Wahrscheinlichkeit P,(c) = P(|t| < ¢) einer t-verteilten
Zufallsgrofle t mit n Freiheitsgraden.

c  Pylc) Pule) Pl

1,5 0,8355 10,8382 0,8405
1,6 08593 0,8621 0,8644
1,7 0,8800 0,8828 0,8851
1,8 0,8979 0,9007 0,9030
1,9 09134 09161 0,9183
2,0 09266 0,9292 0,9313

Die Aufgaben werden auf der nichsten Seite fortgesetzt.
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie haben das System laut Abbildung 2 mit unbekannter Impulsantwort ¢(¢) gegeben. Hier-
bei bezeichnet x(t) einen ergodischen stochastischen Prozess mit Autoleistungsdichtespek-
trum Sy, (f) = @ mita > 0.

0N (O N 10

Abbildung 2: Modell des gegebenen Systems.

e) Welche Anforderungen stellen Sie an n(t), damit

S??(f) = SYY(f) + Snn(f)

in jedem Fall erfiillt ist? (2 Punkte)

Nehmen Sie an, die Anforderungen aus e) seien erfiillt und n(¢) habe das Autoleistungs-
dichtespektrum

Sul(f) = [1+ (2nf/a)*] .
Am Ausgang messen Sie die Autokorrelationsfunktion
reg(1) = ae .
f) Berechnen Sie Sy;(f). (3 Punkte)
g) Berechnen Sie das Betragsquadrat |G(f)|* der Ubertragungsfunktion. (2 Punkte)

h) Was miissten Sie messen, um auch die Phase der Ubertragungsfunktion bestimmen zu
konnen? (1 Punkt)
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Losung
a) Der Stichprobenmittelwert ergibt sich mit den gegebenen Werten zu
| NVl
}E:NZXizmnin. (L11)

Die Stichprobenvarianz berechnet sich bei geschédtztem Mittelwert fiir unabhidngige
Zufallsgrofien zu

N-1
1
S =T ;(xi —%)* = 26 min®. (L12)

(X: 2 Punkte)

b) Die Varianz o; des Stichprobenmittelwertes ist proportional zu 1/N, nimmt also bei
wachsendem Stichprobenumfang ab. Fiir N — oo geht die Varianz gegen null. Da
der Stichprobenmittelwert erwartungstreu ist, ist der Stichprobenmittelwert also ein

konsistenter Schatzer des wahren Mittelwerts /.. (X: 2 Punkte)
¢) Gesucht ist die Messunsicherheit u; =c-0; = ¢+ \}'—}‘v, so dass
P (it — g < % < iy +1u5) = 0.9 (L13)

mit dem wahren Mittelwert y, gilt. Da die tatsichliche Varianz o, unbekannt sind,
verwenden wir den bereits berechneten Schiatzwert. Die Transformation

o X — Hx
i (L14)

ergibt eine t-verteilte Zufallsgroie mit n = N — 1 Freiheitsgraden, da x normalverteilt
ist. Aquivalent zu (L13) suchen wir also den Wert ¢, fiir den gilt

Py(c)=P(|t| <¢)=0.9. (L15)

Aus der gegebenen Tabelle 5 lesen wir fiir n = N — 1 = 10 den Wert ¢ = 1,8 fiir eine
Konfidenz von 90 % ab. Die Messunsicherheit ergibt sich mit dem zuvor berechneten
Stichprobenmittelwert zu

uz ~ c-\/s2/N
:1,84/%111111
11

~ 1,8+ 1,5min = 2,7 min . (L16)
(X: 3 Punkte)

d) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P (x < 0). Die Transformation

I (L17)

Ox
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e)

f)

8)

h)

fithrt auf eine Standardnormalverteilung. Mit den zuvor geschitzten Werten berech-
nen wir

P(x<0)=P(ogz+ py <0)
= P(z < —ix/0%)
~ P(z < —2/V/26)
~ P(z<—-04)

=1-P(z<04)=1-0,66=0,34, (L18)

wobei der Wert P(z < 0,4) = F,(0,4) aus Tabelle 4 abgelesen werden kann. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Bus die Haltestelle vor der planméfiigen Abfahrtszeit verlasst,
betragt demnach etwa 34 %. (3: 3 Punkte)

Es miissen y(¢) bzw. x(t) und n(¢) unkorreliert sein. Dariiber hinaus muss n(¢) mittel-
wertfrei sein, da der Mittelwert von y(¢) nicht bekannt ist und ungleich null sein kann.
(3: 2 Punkte)

Das Autoleistungsdichtespektrum ergibt sich aus der Fouriertransformierten der Au-
tokorrelationsfunktion

Sy5(f) :/_ 7’3737(7')8_27rjf7 dr

o0

0.)
_ —omi
:a/ S e E P
— 0

r ro 0
—q / eT(a—27rJf) dr + / e—T(a+27TJf) dT‘|
LJ —oo 0

[ ra-2min) |° r(atomin) |
a—27jf 700_ a+2mjf .
. 1 L1 }
la—27jf a4 27mf
2¢> 2
a* +©2nf)? 14 ©2nf/a)

(L19)

(33: 3 Punkte)
Es gilt

Mit den gegebenen Werten finden wir

i = 2t )

_ L1 GRS (L21)
a” |1+ (2nf/a)” 14 (2nf/a) a”+ (27 f)

(X: 2 Punkte)

Um auch die Phase (und somit G(f) vollstindig) bestimmen zu konnen, kann hier
das Kreuzleistungsdichtespektrum Sy, bestimmt werden. Die Ubertragungsfunktion
bestimmt sich dann tiber

Syx = G(f)sxx . (L22)
(X: 1 Punkt)
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Aufgabe 4: Digitalisierung (18 Punkte)
a) Was ist der Leckeffekt und wie kann man ihn reduzieren? (2 Punkte)

b) Was muss fiir Signale gelten, die als Dither-Signal geeignet sind? Nennen Sie ein Bei-
spiel. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie haben ein Signal x(¢) mit Mittelwert y, und Varianz o2 gegeben. Das Signal wird mittels
eines Quantisierers mit Quantisierungsstufen der Breite ¢ quantisiert.

c¢) Welche Voraussetzung muss erfiillt sein, damit das lineare Quantisierungsmodell an-
gewandt werden kann? (1 Punkt)

d) Unter Annahme, dass die in ¢) genannte Voraussetzung fiir x(t) erfiillt sei, berechnen
Sie den Mittelwert und die Varianz des quantisierten Signals x(t). (3 Punkte)

e) Erkldren Sie, wie Sie mit Hilfe der Berechnung aus d) die Breite der Quantisierungs-
stufen eines unbekannten, dquidistant quantisierenden Quantisierers in der Praxis be-
stimmen konnen. (3 Punkte)

Der Quantisierer quantisiere Werte im Bereich 2V mit ¢ = 0,25 V.

f) Bestimmen Sie die Auflosung des Quantisierers in Bit. (1 Punkt)

g) Bestimmen Sie das SNR in dB in Folge der Quantisierung unter der Annahme, dass
x(t) Sinus-formig ist. (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie mochten ein mit f, = 20 kHz bandbegrenztes Musiksignal digitalisieren. Das Signal be-
sitze eine gleichverteilte Amplitudendichte.

h) Welche Abtastfrequenz f, wahlen Sie? Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)
Sie fordern nun fiir die gesamte A /D-Umsetzung ein SNR von 54 dB.

i) Welche Anforderungen miissen Sie an die Auflosung N des Quantisierers stellen, um
das gewiinschte SNR zu erreichen? (1 Punkt)

j) Welche Anforderungen ergeben sich an die zeitliche Genauigkeit der Abtastung, wenn
der durch Jitter entstehende Fehler hochstens so grofs wie das Quantisierungsrauschen
sein soll? Berechnen Sie dazu den maximalen Abtastzeitfehler 7,,,.. Der Abtastzeitfeh-
ler sei im Interval [—T,.y; Timax] gleichverteilt.

Hinweis: Sie miissen den exakten Wert nicht berechnen. Geben Sie das Ergebnis nach
Einsetzen der Werte in Bruchform an. (3 Punkte)
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Losung

a)

b)

)
d)

e)

f)

h)
i)

Der Leckeffekt bezeichnet den Fehler (bzw. das Auftreten unerwiinschter Frequen-
zen), welcher infolge der Verwendung eines zeitlich begrenzten Beobachtungsfensters
entsteht. Der Leckeffekt ldsst sich durch Anwenden angepasster Fensterfunktionen
(z. B. Hann-Fenster, Gauf3-Fenster o. A.) reduzieren. (X: 2 Punkte)

Geeignet sind Signale, deren charakteristische Funktion (ndherungsweise) bandbe-
grenzt ist. Beispielsweise sind Sagezahn-Signale oder Gaufssches weifses Rauschen ge-
eignet. (3: 2 Punkte)

Das Quantisierungstheorem muss erfiillt sein. (3: 1 Punkt)

Ist das Quantisierungstheorem erfiillt, kann das lineare Quantisierungsmodell ver-
wendet werden. Es gilt also

x4(t) = x(t) + eq(t), (L23)

wobei ey(t) ~ U(0,¢) mit p, = 0 und azq = ¢*/12. Damit folgt

i, = B{x, (1)} = B{x(t) + e (1)} = E{x()} = s, (L24)
und

o +pe =E{xi(t)} =E{x*()} + E{e}(t)} = 0% + i + 05+ pte,

= oi =oi+ f—; , (L25)
da x und e, stochastisch unabhingig sind. (3: 3 Punkte)

Mithilfe eines Signalgenerators wird ein Signal mit bekanntem Mittelwert und Vari-
anz, beispielsweise ein mittelwertfreies Rauschsignal, erzeugt. Die Varianz des quan-
tisierten Signals kann dann mit mehreren Messungen tiber die Stichprobenvarianz ge-
schétzt werden. Aus der Differenz der geschitzten und der bekannten Varianz kann
dann die Quantisierungsstufe

cjz“lQ(siq—ai)

geschatzt werden. (3: 3 Punkte)

t4V

Die Quantisierer besitzt ;5=

= 16 Stufen und damit eine Auflésung von N = 4 Bit.
Das SNR infolge der Quantisierung fiir ein Sinus-formiges Signal ist gegeben durch

SNR, = (6,02 N 4 1,76) dB = (6,02 -4 + 1,76) dB ~ 26 dB . (L26)
Um Aliasing zu vermeiden, wihlen wir eine Abtastfrequenz von f, = 40kHz.

Fiir Signale mit gleichverteilter Amplitudendichte gilt

SNRg|,; = 6,02N > 54
= N > 9Bit. (L27)

(X: 1 Punkt)
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j

Fiir den zeitlichen Abtastfehlers soll gelten
2

SNRyjer = ———3 > SNR, = 22V, (L28)
(27 fy o)
woraus folgt
P P R (129)

PNenf” 2 (nf,)?

Da der Fehler als gleichverteilt angenommen wird, gilt weiterhin

9 2 2
o2 = Tfl;") = T“;‘". (L30)

Mit N = 9 und f, = 2 10° Hz berechnet sich der maximal zuldssige zeitliche Abtast-
tehler zu

=30, < V6 = Ve S. (L31)

-
2N+1'7T'fg o 10° . &

max ~—

(X: 3 Punkte)
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