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Aufgabe 1: Kurvenanpassung (15 Punkte)

Sie bringen Wasser zum kochen und messen die Wassertemperatur mit einem Thermometer.
Die Messwerte sind in Tabelle 1 dargestellt.

Tabelle 1: Gemessene Wassertemperatur y; in °C in Abhangigkeit der Zeit u; in min

i 01 2 3 4 5

y,in°C |22 30 42 51 59 72
y;inmin | 0 2 4 6 8 10

a) Bestimmen Sie die Regressionsgerade mittels linearer Regression. Geben Sie das Er-
gebnis in der Form y(u) = ag + a; - u an. (3 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Temperatur y fiir v = 30 min. Was sagt der Wert tiber die Giiltigkeit
der Regressionsgraden aus? (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Fiir ein Messgerdt wurden die Anzeigewerte y; fiir die Stiitzstellen u; laut Tabelle 2 aufge-
zeichnet.

Tabelle 2: Anzeigewerte y; in Abhédngigkeit der Stiitzstellen v;.

i |01 23
Y 8 6 5
u; |1 3 5 6

¢) Interpolieren Sie die Kennlinie §(u) mittels Newton-Interpolation. Geben Sie das Er-
gebnis auch in ausmultiplizierter Form an. (3 Punkte)

d) Welchen Vorteil hat die Newton-Interpolation gegeniiber der Lagrange-Interpolation?
(1 Punkt)

Die Aufgaben werden auf der Riickseite fortgesetzt.
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Fiir n Messpunkte (u;, y;) ldsst sich das Interpolationspolynom durch Lagrange-Polynome
wie folgend darstellen:

yr(u) = : li(u) - y; - (1)

e) Von welchen Werten aus den Messpunkten hangt das Polynom [;(u) ab? (1 Punkt)

f) Zeigen Sie, dass gilt:
(2 Punkte)

Hinweis: Wihlen Sie giinstige Messpunkte (u;, y;), ohne die Allgemeingiiltigkeit der
Aussage einzuschrdnken.

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

g) Welchen Vorteil haben die stiickweise definierten Interpolationen (z.B. Splines) gegen-
tiber Interpolation mittels globaler Polynome? (1 Punkt)

h) Bei der kubischen Splineinterpolation wird die Interpolationsfunktion f(u) stiickweise
definiert. Die Funktion f* (u) bezeichnet die k-te Ableitung der Interpolationsfunkti-
on (mit & > 0 und f(u) = f(u)). Geben Sie alle f*)(u) an, die stetig sein miissen.

(1 Punkt)

Sie haben m Messpunkte und sollen die Polynominterpolation mittels der Vandermonde-
Matrix bestimmen.

i) Wie viele Zeilen und Spalten hat die Vandermonde-Matrix? Welche Voraussetzung
muss die Matrix erfiillen, damit sich die Interpolationsfunktion bestimmen lasst?
(1 Punkt)

j) Was muss man bei der Messung beachten, damit diese Voraussetzung erfiillt werden
kann? (1 Punkt)
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Losung

a) Die Koeffizienten aq und a; sind gegeben durch:

b)

)

N-1 1=
Z Y —ar ; (L1)
N-1 N-1 N-1
N Z UkYr — Z U Yk
k=0 k=0 k=0
= N-1 N-1 \?2 (L2)
N up — Uy,
k=0 k=0
Aus den einzelnen Summen
N—1 N—1 N—1 2
k=0 k=0 k=0
N—1 N—1
> wy = 1726, uj, = 220,
k=0 k=0
ergibt sich:
6-1726 — 30 - 276
— ~ 494 L3
“ 6 - 220 — 900 o (L3)
1 1
ag = 5 276 — 4,94 - 6 30 = 21,30. (L4)

Die Wassertemperatur wird also durch die Gerade y(u) = 21,30 +4,94 - u approximiert.
(3: 3 Punkte)

Mithilfe der Regressionsgerade ldsst sich die Temperatur nach 30 min bestimmen:
y(u = 30) = 21,30 + 4,94 - 30 = 169,5°C >> 100°C . (L5)
D.h. die Temperatur ist zu hoch und physikalisch unméglich. (3: 1 Punkt)

Das Differenzschema des Newton-Verfahrens fiir nicht konstanten Stiitzstellenabstand
ergibt:

u y Ay A%y A’y
2

55 =3
3 8 |

6—8 _ 0+1

55 =1 o1 = 0.2
5 6 4l =

5—6 __

65— 1
6 5




d)

e)

f)

g)

h)
i)

)

Einsetzen der Werte in den Newton-Ansatz ergibt:

G(u) = ag + ay(u — ug) + ax(u — ug)(u — uy) + ag(u — ug)(u — uy)(u — uy) (L6)
=243u—1)—1(u—1)(u—3)+0,2(u—1)(u—3)(u—15) (L7

(

(

~"

=2+ 3u—3— (v’ —4u+3)+02(u* — 9u® + 23u — 15) L8
=0,2u® — 2,8u* + 11,6u — 7. L9)

~—

(X: 3 Punkte)

Einer der beider Vorteile reicht aus: (1) Leichte Erweiterbarkeit beim Hinzufiigen von
Stiitzstellen. (2) Einfachere Basispolynome (als Lagrange-Polynome) (3: 1 Punkt)

Das Lagrange-Polynom /;(u) ist abhédngig von den Stiitzstellen und ist unabhidngig von
den Messwerten. (3: 1 Punkt)

Da das Lagrange-Polynom /;(u) unabhdngig vom Messwert y; ist, lassen sich die Mess-
werte beliebig wahlen. Wir nehmen an, dass alle Messwerte aus einer konstanten
Funktion y(u) = k (k& # 0 ) gewonnen werden. D.h. fiir beliebige Stiitzstellen u; mit

1=0,1,...,n—1giltyy=y,=... =y,_1 = k.
Offenbar ist
a =8 1=0 (L10)
0, 2>0

n—1 i

eine Losung fiir das Interpolationspolynom y,(u) = >\ a,u’. Fir n Messpunkte und
ein Polynom vom Grad n — 1 ist die Interpolationsfunktion eindeutig. Da die Losung
eindeutig ist und die Stiitzstellen beliebig sind, gilt stets:

yp(u) =Y L) -k =ag=k (L11)
=0

1= nz_:zi(u) . (L12)
=0

(X: 2 Punkte)

Mit stiickweise definierten Interpolationen kann man bei grofier Anzahl von Mess-
punkten oszillierendes Verhalten der Interpolationsfunktion vermeiden. (%:1 Punkt)

Die Funktionen f”(u), f(u) und f® (u) miissen stetig sein. (3: 1 Punkt)

Die Vandermonde-Matrix hat m Zeilen und m Spalten. Sie muss invertierbar/regular
sein (oder: sie muss vollen Rang haben). (X: 1 Punkt)

Bei der Messung muss man sicherstellen, dass die Stiitzstellen paarweise verschieden
sind. (X: 1 Punkt)
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Aufgabe 2: Messsysteme (16 Punkte)

Um eine Messkennlinie mithilfe der Differenzmethode zu linearisieren, werden zwei bau-
gleiche Sensoren mit den Kennlinien

y(u) = sin(ur) + U

L s

mittels einer Parallelschaltung miteinander verkniipft.

a)

b)

Berechnen Sie die Kennlinie des Messsystems um den Arbeitspunkt uq = 2. Vereinfa-
chen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. (2 Punkte)

Wie wirkt die Differenzmethode auf die Messkennlinie? Welche Fehler konnen mit
dieser Methode unterdriickt werden? (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Die Kennlinie eines Sensors ist im Messbereich 0 < u < 6 gegeben durch

)
d)

e)

f)

g)
h)

U
y(u) = — cos <?> + 3.
Bestimmen Sie die ideale Kennlinie im Messbereich. (1 Punkt)

Bestimmen Sie den Kennlinienfehler der idealen Kennlinie. An welcher Stelle ist der
Betrag des Kennlinienfehlers am grofsten und wie grofS ist das Maximum des Betrags
des absoluten Kennlinienfehlers?

Hinweis: Gehen Sie davon aus, dass nur ein Extremwert innerhalb des Messbereichs
liegt. (3 Punkte)

Kann hier eine Toleranzbandjustierung durchgefiihrt werden, um den maximalen Kenn-
linienfehler zu verkleinern? Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Zeichnen Sie ein Blockschaltbild der Gegenkopplung mit Eingangssignal « und Aus-

gangssignal y und beschreiben Sie kurz die Funktionsweise. (2 Punkte)
Welcher Nachteil kann durch die Gegenkopplung entstehen? (1 Punkt)
Koénnen die Fehler in der Kennlinie
1+wu
y(u,z) = ——e(z)

mithilfe von Gegenkopplung unterdriickt werden? Die Funktion e(z) hédngt ausschlief3-
lich von den Storgrofien z ab. Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)

Die Aufgaben werden auf der Riickseite fortgesetzt.
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i)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Eine nichtlineare Kennlinie kann beispielsweise durch Herabsetzen des Messbereichs
linearisiert werden. Welcher Nachteil kann durch diese Methode entstehen? (1 Punkt)

Was versteht man unter Justierung und Kalibrierung? Was ist der Unterschied zwi-
schen diesen beiden Begriffen? Erldutern Sie kurz Ihre Antwort. (2 Punkte)

7/19



Losung

a) Die Differenzkennlinie des Messsystems um den Arbeitspunkt u, berechnet sich wie
folgt:

yp(u) = y(ug + Au) — y(ug — Au) (L13)

Einsetzen der gegebenen Funktion y(u) = sin(ur) + u” ergibt:

yp(Au) =sin(m(2 + Au)) + %(2 + Au)® — (sin(ﬁ(2 — Au)) + %(2 — Au)2> (L14)

1
=sin(2m) cos(Aur) + cos(2n) sin(Aur) + 5(4 + 4Au + Au?)

) (L15)
— sin(27) cos(Aum) + cos(2m) sin(Aur) — 5(4 — 4Au — Au?)
=2sin(Aur) + 4Au (L16)
Mit Au = u — uy und dem Arbeitspunkt uq = 2 erhédlt man:
yp(u) =2sin(um — 2mw) + 4u — 8 (L17)
=2sin(um) + 4u — 8 (L18)

(X: 2 Punkte)

b) Durch die Differenzmethode wird eine Linearisierung der Kennlinie und eine Stei-
gerung der Empfindlichkeit (Verdoppelung der Empfindlichkeit im Arbeitspunkt im
Vergleich zur urspriinglichen Kennlinie) erzielt. Systematische, superponierende Feh-
ler kdnnen mit dieser Methode unterdriickt werden. (3: 2 Punkte)

¢) Die ideale Kennlinie ist eine Gerade und verlduft durch Messanfang und Messende.
Mit der idealen Empfindlichkeit

- - —2 1
RN = il w9
wird die ideale Kennlinie berechnet:
yi(u) = Si(u—uy) +y, = iu +2 (L20)
(3: 1 Punkt)

d) Der Kennlinienfehler ist definiert als Differenz der realen und idealen Kennlinie:

U

F(u) = y(u) — y;(u) = — cos (?) +3 - (iu + 2) (L21)

Mit dem Hinweis aus der Aufgabenstellung ist das Vorzeichen innerhalb des Messbe-
reichs konstant. Da F'(u) im Messbereich negativ ist, folgt fiir u € [0; 6]:

|F(u)] = —F(u) = cos <%u) + iu -1 (L22)
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e)

f)

h)

i)

)

An der Stelle des maximalen Betrags des Kennlinienfehlers muss dessen erste Ablei-
tung 0 sein:

) = —Fgin (F4) 4 2 2

CF(u) = 9sm<9>+4—0 (L23)
Damit erhdlt man

u= J arcsin (i> ~ 2,29 € [0;6]. (L24)

™ 4m
Uberpriifung, ob tatsdchlich Maximum vorliegt:
2
—F"(u) = — = cos (”-“) F"(2,287) = —0,00 < 0 (L25)
9 9

Der maximale Betrag des Kennlinienfehlers betragt

Foax = |F(2,287)| =0, 27. (L26)

(X: 3 Punkte)

Ja, hier kann eine Toleranzbandjustierung durchgefiihrt werden, da im vorgegebenen
Messbereich die Funktion monoton steigend ist / das Vorzeichen des Kennlinienfeh-
lers nicht wechselt. (3: 1 Punkt)

Das Blockschaltbild zur Gegenkopplung ist in Abbildung L1 abgebildet. Die Messgro-
8e u wird mit einer vom Ausgangssignal y abgeleiteten Grofie K (y) verglichen und

ein Abgleich wird durchgefiihrt, bis die Differenz v gleich null ist. (3: 2 Punkte)
— o 5() Jov Y,
Y
K(y) |+

Abbildung L1: Blockschaltbild der Gegenkopplung.

Ein Nachteil der Gegenkopplung ist die durch den Regelkreis hinzukommende Dy-
namik. Bei zu hoher Verstirkung V' kann das System sehr lange Einschwingzeiten
besitzen oder sogar instabil werden. (3: 1 Punkt)

Nein, die Fehler konnen nicht vollstindig kompensiert werden, da y(u, z) sowohl su-
perponierende als auch deformierende Fehler enthilt. Mithilfe der Gegenkopplung
lassen sich deformierende Fehler reduzieren, superponierende Fehler bleiben jedoch
erhalten. (3: 1 Punkt)

Ist das nichtlineare Glied oder das erste Verstarkerglied rauschbehaftet, so wird durch
die Verstarkung S; > 1 der Anzeigegrofie das Rauschen ebenfalls verstarkt. Diese
Methode kann also Rauschen erhchen. (3: 1 Punkt)

Justierung: Verdnderung des Messkennlinie, sodass Messbereich auf gewiinschten An-
zeigebereich abgebildet wird. Physikalischer Eingriff in das Messgerat, um das Mess-
system fiir die vorgesehen Messaufgabe ideal einzustellen.

Kalibrierung: Analyse und Beschreibung der Abweichungen von idealem und realem
Mess- bzw. Anzeigewert. Im Unterschied zur Justierung ist die Kalibrierung kein Ein-
griff in das Messsystem. (3: 2 Punkte)
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Aufgabe 3: Statistik, Stochastische Signale (19 Punkte)

a)

b)
Q)

Erklaren Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen dem x*-Anpassungstest
und dem Signifikanztest fiir den Stichprobenmittelwert. (2 Punkte)

Was versteht man unter der Ergodizitét eines stochastischen Prozesses? (1 Punkt)

Zeichnen Sie das Blockdiagramm des Wiener-Filters. Beschreiben Sie kurz die vorkom-
menden Glieder und Signale. (3 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie haben den Signalflussplan nach Abbildung 1 gegeben.

n(t

)
l y(t)

x(t) ~D o G(f) — 2(t)

Abbildung 1: Gegebener Signalflussplan.

Hierbei sei das Nutzsignal x(¢) eine harmonische Schwingung mit Autokorrelationsfunkti-

on:

Tex(T) = a’ cos(2m fyT) . 3)

Das Signal n(t) entspricht weiflem Rauschen mit r,(7) = b*6(7). AuBerdem ist n(t) unkorre-
liert mit x(¢). Die Ubertragungsfunktion des LTI-Systems sei bekannt:

d)
e)

f)

8)
h)

J
G(f)zfgfjf- (4)
Berechnen Sie die Kreuzkorrelationsfunktion ., (7). (1 Punkt)
Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion ry, (7). (1 Punkt)
Berechnen Sie den Leistungsdichtspektrum S,,(f). (2 Punkte)
Berechnen Sie die Signalleistung P.,. (2 Punkte)

Aus welchen Signalen besteht das Ausgangssignal z(¢)? Beschreiben Sie kurz den
Nutzanteil und Rauschanteil. (1 Punkt)

Die Aufgaben werden auf der Riickseite fortgesetzt.
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Ein Schétzer des Mittelwerts einer unbekannten Wahrscheinlichkeitsdichte f,(z) wird wie
folgend definiert:

Xo + Xp_1
2

X =

(5)

D.h. bei einer wiederholten Stichprobe mit dem Umfang n (n > 2) ist die Schatzung des
Mittelwerts der Durchschnitt des ersten und letzten Stichprobewertes.

i) Istder Schitzer x erwartungstreu? Begriinden Sie Ihre Angabe. (2 Punkte)
j) Ist der Schitzer x konsistent? Begriinden Sie Ihre Angabe. (2 Punkte)
k) Ist der Schétzer x effizient? Begriinden Sie Ihre Angabe. (2 Punkte)
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Losung

a)

b)

Q)

Gemeinsamkeit: Beide Tests beantworten die Frage, ob eine Stichprobe zu einer vor-
gegebenen Grundgesamtheit mit vorgegebener, bekannter Verteilung gehort.
Unterschied: Der Signifikanztest fiir den Stichprobenmittelwert priift, ob der aus der
Stichprobe geschédtzte Parameter dem vorgegebenen Wert entspricht. Im Gegensatz
dazu priift der x*-Anpassungstest nicht nur einen Parameter, sondern die Verteilung.
(3: 2 Punkte)

Ein Zufallsprozess ist (streng) ergodisch, wenn die Zeitmittelwerte aller Momente ei-
ner beliebigen Musterfunktion mit den Scharmittelwerten des Prozesses tibereinstim-
men. (3: 1 Punkt)

Das Blockdiagramm des Wiener-Filters wird in Abbildung L2 dargestellt.
n(?)

LU P RO N SN gy B

Abbildung L2: Blockdiagramm des Wiener-Filters

u(t): Nutzsignal.
G(f): LTI-System.
x(t): Durch G(f) tibertragenes Nutzsignal.

)
)
(t)
)
)

n(¢): Rauschsignal.
y(t): Additive Uberlagerung von x(¢) und n(?).
(t): Rekonstruiertes Nutzsignal.

t
H(f): Schétzfilter, mit dem die Leistung des Fehlersignals e(t) = @(t) — u(¢) minimiert
wird.
(3: 3 Punkte)

d) Da das Rauschen n(t) mittelwertfrei und unkorreliert mit x(t) ist, enthalt man:

ey = E{x(t + 7)y(t)} (L27)
= E{x(t + 7)x(t) + x(t + 7)n(t)} (L28)

— 1) + E{x(t +7)} - E{n(r)} (129)
= rw(7) + E{x(t +7)}-0 (L30)

— 1 (T) = a® cos(2m f7) . (L31)
(X: 1 Punkt)

e) Esgilt:

=E{(x(t+7) +n(t+7))(x(t) +n(t))} (L32)

= Tz (T) + T (T) + 702 (T) + 70 (7) (L33)

= T'yx (T) + T (7) (L34)

= a® cos(2m fyr) + b26(7) . (L35)
(X: 1 Punkt)
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f)

g)

h)

i)

j

Zunichst berechnen wir das Leistungsdichtspektrum S, (f):

2

ryy(7) = @ cos(2mfyr) +B°5() o T(8(F = fo) +6(f + fo)) +b* = Sy (F) . (L36)

Mit S,,(f) = Syy(£)|G(f)|? erhalt man:

@4ﬁ=<%ww—ﬁ»+&f+ﬁ»+ﬁwj?fﬂ L7
__h 5+ )+ e (L38)
- 2(fg2+f§)( (f f0)+ 0 fg+f2

(X: 2 Punkte)

Es gilt P, = [*°_S,.(f) df. Damit erhélt man:

Pom [T (0 = 80+ ) + 4 25) (L39)
e 22+ ) ' R
_ 9 : (L40)
f+fe Jfitf?
s BB, arctan<f ) - (L41)
f 0 e
«'fg e (L42)
B+ 8

(X: 2 Punkte)

Das Signal y(¢) entspricht einer harmonischen Schwingung mit additiv tiberlagertem
weifsem Rauschen. Das LTI-System G( f) entspricht einem Tiefpass. Deswegen ist z(t)
eine gedampfte harmonische Schwingung mit additiv tiberlagertem farbigem Rau-
schen. (3: 1 Punkt)

Zuerst wird der Erwartungswert des Schitzers berechnet:

Biz} = B{2 =1 (L43)
— E{XO} +2E{Xn—1} (L44)
— M — E{x}. (L45)

2

D.h. die Erwartungswert des Schétzer ist gleich der wahre Mittelwert. Der Schitzer ist
daher erwartungstreu. (3: 2 Punkte)

Die Varianz des Schatzers ist:

o; = E{z’} — B{x}” (L46)
- 411 CE{x§ + %01 + 2x0%,1} — B{x}*. (L47)
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k)

Da x, und x,_; unabhingig sind, gilt E{xx,_;} = E{x}E{x,_1} = E{x}*. Damit
erhélt man:
- (2-B{x’} +2-E{x}?) — E{x}? (L48)

2
O'i:

DO | = | =

(B{x*} — E{x}?) = %ai : (L49)

D.h. die Varianz des Schétzers ist unabhdangig vom Stichprobenumfang. Der Schitzer
ist daher nicht konsistent. (3: 2 Punkte)

Zuerst muss ein effizienter Schitzer erwartungstreu sein. Geméfs des Ergebnis der Tei-
laufgabe i) wird die Voraussetzung erfiillt.

Aus Teilaufgaben j) enthilt man die Varianz des Schitzers o; = %ai. Die Varianz ist

nicht kleiner als die Varianz des Stichprobenmittelwerts oF = %ai (n>2).

Da ein effizienter Schitzer aus allen erwartungstreuen Schitzern die kleinste Varianz
besitzen muss, ist der Schitzer x nicht effizient. (X: 2 Punkte)
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Aufgabe 4: Digitalisierung (18 Punkte)

a) Was versteht man unter Jitter? Bei welchen Signalen tritt es verstarkt auf? Begriinden
Sie Thre Antwort. (2 Punkte)

b) Was kann bei Einhaltung des Quantisierungstheorems fehlerfrei aus dem quantisier-
ten Signal rekonstruiert werden? (1 Punkt)

c¢) Wie lautet das lineare Quantisierungsmodell? Benennen Sie die auftretenden GrofSen.
(2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie haben das periodische Rechtecksignal r(t) = sgn( sin(2n fot)) mit der Wiederholungsfre-
quenz f, = 2kHz gegeben. Hierbei gilt

1 t>0
sgn(t):{ ’ -

—1, t<0

d) Wie miissen Sie vorgehen, um bei der Abtastung des Signals Aliasing zu vermeiden?
Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 Punkte)

e) Wieviel Bit benotigt man zur fehlerfreien Quantisierung des Signals? Begriinden Sie
Ihre Antwort. (1 Punkt)

f) Zeichnen Sie die ideale Quantisierungskennlinie fiir das Signal im Bereich [—2; 2]. Ach-
ten Sie auf eine korrekte Achsenbeschriftung. (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie mochten ein bandbegrenztes Signal x(t) mit Hilfe eines Analog-Digital-Umsetzers (ADU)
digital aufzeichnen. Das Signal besitzt nur Frequenzanteile kleiner als f, = 16 kHz. Aliasing
soll bei der Aufzeichnung vermieden werden. Thnen steht ein Speicher mit 20 MB (Mega-
byte) zur Verfiigung. Es wird angenommen, dass das Signal eine gleichverteilte Amplitu-
dendichte besitzt. Gehen Sie vom linearen Quantisierungsmodell aus.

g) Sie mochten eine 5-miniitige Aufzeichnung erstellen. Dimensionieren Sie die Abtastra-
te und die Auflosung in Bit des ADU fiir eine moglichst hochwertige Aufzeichnung.
Welches Signal-Rausch-Verhiltnis (SNR) in dB infolge der Quantisierung erreichen Sie
damit? (2 Punkte)

h) Welche Anforderungen ergeben sich an die zeitliche Genauigkeit der Abtastung, wenn
der durch die Abweichung entstehende Fehler hochstens so grofs wie das Quantisie-
rungsrauschen sein soll? Berechnen Sie dazu den maximalen Abtastzeitfehler 7. Der
Abtastzeitfehler sei im Interval [—7,,.,; Tmax] gleichverteilt. (2 Punkte)

Die Aufgabe wird auf der Riickseite fortgesetzt.
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Sie mochten nun als ADU einen AYX-Umsetzer verwenden. Der Taktgeber des Modulators
arbeitet mit einer Frequenz von fy; = 2,4 MHz.

i) Bestimmen Sie den Uberabtastfaktor M fiir das Signal (t). (1 Punkt)

j)  Wie grof3 ist die effektive Auflosung in Bit fiir das Signal x(¢) bei Verwendung eines
Modulators 1. Ordnung? (2 Punkte)

k) Wie konnen Sie — bei Verwendung des gleichen Taktgebers — das SNR der Aufnah-
me des Signals z(¢) erhhen? Begriinden Sie Ihre Antwort unter Berticksichtigung der
Ubertragungsfunktion des Nutzsignals und des Quantisierungsrauschen. (2 Punkte)
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Losung

a)

b)

)

d)

e)

f)

Unter Jitter versteht man den Abtastfehler, der durch die Abweichung der zeitlichen
Abtastung eines Signals von einer idealen dquidistanten Abtastung entsteht. Je hther
die Signalfrequenz ist, desto grofSer ist der Jitter-Fehler, da sich hochfrequente Anteile
innerhalb des Zeitfehlers starker verdndern als niederfrequente. (3: 2 Punkte)

Bei Einhaltung des Quantisierungstheorems kann die Amplitudendichte des urspriing-
lichen Signals aus dem quantisierten Signal rekonstruiert werden. (3: 1 Punkt)

Das lineare Quantisierungsmodell lautet
Xq(t) = z(t) + eq(?) . (L50)

Hierbei ist z(t) das wertekontinuierliche Eingangssignal, x,(t) das quantisierte Signal
und e, (t) der Quantisierungsfehler. (33: 2 Punkte)

Das genannte Rechtecksignal hat eine Grundfrequenz von 2kHz. Die Fourier-Trans-
formierte des Rechtecksignals ist jedoch eine Summe aus harmonischen Schwingun-
gen mit allen ungeraden Vielfachen der Grundfrequenz. Das heifst insbesondere, dass
das Rechtecksignal nicht bandbegrenzt ist. Um Aliasing zu vermeiden (bzw. zu re-
duzieren), muss ein Anti-Aliasing Filter verwendet werden. Die Abtastfrequenz muss
mindestens doppelt so grofs wie die Grenzfrequenz des Filters sein. (3: 2 Punkte)

Das Signal besitzt nur Amplitudenwerte —1 und 1. Entsprechend kann das Signal feh-
lerfrei mit einem 1bit Quantisierer quantisiert werden, welche die Werte —1 und 1 auf
die quantisierten Werte —1 und 1 abbildet. (3: 1 Punkt)

Eine mogliche ideale Quantisierungskennlinie ist in Abbildung L3 gegeben.

2 -
T ? ®- - --
<0 ’
A4 ° R E Tt
-2 T T 1
-2 0 2
X

Abbildung L3: Mogliche ideale Quantisierungskennlinie fiir das Signal r(¢).

(X: 1 Punkt)

g) Um Aliasing zu vermeiden, muss die Abtastfrequenz mindestens doppelt so grofs wie

Grenzfrequenz sein. Damit moglichst wenig Speicher in Anspruch genommen wird,
wdahlen wir

fa=2-f, = 32kHz. (L51)
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h)

i)

j)

Nun kann die Aufldsung N in Bit unter Beriicksichtigung des verfiigbaren Speichers
so grofs wie moglich gewdhlt werden. Es muss gelten:

5-60s-32-10°s7"- N <20-10° - 8hit (L52)
20 - 10° - 8 bit

— N<Z — " —16,7bit. L53

= 756032 P (L53)

Fiir eine moglichst hochwertige Aufzeichnung muss also NV = 16 bit gewé&hlt werden.

Fiir Signale mit gleichverteilter Amplitudendichte folgt fiir das SNR
SNR, = 2*" = SNR, 45 = 6,02+ N = 96,3dB. (L54)
(3: 2 Punkte)

Fiir das SNR infolge von Jitter gilt

2
SNRjitter = 53 (L55)

Crl

Da 7 im Intervall [—7,,.,; Tmax) gleichverteilt ist, folgt

2 2
0_72- — (2Tmax) _ Tmax (L56)
12 3
und somit
SNRq < SNRjjger (L57)
6
— < L58
RCAREN (9
= Tpay < LNZ =3,7-10"""s = 0,37ns. (L59)
(27 fg27)
(3: 2 Punkte)
Es ist
2,4-10°Hz
M = = —~——— =150. L60
Ml he = 16 107 s (1L60)
(3: 1 Punkt)
Das SNR des AY¥-Umsetzers 1. Ordnung ist
1
SNRAy = ————— =570,0 L6l
ax 4 sin® (7 /M) (L61)
— SNRaras = 10 -1gSNR Ay = 27,6 dB. (L62)

Die entsprechende Auflosung N in Bit im Falle des Signals mit gleichverteilter Ampli-
tudendichte ergibt sich mit
276

= =46 L63
o2 & (L63)

SNRqas =6,02- N = N

also entsprechend eine effektive Auflosung von rund 4 bit. (33: 2 Punkte)
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k) Bei Verwendung des gleichen Taktgebers, und somit des gleichen Uberabtastfaktors
M, kann das SNR erhoht werden, indem ein Modulator hoherer Ordnung verwen-
det wird. Beim AX-Umsetzer wird das Nutzsignal ungestort tibertragen, wahrend das
Quantisierungsrauschen zu hohen Frequenzen hin verschoben wird (sog. noise sha-
ping). Dieser Effekt ist umso stirker, je hoher die Ordnung des Modulators ist. Nach
einer entsprechenden Tiefpassfilterung durch das Digitalfilter am Ausgang des Um-
setzers ist das SNR in diesem Fall also vergrofert. (3: 2 Punkte)

19/19



	Aufgabe 1: Kurvenanpassung
	Aufgabe 2: Messsysteme
	Aufgabe 3: Statistik, Stochastische Signale
	Aufgabe 4: Digitalisierung



