Aufgabe 1: Kurvenanpassung / Kennfeldinterpolation (15 Punkte)

Sie untersuchen die Gewichtsverdnderung eines Korpers tiber die Zeit. Hierzu kennen Sie
vier Wertepaare aus Zeit und Gewicht:

a)

b)

)

d)

Tabelle 1: Messwerte.

Zeit / h  Gewicht / kg

1 15

2 2

4 3
4,5 9

Wie lautet allgemein die niedrigste Ordnung eines Interpolationspolynoms, das exakt
durch N Stiitzstellen verlauft? (1 Punkt)

Interpolieren Sie aus den Messwerten in Tab. 1 eine Kennlinie, die durch alle Stiitz-
stellen verlauft. (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die von Ihnen errechnete Kennlinie keine giiltige Interpolationskenn-
linie sein kann. Hinweis: Nehmen Sie an, dass ein Extremum ndherungsweise bei 3

liegt. (2 Punkte)

Woran kann dies liegen, wenn keine Messfehler aufgetreten sind? (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhédngig von den bisherigen.

Ihnen ist folgende Grafik aus 5 x 5 Pixeln gegeben:

Tabelle 2: Pixelgrafik.

00| 0 |00
0] 0|5 |00
010|100 |30 |0
0020010
00| 0 |00

Durch Interpolation wollen Sie diese Grafik auf das Format 4 x 4 Pixel skalieren. Die ge-
suchten Interpolationsstellen liegen dabei immer zentral zwischen vier benachbarten Pi-

xeln.

e)

Erzeugen Sie die Pixelgrafik mit dem Format 4 x 4 Pixel mit Hilfe der Nachster-
Nachbar-Interpolation. Hinweis: Das ndchste Pixel soll als das rechte, untere Pixel
angenommen werden. (2 Punkte)



f)

g)

Erzeugen Sie die Pixelgrafik mit dem Format 4 x 4 Pixel nun mit Hilfe der bilinearen
Interpolation. (3 Punkte)

Sie haben nun zur Reprdsentation des skalierten Bildsignals weniger Werte als in der
Ausgangsgrafik verwendet. Welches Problem kann daraus folgen und wie ldsst es
sich unterbinden? (2 Punkte)



Losung
a) Die niedrigste mogliche Ordnung ist N — 1.

b) Differenzenschema des Newton-Verfahrens (Lagrange-Verfahren auch moglich):

x Ny=y Ay Ay Ay

1 15
~13
2 2 2
1 1
2 35
23
4 3 2
12
9
3 9

Der Newton-Ansatz bei 4 Stiitzstellen lautet:
TNew () = ag + a1 (x — x) + a(x — xp) (x — x7)
+az(x — xp) (x — x1) (x — xp)
= A% + Aly(x — xo) + APy (x — xp) (x — x7)
3
+ Ay (x — xp) (x — x7) (¥ = xp) -
Einsetzen der Werte aus dem Differenzenschema ergibt:

Triew (1) = 0,0286x° 4 4,3x% — 26,1x + 36,7714 .

c¢) Mogliche Problemstellen sind in diesem Fall beispielsweise negative Gewichte. Daher
wird nach Nulldurchgdngen bzw. Extremstellen gesucht. So fiihrt die Kennlinie bei-
spielsweise an der Stelle x = 3 auf negative Werte. Da negative Gewichte unmoglich
sind, ist die Kennlinie ungtiltig.

d) Mogliche Ursachen wiren eine zu niedrige Modellordnung oder ein nicht durch eine
Polynomfunktion darstellbarer Zusammenhang zwischen Ein- und Ausgangsgrofle.

e) Das Interpolationsergebnis ist in Tabelle L1 gezeigt.

Tabelle L1: Pixelgrafik nach Nachster- Tabelle L2: Pixelgrafik nach bilinearer In-
Nachbar-Interpolation. terpolation.

0|5 (010 0 |125]125| 0

10 [ 100 | 30 | O 2,5 | 40 45 |75

0120 (010 251325375175

0 0 010 0 5 5 0

f)  Das Interpolationsergebnis ist in Tabelle L2 gezeigt.

g) Es kann zur Unterabtastung und somit zu Aliasing kommen. Als GegenmafSsnahme
konnte vorab ein Tiefpassfilter als Anti-Aliasing-Filter angewandt werden.



Aufgabe 2: Stationdres Verhalten von Messsystemen (15 Punkte)

Ihnen sind zwei unterschiedliche Messgerate mit den Kennlinien y (1) = — %u3 + %uz sowie

yo(u) = %u?’ — 4”4 Su+ 3 gegeben.

a)

b)

)

d)

Geben Sie fiir beide Gerédte den giinstigsten Messbereich u, < u < u, +d fird =1
an.

(4 Punkte)

Welches Gerit wiéhlen Sie, falls Ihnen eine moglichst hohe ideale Empfindlichkeit S;
wichtig ist?

(2 Punkte)

Welches Gerit wihlen Sie, wenn IThnen nun eine moglichst konstante Empfindlichkeit
wichtig ist? Hinweis: Wihlen Sie als Optimierungskriterium das Integral iiber das
Quadrat der Kriimmung x(u) und nihern Sie die Kriimmung durch x(u) ~ y"(u)
an. (4 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist unabhéngig von den bisherigen.

Sie mochten eine kleine Spannung mit sehr niedriger Frequenz verstarken. Hierfiir
verwenden Sie einen Operationsverstarker mit einem unbekannten und nicht zu ver-
nachldssigenden Offset. Nennen Sie eine Vorrichtung zur Unterdriickung des entste-
henden Fehlers und beschreiben Sie kurz die Funktionsweise.

(3 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist unabhéngig von den bisherigen.

Eine Kennlinie eines Messgerétes setzt sich abhdngig von Eingangsgrofie u und Stérung z
zu y(u,z) = 3u” 4 2u + 5z zusammen.

e)

Geben Sie ein Gegenkopplungsglied an, mit dem Sie den Storeinfluss unterdriicken
konnen, wenn das Gerét einen Eingangsstrom in eine Ausgangsspannung wandelt.
Begriinden Sie Ihre Antwort.

(2 Punkte)



Losung

a)

b)

)

Um den giinstigsten Messbereich zu finden, wird zuerst tiberpriift, ob die Kennlinien
Wendepunkte enthalten:

vy (u) = —guz + 3u
vh(u) = guz —8u+ ;
yi(u) = —3u+3

s (1) =9u — 8

yi'(u) = -3

va (1) =9.

Fiir beide Funktionen lasst sich ein Punkt uyp; mit y" (iyyp;) = 0 bei v (uyp;) # 0
und somit ein Wendepunkt finden. Fiir Gerit 1 ist dies fiir uyp; = 1 und fiir Gerat 2
fir uyp, = % der Fall.

Somit ergeben sich jeweils fiir den Anfang des giinstigsten Messbereichs u, mit dem
Kriterium S(u,) = S(u, +d) mit S(u) = y (u) ftir Messgerit 1 der Messbereich

1 3
ualzigugzzual—i_d

und fiir Messgeréat 2 der Messbereich

7 25
2= 1g SUS g =Untd

Die ideale Empfindlichkeit S; berechnet sich aus End- und Anfangspunkt des Mess-
bereiches. Somit ergibt sich fiir die jeweilige ideale Empfindlichkeit:

S — Yi(ua +d) —ya(ua) 27 5 — 1375

u

i d 16 16
d) —
5p = P2l T ; v2(a2) _ g 3861 30666 = —1,6806.

Kennlinie 2 besitzt betragsmiflig die hohere Empfindlichkeit und ist somit vorzuzie-
hen.

Um die Abweichung A; von einem linearen Verlauf zu untersuchen, soll hier die
quadratische Kriimmung {iber den Messbereich angendhert werden. Somit wird die
gendherte quadrierte Kriimmung {iber den Messbereich aufintegriert:

uai+d b 2
A= [ ) an
u

ai

Somit ergibt sich:

1,5 5 3
Alz/ (=3u+3)°du = -
05 4

25
AL 2, 27
Az—/7 (9u — 8) du—z
18
Somit weist Kennlinie 1 die kleinere quadratische Kriimmung auf und besitzt somit
eine konstantere Empfindlichkeit.



d)

e)

Durch einen Zerhackerverstdrker ldsst sich eine driftfreie Verstirkung realisieren.
Hierzu wird das zu verstarkende, niederfrequente Signal mit einem hoherfrequenten,
mittelwertfreien Signal, beispielsweise einem Rechtecksignal, moduliert. Die durch
die Verstarkung auftretende Drift wird durch nochmalige Modulierung und anschlie-
8ende Tiefpassfilterung unterdriickt.

Da es sich um eine superponierende Storgrofie handelt und diese durch Gegenkopp-
lung nicht kompensiert werden kann, existiert kein derartiges Glied.



Aufgabe 3: Statistik, Stochastische Signale (18 Punkte)

Sie kontrollieren die Produktion von Werkstiicken und haben mit einem Kunden verein-
bart, dass Sie mit einer statistischen Sicherheit von 96 % Werkstticke mit einer Lange gemafs
der Wahrscheinlichkeitsdichte in Abb. 1 liefern. Bei der Qualitiatskontrolle einer auszulie-
fernden Bestellung mittels einer unabhangigen Stichprobe werden 100 Werkstiicke auf ihre
Lange untersucht und in 5 Klassen nach Tab. 3 eingeteilt.

a)

b)

)

d)

2| |
7
=
= 1 ,
~ 7
0 | |
100 102 104 105
mm

Abbildung 1: Vereinbarte Dichte.

Tabelle 3: Klasseneinteilung der Stichprobenelemente.

Klasse i Lange x / mm Elemente
0 x <101 12
1 101 < x <102 13
2 102 < x <103 30
3 103 < x < 104 26
4 x > 104 19

Testen Sie, ob die Bestellung geméf3 der Vereinbarung ausgeliefert werden sollte. Ge-
ben Sie alle fiir den Test notigen Schritte an. (6 Punkte)

Sind bei diesen Anforderungen ausgelieferte Werkstticke kleiner als 100 mm prinzi-
piell zuldssig? Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)

Welche Vor-/Nachteile hat eine vergrofierte statistische Sicherheit aus Sicht des Pro-
duzenten/Kunden, falls der Test entscheidet, ob die Ware ausgeliefert werden kann
oder ersetzt werden muss? (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist unabhédngig von den bisherigen.

Gegeben sei die Zufallsvariable z = 3x — 3y. Geben Sie den Erwartungswert E{zx}
in Abhédngigkeit von den Mittelwerten und Varianzen der Zufallsvariablen x und y
sowie der Kovarianz C;, an.

(2 Punkte)



Die folgende Teilaufgabe ist unabhéngig von den bisherigen.

e) Sie haben eine Musterfunktion y;(t) = tsin(wt + ¢;) eines Zufallsprozesses gegeben.
Begriinden Sie, ob es sich um eine Musterfunktion eines ergodischen Prozesses han-
deln kann. Die Phase ¢ weiterer Musterfunktionen sei hierbei gleichverteilt zwischen
0 und 27r. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhédngig von den bisherigen.

Sie mochten Korrelationsverfahren zur Ortung eines Fahrzeuges mittels dreier stationdrer
Sender nutzen. Als Sendesignale stehen Ihnen vier verschiedene zeitsynchrone Signalge-
neratoren zur Verfiigung:

xq(t) = Aysin(27fit)

»(t) = Ay sin(27tfot)

3(t) = Assin(27f5t)
(t) (27fyt) -

Xy t) = A4 sin 27Tf4

AR

Dabei gilt A} = A, und A; = A, sowie f; =3 - frund f3 = f, =2 f,.
Die Signale breiten sich mit der Geschwindigkeit vg aus. Die Sendesignale werden verlust-

los und ungedampft iibertragen und sind beim synchronisierten Empfanger bekannt. Dem
Empfangssignal ist ein weifles Gaufi’sches Rauschen tiiberlagert.

f) Welche Signale setzen Sie fiir das System ein? Begriinden Sie Ihre Antwort, falls notig
mit einer Rechnung. (3 Punkte)

g) Wodurch wird der Lokalisierungsbereich des Systems beschrankt? Geben Sie diese
Schranke in Abhédngigkeit der gegebenen Grofien an und begriinden Sie Ihre Antwort.
(2 Punkte)



Losung

a) Entsprechend der gestellten Aufgabe muss hier der x*-Test verwendet werden, wozu
erst einmal die Voraussetzungen gepriift werden miissen, die in diesem Fall erfiillt
sind:

e unabhdngige Messwerte
e ausreichend grofle Stichprobe
e 1 Z 5

® MiRand = 1.
Die Nullhypothese lautet:

Ho : fx(x) = fo(x)

Bei der Berechnung der Klassenwahrscheinlichkeiten mit n = 100 lassen sich al-
le Wahrscheinlichkeiten iiber Dreiecks-/Rechteckflichen unter der Trapezdichte be-
schreiben:
2 (my—np)’

iopi np; (ng—np;) “ap

0 4 714 23,59 3,3

1 2 2142 7104 3,32

2 %2 2857 2,04 0,07

3 2 2857 @ 661 0,23

4 1 1428 2222 1,56

Berechnung der Priifgrofse X

Bei der Bestimmung der Freiheitsgrade muss berticksichtigt werden, dass 5 Klassen
verwendet werden und alle Parameter der Vergleichsverteilung bekannt sind. Somit
verringert sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf 4.

m=k-1=5—-1=4

Ermitteln von Xi beispielsweise aus Abbildung 4.20 aus dem Messtechnik-Buch (9.
Auflage) und mit 1 — a = 0,96 ergibt )(i ~ 10. Die Hypothese wird also angenommen,
dax; > x°.

b) Ja, da ein Fehler 2. Art durch diese Anforderungen nicht ausgeschlossen wird.

9



)

d)

e)

f)

8)

Der Kunde hat keinen eindeutigen Vorteil einer Erhohung, da das Risiko einer nicht
den Spezifikationen entsprechenden Auslieferung steigt. Der Produzent hat einen
Vorteil, da es zu mehr Schlupf kommt und somit weniger Ausschussware produziert
wird.

E{zx) = E{ (3x — o)) = E{<3x ~ 20} =3E(} - JElyx}

= 30’5 + 3lux - 2ny - E:uy:ux

Da die Signalamplitude sich mit der Zeit dndert, d&ndern sich auch die statistischen
Eigenschaften, so dass keine Stationaritdt und somit auch kein ergodischer Prozess
vorliegen konnen.

Um das System nutzen zu konnen, werden am Empfanger unkorrelierte Sendesigna-
le benétigt. Nur Sinusschwingungen unterschiedlicher Frequenz sind unkorreliert,
sodass neben x;(t) und x,(t) nur x5(t) oder x4(t) genutzt werden kann. Um das zu
zeigen, muss bei Mittelwertfreiheit eines Sinussignals nachgewiesen werden, dass:

E{x;(t+7)x ()} E{x; (t+T)}E{x()}:0 Vi#£j.

Mit sin(a) - sin(b) = (cos(a — b) — cos(a + b)) ergibt sich (die nachfolgenden Schritte
sind bei korrekter Begriindung nicht notwendig):

T
E{x(t+ 1) (1)} = lim 21TAA [Tsin(Znﬂ(t+T))sin(27rf]-(t))dt

T
— TIE’L‘O leA A /Tcos(Zn((fi — fi)t+f;)) — cos(2r((f; + fj)t + Tf;)) dt

Wie in der Ubung gezeigt, wird nur fiir f; # fj dieser Ausdruck zu null, da jeweils
tiber einen Sinus der zeitliche Mittelwert berechnet wird, der null ergibt.

Da das Ortungssystem auf Korrelation basiert, wird das erste Maximum der Auto-
korrelation gesucht. Da es sich bei der Autokorrelation um eine periodische Funktion
handelt, muss somit der Suchbereich eingeschrankt werden. Um sicherzustellen, dass
dieses Maximum die Signallaufzeit beschreibt, muss die maximale Entfernung d zwi-
schen Sender und Empfanger kleiner als die kiirzeste Wellenldnge A,;, sein:

1 1
US = —Us.

d</\min:]73 _4

10



Aufgabe 4: Quantisierung, Abtastung, LTI-Systeme (18 Punkte)

Sie wollen ein Musiksignal digitalisieren. Mit Hilfe einer Vorfilterung erreichen Sie eine
Bandbegrenzung des Signals auf 20 kHz und kénnen Aliasingeffekte vernachlassigen. Sie
fordern fiir die komplette A/D-Umsetzung nun ein SNR von 90 dB.

a)

b)

)

d)

e)

f)

Welche Anforderungen miissen Sie an einen gleichverteilten Abtastzeitfehler T und
die Anzahl der Quantisierungsstufen N stellen, um das gewiinschte SNR einzuhal-
ten? Hinweis: Nehmen Sie an, dass das Quantisierungstheorem erfiillt ist und das
Signal vereinfacht als eine harmonische Schwingung beschrieben werden kann. Be-
rechnen Sie zuerst die fiir die Quantisierung benétigte Bitanzahl. (3 Punkte)

Wie verdndert sich die benétigte Bitanzahl qualitativ, falls Sie das Musiksignal nicht
durch die Annahme einer harmonischen Schwingung vereinfachen? Begriinden Sie
Ihre Antwort iiber die Amplitudendichte. (2 Punkte)

Fiir die Umsetzung verwenden Sie einen Delta-Sigma-Umsetzer 1. Ordnung. Bestim-
men Sie den notigen Uberabtastfaktor M. (1 Punkt)

Wie wirkt sich qualitativ eine Erhohung der Abtastrate auf den Jitterfehler aus?
(1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhéngig von den bisherigen.

Sie stellen bei einem rauschbehafteten Messsystem (LTI-System) fest, dass gewisse
Frequenzen gedampft werden. Schlagen Sie in einem beschrifteten Schaltbild eine
optimale Gegenmafinahme vor und geben Sie die benétigten Zusammenhinge und
Grofien an. Wie konnen diese Grofien in der Realitédt robust bestimmt werden?

(4 Punkte)

Konnen Sie die vorgeschlagene Methode ohne Weiteres beispielsweise fiir zeitkriti-
sche Systeme wie Kommunikationstechnik einsetzen? Begriinden Sie Thre Antwort.
(1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgabe ist unabhéngig von den bisherigen.

Sie haben folgendes mit Periodendauer T, periodische Signal aus Abb. 2 gegeben:

g)

h)

i)

Zeichnen Sie die Amplitudendichte des gezeigten Signals. Beschriften Sie die Achsen.
(3 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhéngig von den bisherigen.

Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der Varianz des unquantisierten Sig-
nals und der Varianz des quantisierten Signals bei Einhaltung des Quantisierungs-
theorems. (2 Punkte)

Welche Frequenz misst das Frequenzzdhlverfahren? (1 Punkt)

11
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Abbildung 2: Signalperiode.




Losung

a)

b)

)

d)

e)

Fiir den Quantisierungsfehler gilt laut Vorlesung fiir sinusférmige Signale:
SNRguant = 6,02+ N +1,76
und damit

SNR = 90dB < SNRuant
= N > 14,66 = 15Bit

N, = 2N = 32768 Quantisierungsstufen.

Analog gilt fiir den Jitterfehler:

2

2
(27 fgoe)
SNR = 90dB < SNRyjyer
90
1010 _ _
= 02 = ( g - (2m20kHz)?) ! =1,2665-10 " s%.

Zur Berechnung von T,,,, wird der durch die Gleichverteilung gegebene Zusammen-
hang zu o, genutzt:

2
(ZTmax)

12
= 7., < 6164010 s ~ 0,616ns.

2
0; <

Ein Musiksignal besteht aus der Uberlagerung vieler harmonischer Schwingungen
mit unterschiedlichen Frequenzen und Amplituden. Die Amplitudendichte von iiber-
lagerten harmonischen Schwingungen dhnelt eher einer mittelwertfreien Normalver-
teilung als der Dichte einer einzelnen harmonischen Schwingung. Durch die Konzen-
tration der Amplituden um null herum sinkt der Effektivwert und somit das Signal-
Rausch-Verhiltnis infolge der Quantisierung. Somit werden in der Realitdt mehr Bits
bendtigt.

Fiir Delta-Sigma-Umsetzer 1. Ordnung gilt ndherungsweise

1
4 sin2(7tﬁ)
und daher
SNR,y> > SNR
M > 198691,8.

Der Einfluss verkleinert sich.

Gesucht ist das Wiener-Filter H(f) als Optimalfilter nach dem Schaltbild aus Abb. L1
mit der Ubertragungsfunktion G(f) des Messsystems.

Das Wiener-Filter ldsst sich iiber

13



f)

g)

h)

i)

Abbildung L1: Wiener-Filter.

w(f) Sw(f)G"(f)
yy(f) Suu(f)|G(f)’2+Snn(f)

bestimmen. G(f) ldsst sich dabei durch Systemidentifikation mit breitbandigem, be-
kannten Eingangssignal tiber

bestimmen.

Da die Leistungsdichten, wie beispielsweise S, (f), nicht bekannt sind, miissen diese
tiber Periodogramme aus der Fourier-Transformation zeitbegrenzt aufgezeichneter
Signale abgeschétzt werden:

Suy(f) =UFY(f).

Zusatzliche Mittelung tiber mehrere Aufzeichnungen verbessert das Schéitzergebnis.

Nein, da das optimale Wiener-Filter nicht echtzeitfahig ist. Eine Moglichkeit wéare das
kausale Wiener-Filter.

Die gesuchte Amplitudendichte ist in Abb. L2 gezeigt:

Durch den additiven und gleichverteilten Quantisierungsfehler e, erhoht sich die

2
Varianz gegeniiber dem unquantisierten Signal um 7.

Das Frequenzzédhlverfahren misst die Anzahl der Nulldurchgdnge und somit die Ef-
tektivirequenz.

14
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Abbildung L2: Amplitudendichte.
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