Institut fiir Hertzstr. 16 / Geb. 06.35

Industrielle Informationstechnik 76187 Karlsruhe
Karlsruher Institut fiir Technologie Tel.: 0721 / 608 44521
Prof. Dr.-Ing. F. Puente Le6n Fax: 0721 / 608 44500

Klausur im Fach
Messtechnik
11. Marz 2020

Musterlosung

Aufgabe 1: 15
Aufgabe 2: 15
Aufgabe 3: 17
Aufgabe 4: 21

Gesamtpunkte: 68



Aufgabe 1: Kurvenanpassung (15 Punkte)

Um den Zusammenhang zwischen der Lange und Masse einer Bauteilserie zu erfassen, wer-
den die Eigenschaften jeweils vermessen. Die Messwerte sind in Tabelle 1 gegeben. Es ist
bekannt, dass der Messfehler nur bei der Massenmessung auftreten kann.

Tabelle 1: Ergebnisse der Lange- und Massenmessung,.

Bauteil-ID ¢ 0 1 2
Lange [; in cm 1 2 3 4
Masse m; in g 1 3 4 6

a) Ist die Masse ein intervallskaliertes Merkmal? Begriinden Sie Ihre Angabe. (1 Punkt)

b) Bestimmen Sie eine Regressionsgerade mittels linearer Regression. Geben Sie das Er-
gebnis in der Form m(l) = ay + a, - [ an. (4 Punkte)

¢) Eine Approximation durch die Kennlinie m(l) = ay + a, - [ ldsst sich alternativ auch
mithilfe der LS-Schédtzung bestimmen. Geben Sie die dazu benotigte Matrix ® und den
Parametervektor a an. (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Zur Erfassung der Temperatur-Widerstands-Kennlinie eines Materials wird der elektrische
Widerstand einer Probe bei verschiedenen Temperaturen gemessen. Um die Berechnung zu
vereinfachen, wird der Widerstand bei Raumtemperatur als Referenz verwendet. Die Wi-
derstandsdanderung y beziiglich der Referenz und die entsprechende Temperaturdnderung
u sind in Tabelle 2 gegeben.

Tabelle 2: Widerstandsanderung der Probe und entsprechende Temperaturdnderung.

Index ¢ 0 1 2
Temperaturdnderung u, in K 0 2 3 4
Widerstandsanderung y; in €2 0 -6 -3 12

d) Ermitteln Sie das Interpolationspolynom mit Hilfe der Lagrange-Interpolation.
(4 Punkte)

Die Aufgaben werden auf der Riickseite fortgesetzt.
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e)

f)

g)

Um die zufélligen Messfehler der Messung zu unterdriicken, schldgt ein Kollege von
Ihnen vor, den Widerstand unter denselben Temperaturen nochmals zu messen und
mit den gesamten 8 Messpunkten die Kennlinie zu interpolieren. Halten Sie den Vor-
schlag fiir sinnvoll? Begriinden Sie Ihre Angabe. (1 Punkt)

Welches Problem kann das Lagrange-Interpolationsverfahren haben, wenn eine grofie
Anzahl von Messpunkten vorliegen? Welche Interpolationsverfahren kann man ver-
wenden, um das Problem zu vermeiden? (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Ist es moglich, dass ein mittels bilinearer Interpolation ermittelter Wert grofser ist als
alle seine vier Nachbarn? Begriinden Sie Ihre Angabe. (2 Punkte)
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Losung

a) Der Nullpunkt der Intervallskala ist willkiirlich. Aber der Nullpunkt der Masse lasst
sich nicht frei wahlen, er ist physikalisch eindeutig bestimmt. Daher ist die Masse kein
intervallskaliertes Merkmal. (3: 1 Punkt)

b) Der Ansatz fiir die lineare Regression fiir N Messwerte lautet:

0 = NZk 1 lk:mk lk Zk 0 mk’ (L1)
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Mit N = 4 Messwerten und

N-1 N-1 N-1 N-1
=10, Y my=14, Y =30, > lym,=43 (L3)
k=0 k=0 k=0 k=0
erhdlt man
4-43—-140 32 8
“T130-100 20 5 U L4
1 8 1 1
= l4—2-=.10=—==-05. L
a= 7 1 10=—5=-05 (L5)
Die Regressionsgerade ist demnach m(l) = 1,6 - 1 — 0,5. (3: 4 Punkte)

¢) Die Matrix ® der Basisfunktionswerte und der Parametervektor a sind fiir das lineare
Signalmodell gegeben mit
_ (%
, a= (al) ) (L6)

(X: 1 Punkt)
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d) Der Ansatz fiir die Lagrange-Interpolation lautet bei N Messpunkten allgemein:

N-1 N-1
U — U;

y(u) = D yiLi(u) mit Liw) = J[ ——=. (L7)
i=0 j=0,j#i J

wobei L;(u) die zu bestimmenden Lagrange-Polynome sind. Da hier y, = 0 ist, muss
Ly(u) nicht berechnet werden. Die restlichen Polynome ergeben sich zu:

 u(u—3)(u—4) 1
Li(u) = 2-0@-32-1 4(u — Tu® 4 12u) (L8)
Ly) = —u =2 =4 _ Los g2 g (L9)

T (3-0)(3-2)(3-4) 3

o uww—=2)(u—-3) 1 4 9
Ly(u) = = 0)d=-2{d-3) —g(u — 5u” + 6u). (L10)
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e)

f)

8)

Einsetzen in der Ansatz (L7) liefert:

Y(u) = 0 Lo(u) — 6 Ly(u) — 3 Lo(u) + 12 Ly(u) (L11)
=u® — 3 —u. (L12)

(X: 4 Punkte)

Der Vorschlag ist nicht sinnvoll. Die Interpolation ist nur moéglich, wenn alle Stiitzstel-
len paarweise verschieden sind. Andernfalls ist die Vandermonde-Matrix nicht inver-
tierbar. (Um die zufdlligen Messfehler mithilfe einer mehrmaligen Messung zu unter-
driicken, kann man zuerst den Mittelwert fiir jede Stiitzstelle bestimmen und dann die
Kennlinie interpolieren oder eine Approximation durchfiihren.) (X: 1 Punkt)

Bei einer grofien Anzahl von Messpunkten ist im Allgemeinen ein hoher Grad des
Interpolationspolynoms erforderlich. Dadurch weist die Interpolationsfunktion mog-
licherweise ein stark oszillierendes Verhalten auf. In diesem Fall kann man alternativ
die lineare Interpolation oder die Spline-Interpolation verwenden. (3: 2 Punkte)
Nein, es ist unmoglich.

Stichwortartige Erklarung:

Die bilineare Interpolation lédsst sich als die gewichtete Mittelwertbildung der Stiitz-
stellenwerte in Abhédngigkeit von ihrem Abstand zur Interpolationsstelle betrachten.
Auflerdem sind alle Gewichte positiv. Daher liegt die interpolierte Grofie immer zwi-
schen dem Wert des grofiten und des kleinsten Nachbarwertes.

Mathematischer Beweis:

Bei normierter Stiitzstellenweite gilt:
y(u, 2) = yoo(1 — Au)(1 — Az) + yjpAu(l — Az) + yo: (1 — Au)Az + y; AulAz . (L13)
Es sei y,,, der grofste Wert unter den vier Nachbarn,
Ym = max{Yoo, Y10; Yo, Y11} - (L14)
Da Au,Az € [0,1], gilt (1 — Au) > 0und (1 — Az) > 0. Damit erhilt man:

y(u,z) <y, (1 — Au)(1 — Az) + y,Au(l — Az) + y,,(1 — Au)Az + y,,Aulz
= Yn(Au — Aulz + Az — Aulz + 1 + AulAz — Au — Az + AuAz)
=Yy 1 (L15)

(X: 2 Punkte)
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Aufgabe 2: Messsysteme (15 Punkte)

Gegeben ist die Messkennlinie

y(u) = —u* + 9’ + 2u® + 2u

eines Fixpunkt-justierten Messsystems.

a)
b)
)

d)

e)

f)

8)

h)

Bestimmen Sie die Empfindlichkeit S(u) der Kennlinie. (1 Punkt)
Bestimmen Sie die ideale Kennlinie y;(u) im Messbereich [ 0; 3] . (2 Punkte)

Bestimmen Sie den relativen Kennlinienfehler F,(u) bezogen auf den Endwert im
Messbereich [0; 3].

Hinweis: Sie miissen das Ergebnis hier nicht vereinfachen. (1 Punkt)

Bestimmen Sie den giinstigsten Messbereich [ u,; u, + 2] im Messbereich [—2; 6] . Es ist
bekannt, dass zwei Wendepunkte im Bereich vorliegen. (5 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Wo liegt der giinstigste Messbereich [u,; u, + d] einer Kennlinie, wenn die beiden in
der Vorlesung vorgestellten Kriterien im gesamten Messbereich [ug;u,] nicht erfiillt
sind?

Hinweis: Untersuchen Sie das verwendete Giitemafs auf Monotonie. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Was ist die Voraussetzung, um Gegenkopplung zur Unterdriickung eines Kennlinien-
fehlers verwenden zu konnen? (1 Punkt)

Kann man den Fehler in der Kennlinie y(u,z) = u” + e(z)u mithilfe der Differenzme-
thode unterdriicken? Die Funktion e(z) hingt ausschlieSlich von den Stérgrofien z ab.
Begriinden Sie Ihre Angabe. (1 Punkt)

Zur Unterdriickung des Einflusses temperaturabhéngiger Offsetschwankungen am
Verstarkereingang wird haufig der Zerhackerverstiarker genutzt. Welchen Vorteil bie-
tet die Verwendung eines Rechtecksignals gegeniiber einem Cosinussignal als Modu-
lationssignal?

(2 Punkte)
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Losung

a)

b)

)

d)

Die Empfindlichkeit einer Messkennlinie ist allgemein definiert als
Oy(u)

==, L16
S(u) = 22 (L16)
Die Empfindlichkeit der gegebenen Kennlinie ergibt sich demnach zu
S(u) = —4u® 4+ 27u® + du + 2. (L17)
(3: 1 Punkt)
Die ideale Empfindlichkeit ergibt sich zu
Ye =Y _ y(3) —y(0) 1860
= = = = 62. L18
5 Ue — Uy 3—0 3 (L18)
Die ideale Kennlinie ist demnach gegeben durch
yi(u) = Si(u —u,) + ¥, = 62(u — 0) + 0 = 62u. (L19)

(33: 2 Punkte)
Der relative Kennlinienfehler bezogen auf den Endwert berechnet sich zu

yu) —y(u)  —ut + 9’ + 20 + 2u — 62u

1, 3., 1, 1o>
A 2B 2 ) 1.20
( 86" T2 Toz" T (L.20)

(X: 1 Punkt)
Mithilfe der Empfindlichkeit erhilt man

S(u, 4 2) = —4(ud + 6uZ 4+ 12u, + 8) + 27(ul + duy +4) + 4(u, +2) +2,
S(uy) = —4ud + 27u? + 4du, + 2,

S(uy +2) — S(uy) = 12(—2u2 +5u+ 7). (L21)
Laut dem Kriterium soll gelten

S(uy +2) = S(u,) =0. (L22)
Damit erhdlt man die Gleichung

0=2u’—5u—"7=2u, —7")(u, +1)=0. (L23)
Die zwei moglichen Losungen ergeben sich zu

Uy, = =1, wu,, = ; (L24)

Um den giinstigsten Messbereich zu bestimmen, muss man die Empfindlichkeit in
den beiden resultierenden Messbereichen vergleichen. Da die Kennlinie in den Mess-
bereichen jeweils als anndhernd linear angenommen wird, kann die Empfindlichkeit
am Messanfang (oder einer anderen Stelle im Intervall [u,; u, + 2]) den zugehorigen
Messbereich vertreten.

S(u,,) = S(—1) =29, (L25)
S(u,,) = 5(3,5) = 175,2 > 29. (L26)
Da die Kennlinie im Messbereich [u, ;u,,+2] = [3,5;5,5] eine groflere Empfindlichkeit
hat, ist dieser Messbereich am giinstigsten. (3: 5 Punkte)
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e)

f)

g)

h)

In diesem Fall liegt der giinstigster Messbereich am Anfang oder am Ende des gesam-
ten Messbereichs. Das gesuchte Intervall ist also [ug; uy + d] oder [u; — d;u,].

Die beiden in der Vorlesung behandelten Kriterien erhilt man, indem man das Mini-
mum des GilitemafSes () untersucht:

u,+d
o= [ 5w -5 L27)

Ua, optimal = ALE min (). (L28)

uae[UO:ul _d]

Wenn ein Kriterium von den beiden erfiillt ist, nimmt das GiitemafS das lokale Mini-
mum oder Maximum an und die erste Ableitung ist gleich null:

_ @

0= .
Ju,

(1.29)

Falls die Kriterien im ganzen Messbereich nicht erfiillt sind, ist das Giitemafs streng
monoton. Damit kann es nur am Anfang oder am Ende des Messbereichs das (im
Messbereich globale) Minimum annehmen. (3: 2 Punkte)

Es ist nétig, dass ein Ubertragungsglied existiert, das ein Signal in der gleichen physi-
kalischen Grofie wie die Messgrofie liefert. (3: 1 Punkt)

Nein, der Fehler e(z)u gehort zu den deformierenden Fehlern. Zur Kompensation de-
formierender Fehler ist die Differenzmethode nicht geeignet. Stattdessen kann man
Gegenkopplung benutzen.

Oder:

Nein, der Fehler e(z)u ldsst sich als eine ungerade Funktion der Variablen u betrachten.
Die Differenzmethode kann aber nur die geraden Anteile unterdriicken. (X:1 Punkt)

Beim Zerhackerverstarker wird das Eingangssignal bei der ersten und zweiten Modu-
lation jeweils mit einem synchronisierten Rechtecksignal multipliziert. Da das Qua-
drat des Modulationssignals konstant gleich eins ist, wird das Eingangssignal unver-
zerrt libertragen.

Das Quadrat des Cosinussignals ist dagegen nicht konstant eins. Daher wird das Ein-
gangssignal durch die zwei Modulationen zu hoheren Frequenzen moduliert. Durch
die anschliefende Tiefpassfilterung werden daher auch Anteile des Nutzsignals un-
terdriickt. Bei gleich gewdhlter Verstarkung erhilt man also gegentiiber dem Rechteck-
signal ein schlechteres SNR. (3: 2 Punkte)
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Aufgabe 3: Statistik, Stochastische Signale (17 Punkte)

Es seien x, y zwei unkorrelierte, mittelwertfreie, reelle, stationdre stochastische Prozesse mit
bekannten Autokorrelationsfunktionen

relm)=e T r (7)) =a’d(r), a>0.
Weiterhin sei z ein (reeller, stationdrer) stochastischer Prozess, gegeben durch

z=x+y+A, A>0.

a) Unter welchen Namen ist y im Allgemeinen bekannt? (Begriindung.) (1 Punkt)
b) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion r,,(7). (2 Punkte)
¢) Berechnen Sie das Autoleistungsdichtespektrum S, (f). (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Aufgrund einer Storung im KIT-Netz rufen Sie den Service Desk des SCC an. Sie landen in
einer Warteschleife mit der Verweildauer t. Das SCC behauptet, die Verweildauer t habe
die Wahrscheinlichkeitsdichte f,(¢) nach Abbildung 1 mit zundchst unbekannter Breite und
Hohe w, h > 0.

fe(t)

T T
0 w

t
Abbildung 1: Wahrscheinlichkeitsdichte der Verweildauer t.

d) Stellen Sie eine Bedingung an /- w, damit f,(¢) als Wahrscheinlichkeitsdichte gedeutet
werden kann. (1 Punkt)

e) Bestimmen Sie den Erwartungswert 1, in Abhdngigkeit der Breite w. Verwenden Sie
hierzu die Bedingung aus Aufgabe d). (2 Punkte)

f) Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie langer als der Durchschnitt in der Warte-
schleife warten miissen? (2 Punkte)

Die Aufgaben werden auf der Riickseite fortgesetzt.
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Im Folgenden sei w = 6 min und / = 1/3min"".

Sie mochten nun die Behauptung des SCC mit Hilfe eines y’-Anpassungstests iiberpriifen.
Hierzu haben Sie die Wartezeiten nach Tabelle 3 gemessen.

Tabelle 3: Haufigkeit der gemessenen Wartezeiten.

Wartezeit ¢ in min 0<t«l1 1<t <2 2<t<3 3<t
Anzahl 16 27 7 22

g) Uberpriifen Sie mit einem Signifikanzniveau von a = 5 %, ob die Statistik der behaup-
teten Wahrscheinlichkeitsverteilung f, () entspricht. Welche Voraussetzungen miissen
hierfiir erfiillt sein? (56 Punkte)

h) Fiihren Sie die Uberpriifung erneut mit einem Signifikanzniveau von o = 1% durch.
Interpretieren Sie das Ergebnis und das Ergebnis aus Aufgabenteil g) unter Bertick-

sichtigung der statistischen Sicherheit und des Fehlers 2. Art. (2 Punkte)

Hinweis: Bei der Berechnung der Priifgrofie konnen Sie die auftretenden Briiche auf eine
Nachkommastelle runden. Die Quantile der y*-Verteilung fiir verschiedene Freiheitsgrade
und Signifikanzniveaus sind in Tabelle 4 gegeben.

Tabelle 4: Quantile der y*-Verteilung fiir verschiedene Freiheitsgrade m mit jeweiligem Si-
gnifikanzniveau a.

l—-«o

m

0,950 0,990 0,995 0,999
1 3,84 6,63 7,88 10,83
2 5,99 9,21 10,60 13,82
3 7,82 11,34 12,84 16,27
4 9,45 13,28 14,86 18,47
5 11,10 15,09 16,75 20,25

10/18



Losung

a)

b)

)

d)

e)

Es handelt sich bei y um weifses Rauschen, da der Prozess ein konstantes Leistungs-
dichtespektrum aufweist. (3: 1 Punkt)

Die Autokorrelationsfunktion der Summe zweier unkorrelierter stochastischer Prozes-
se ist gleich der Summe der jeweiligen Autokorrelationsfunktionen, sofern mindestens
einer der beiden Prozesse mittelwertfrei ist. Da sowohl x als auch y mittelwertfrei sind,
gilt
rx+y,x+y(7—) = Txx (T) + ryy (T) . (L3O)
Dartiber hinaus ist auch x + y mittelwertfrei. Somit gilt
T2z (T) - Tx+y7x+y(7_) + TAA(T>
= Txx (T) + ryy(T) + TAA(T)
= 14 a%6(r) + A%, (L31)
(3: 2 Punkte)
Da die Fourier-Transformation linear ist, ergibt sich
Szz(f) = gj{rzz (T)}
= St{rxx(T)} + gj{ryy(T)} + ?{TAA(T)}
=Fe M} + F{a’o(r)} + F{A*}

2 2 2
T A =

(X: 2 Punkte)

Da h,w > Oist f,(t) > 0 bereits erfiillt. Zu erfiillen ist dariiber hinaus die Bedingung

& 1
1—/ ft(t)dtzihw = 2=hw. (L33)
(X: 1 Punkt)
Es ist
b0+ h=h—-1t 0<t<w
ft(t)Z{ w10 v (L34)
0, sonst
und somit
Mt:/ t-fe(t)d
0 w
ho h 31Y hw hw 2 1
B L — =i mw—c2w== L
{215 3th 5 W g W TW W= w, (L35)

wobei im letzten Schritt die Bedingung hw = 2 aus d) verwendet wurde.
(X: 2 Punkte)
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f)

8)

Wir berechnen mit dem vorigen Ergebnis

Pz = [ fl)dt

He

:(2_1)_(2_1): - I=Smun. (L36)
(X: 2 Punkte)

Voraussetzungen:

* unabhidngige Messwerte

e ausreichend grofie Stichprobe

Das Histogramm wurde in der Aufgabe in Form von Tabelle 3 vorgegeben. Folgende
Bedingungen miissen erfiillt sein:

® n,>>H

° ni,Rand Z 1
Beide Bedingungen sind im vorgegebenen Fall erfiillt.

Die Nullhypothese H, lautet: Die Wartezeit t in der Warteschleife ist verteilt nach
fe(t) = & — &t (entsprechend Abbildung 1 mit w = 6 min und i = 3).

Die Grofie der Stichprobe ist N = 72. Es sind 4 Klassen gegeben, deren Klassenwahr-
scheinlichkeit p; zu berechnen ist. Es ergibt sich fiir die erste Klasse:

! Y1t t 1 1 11
- Hdt= | -——dt=|c—| =2 = L37
Po /Oft<) /03 18 {3 36]0 336 36 (L37)

Aufgrund der konstanten Steigung m = —;z der Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich

11 1 9 1

— — = —— — = — = L

Pr=PoM=395798 " 36 4 (L38)
9 2 7
Pr= P =95 736 T 36 (L39)
Fiir die Klassenwahrscheinlichkeit der letzten Klasse finden wir also
11 9 7 27 3 1

=1- =1l-({—-4+—=4+—=]=1—-==1—-== 14

D3 (po + p1 + p2) (36 + 36 + 36) 36 171 (L40)

12/18



h)

Entsprechend ergeben sich folgende Summanden fiir die Priifgrofe x*:

i n; pi  Np; (n; — Np;)° (n; — Np;)?/(Np;)
0 16 11/36 22  (22—16)* =36 18/11 ~ 1,8
1 27 1/4 18  (18—27)* =381 9/2 =45
2 7 7/36 14 (14 —7)* = 49 7/2 =35
3 22 1/4 18  (18—227%=16 8/9~ 0,8

Die Priifgrofe x* ergibt sich demnach zu:
3 2
. Np.
D = NP g 45185408 =106,

Bei der Bestimmung der Freiheitsgrade muss berticksichtigt werden, dass k£ = 4 Klas-
sen verwendet werden. Somit ergibt sich die Anzahl der Freiheitsgrade m zu

m=k—1=4-1=3.

Der Wert y2 fiir drei Freiheitsgrade kann aus Tabelle 4 abgelesen werden und ergibt
sichmit1 — o = 0,95 zu x> ~ 7,82.

Die Hypothese H, wird also abgelehnt, da 2 < x> (X: 5 Punkte)

Bei einem Signifikanzniveau von o = 0,01 ergibt sich Y2 ~ 11,34. Hier gilt nun 2 >y
und die Hypothese H, wird angenommen. Bei einem Signifikanzniveau von oo = 5%
wurde die Hypothese H abgelehnt, bei a = 1 % jedoch angenommen. Die statistische
Sicherheit P = 1 — « (die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese H, zutrifft und sie
angenommen wird) ist im zweiten Fall also grofser. Der Fehler 2. Art (die Wahrschein-
lichkeit die Hypothese zu akzeptieren, wenn sie nicht zutrifft) nimmt jedoch auch zu.
Es ist also, wie in jedem statistischen Testverfahren, zwischen diesen beiden Wahr-
scheinlichkeiten abzuwigen. (3: 2 Punkte)
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Aufgabe 4: Digitalisierung, Drehzahlmessung (21 Punkte)

a) Nennen Sie zwei Eigenschaften des Quantisierungsrauschens im linearen Quantisie-
rungsmodell. (1 Punkt)

b) Welche Voraussetzung muss erfiillt sein, damit das lineare Quantisierungsmodell an-
gewandt werden kann? (1 Punkt)

c¢) Was versteht man unter Jitter? Bei welchen Signalen tritt es verstarkt auf? Begriinden
Sie Thre Antwort! (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Gegeben ist das periodische Signal x(¢) entsprechend Abbildung L1.

4._.

Abbildung 2: Signal z(t) mit Periode 7§,

d) Zeichnen Sie die Amplitudendichte f, () des Signals. (2 Punkte)

Das Signal wird nun im Bereich [0; 4) mit 2 Bit 4quidistant quantisiert. Der maximale Quan-
tisierungsfehler soll 0,5 nicht tiberschreiten.

e) Zeichnen Sie die Kennlinie des Quantisierers. (1 Punkt)
f) Zeichnen Sie das quantisierte Signal z(t). (2 Punkte)
g) Zeichnen Sie die Amplitudendichte f, () des quantisierten Signals. (2 Punkte)

Die Aufgaben werden auf der Riickseite fortgesetzt.
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Sie haben einen AX-Umsetzer mit einem AX-Modulator 1. Ordnung gegeben. Als Digital-
tilter verwendet der Umsetzer ein Moving-Average-Filter (MA-Filter) der Lange N = 512.
Das MA-Filter gibt (nach der Mittelung) nur jeden N-ten Wert aus. Die Taktfrequenz des
Modulators betréagt fy; = 2,048 MHz.

h) Wozu dient das Digitalfilter am Ausgang des AYX-Umsetzers? Welche Eigenschaft des

AY.-Modulators wird hierbei ausgenutzt? (2 Punkte)
i) Berechnen Sie die effektive Abtastfrequenz des AX-Umsetzers. (1 Punkt)
j) Berechnen Sie die Auflosung des AYX-Umsetzers in Bit. (2 Punkte)

Ein Signal x(t) sei mit f, bandbegrenzt, d.h. X(f) = 0 fiir f > f,.

k) Wie grofS darf die Grenzfrequenz f, sein, damit die Auflésung des verwendeten AX-
Umsetzers voll ausgeschopft wird? (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhingig von den bisherigen.

Gegeben ist die Frequenzverteilungsfunktion f,(f) des frequenzanalogen Leistungssignals
x(t) nach Abbildung 3.

0,07
0,06 -
0,05
— 0,04
= 0,03
0,02 -

0,01

0,00 rr+rr+rtr++r+ ¢t Tttt
-15 -10 5 0 5 10 15
finkHz

Abbildung 3: Frequenzverteilungsfunktion f,(f) des Signals x(t).

1) Wie messen Sie die Frequenzverteilungsfunktion des Signals x(¢) in der Praxis?
(2 Punkte)

m) Ist das Signal x(¢) reellwertig oder analytisch? Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkt)

n) Wie ist die mittlere Frequenz f des Signals x(t) definiert? (1 Punkt)
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Losung

a)

b)
)

d)
e)

f)

g)

Zwei aus folgenden Eigenschaften: Das Quantisierungsrauschen

e wirkt additiv.
¢ wird als weifses Rauschen angenommen.
¢ istinnerhalb einer Quantisierungsstufe gleichverteilt.
* ist unabhingig vom Eingangssignal.
* ist mittelwertfrei.
(3: 1 Punkt)

Das Quantisierungstheorem muss erfiillt sein. (X: 1 Punkt)

Unter Jitter versteht man den Abtastfehler, der durch die Abweichung der zeitlichen
Abtastung eines Signals von einer idealen dquidistanten Abtastung entsteht. Je hoher
die Signalfrequenz ist, desto grofer ist der Jitter-Fehler, da sich hochfrequente Anteile
innerhalb des Zeitfehlers starker verdndern als niederfrequente. (3: 2 Punkte)

Die Amplitudendichte f,(x) des Signals ist in Abbildung L1 gegeben. (X: 2 Punkte)

Damit der Quantisierungsfehler 0,5 nicht tiberschreitet, miissen die Quantisierungs-
stufen bei 1/2,3/2,5/2 und 7/2 gewidhlt werden. Die entsprechende Quantisierungs-
kennlinie ist in Abbildung L2 gezeigt.

Mit dem Quantisierer nach Abbildung L2 ergibt sich das quantisierte Signal x4(t) ent-
sprechend Abbildung L3. (3: 2 Punkte)

Die Amplitudendichte f; (=) des quantisierten Signals ist in Abbildung L4 dargestellt.
(32: 2 Punkte)

fx(2)
al-

0 T
0 1 2 3 4
T

Abbildung L1: Amplitudendichte f,(x) des Signals z(¢).
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Abbildung L4: Amplitudendichte f, (z) des quantisierten Signals z4(t).
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h)

i)

j)

k)

D

m)

n)

Das Digitalfilter dient einerseits als Tiefpassfilter, um das Nutzsignal vom Quantisie-
rungsrauschen zu trennen, und andererseits zur Datenreduktion, d. h. Unterabtastung
und Verkleinerung der effektiven Abtastrate. Durch das Noise-Shaping des Modulators
werden grofie Teile der Quantisierungsrauschleistung zu hohen Frequenzen verscho-
ben, wodurch das SNR (bzw. die effektive Auflosung) mithilfe des Tiefpassfilters er-
hoht wird. (3: 2 Punkte)

Da das MA-Filter nur jeden N-ten Wert ausgibt, verringert sich die Abtastrate f, auf
fa = fu/512 =4kHz. (L41)
(X: 1 Punkt)

Das MA-Filter mittelt jeweils N = 512 aufeinanderfolgende Werte der bindren Impuls-
folge, welche der Modulator ausgibt. Die Quantisierungsstufe betrdgt demnach 1/512
der Amplitude der bindren Impulsfolge. Entsprechend ergeben sich 512 wertediskrete
Stufen, was 9 Bit entspricht 27 = 512). (X: 2 Punkte)

Um die Auflosung des Umsetzers voll ausnutzen zu konnen, darf es bei der Unterab-
tastung des MA-Filters nicht zu Aliasing kommen. (Alternativ: das Signal muss durch
den Modulator M = 2 - 512-fach {iberabgetastet werden). Entsprechend muss fiir die
Grenzfrequenz gelten:

4kHz

fy < — 2kHz. (L42)

Es gilt allgemein f,(f) = S (f)/P, mit P, = ffooo Sex(f)df. Es muss also das Leis-
tungsdichtespektrum gemessen werden. Da x ein Leistungssignal ist und in der Pra-
xis nur endliche Beobachtungsfenster realisiert werden konnen, steht nur das entspre-
chende Energiesignal zur Verfiigung. Dessen Energiedichtespektrum kann tiber Pe-
riodogramme S%, = |X(f)|* geschitzt bzw. gemessen werden. Aus dem geschétzten
Leistungsdichtespektrum kann dann auch die Leistung P, bzw. Energie des Signals
geschdtzt werden und man erhélt eine Schiatzung der Frequenzverteilungsfunktion

fx(f) = gxx(f)/ij' (X: 2 Punkte)

Da f,(f), und somit auch S,,( f), offensichtlich gerade Funktionen sind, ist x ein reelles
Signal. (3: 1 Punkt)

Da die Frequenzverteilungsfunktion gerade ist, miissen wir die folgende Definition
ansetzen:

F=2 [ rennar, (L43)
0
Alternative Losung: Da x reellwertig ist, muss die mittlere Frequenz

7= -/_Oof-fxa(f)df- (L4d)

fiir das entsprechende analytische Signal
Xa(t) = x(t) + H{x(t)} (L45)

berechnet werden, welches keine negativen Frequenzanteile besitzt. Hierbei bezeich-
net H{-} die Hilbert-Transformation. (3: 1 Punkt)
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