Inoffizieller Mitschrieb der Vorlesung

REGELUNG LINEARER MEHRGROSSENSYSTEME

gehalten von Dr.-Ing. Mathias Kluwe

im Wintersemester 13/14
letzte Aktualisierung im Wintersemester 17/18

Autoren:
Felix Mach, Lukas Kiefer

iiberarbeitet von:
Patrik Follmer, Daniel Seemer, Maximilian Gerst

5. November 2024
Fork me on GitLab & Submit Merge Requests : https://git.scc.kit.edu/fs-etec/RLM



Vorwort

Dieses Dokument stellt lediglich einen Mitschrieb der Tafelanschriebe des Dozenten dar. Daher erhebt
dieses Dokument weder den Anspruch auf Vollstdndigkeit, noch auf komplette Korrektheit des Inhalts.
Dennoch wurde dieses Dokument mit grofser Sorgfalt erstellt und auch korrigiert, sodass der Inhalt
weitgehend korrekt sein sollte.

Da sich der Inhalt der Vorlesung von Semester zu Semester auch mal &ndert, bleibt dieser Mitschrieb
sicher nicht besonders lange aktuell. Darum liegt der I TEX-Code dieses Dokuments bei der Fachschaft.
Es wére also super, wenn du das Skript einfach in deinem aktuellen Semester {iberarbeitest, falls du
ein bisschen Spaf am teXen hast. Der notige Arbeitsaufwand sollte sich dabei in Grenzen halten, da
das Dokument so an sich fertig steht. Auf diese Weise bleibt unsere Arbeit vielleicht noch eine Weile
brauchbar und die Stunden, die wir in die Erstellung dieses Dokuments gesteckt haben, waren nicht
komplett umsonst.

Changelog: WS 12/13 - Vorlesungsmitschrieb
WS 13/14 - Erste Uberarbeitung
Juni 2015 - Neues Kapitel 2.3: Trajektorienanalyse im Zustandsraum

Der BTEX-Code ist an manchen Stellen vielleicht etwas unsauber zusammen gehackt, ich habe es wei-
testgehend versucht, ein bisschen zu dokumentieren. Falls du Fragen hast, kannst du mir auch ger-
ne eine E-Mail schreiben (zumindest fiir die néchsten 1-2 Jahre, solange ich noch an der Uni bin:
felix.mauch@student.kit.edu)

Der IATEX-Code wird jetzt lokal via Git versioniert. Das sollte es einfacher machen, Anderungen nachzu-
vollziehen und mehrere Anderungen zu mergen. Bitte dazu an die FS Etec wenden.
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Kapitel 1

Modellierung linearer zeitinvarianter
Mehrgrofsensysteme

1.1 Ein-/Ausgangsmodelle im Zeit- und Bildbereich

Bekannt: Eingrofen (SISO)-Systeme im Zeit- und Bildbereich

e zeitkontinuierlich

g(

t)
U(s) CE

|
"~<

—
VA

~

e zeitdiskret

e p Eingangsgrofien u;(t),..., up(t)
e q Ausgangsgroéfien y (¢),..., Yq(t)

= Mehrere, zumeist verkoppelte Signalpfade vorhanden, meist im Bildbereich betrachtet.
2 prinzipielle Ubertragungsstrukturen:
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e P-Struktur (P-kanonische Form)

Uy < Gh1(s) ® Y2
G12(8)
G21(s)

Uz ¢ Gaa(s) @ 2

Kennzeichen: Ausginge sind nur von den Eingingen gekennzeichnet, keine Riickwirkung vom

Ausgang.
Y(s) = G(s) U(s)
(g,1) (¢p) (p,1)
—~—

Ubertragungsmatrix

e V-Struktur (V-kanonische Form)

U, @ Fi1(s) » Y
Via(s)
Vai(s)

Us ) Fys(s) > Y2

Kennzeichen: Ausginge sind neben den Eingédngen auch von den Ausgéingen selbst beeinflusst.
(Riickkopplung)

W@ﬂﬁ(U@+V®Jﬁo

(@) (@p) \ (D) (9

Hier im Beispiel:

O L O R

Zusammenhang P-V-Struktur

also: Darstellung in P-Struktur ausreichend.
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1.2 Modellierung zeitkontinuierlicher Systeme im Zustandsraum

bisher: Systembehandlung tiberwiegend im Frequenzbereich (U(s))

jetzt: Konzept zur Behandlung dynamischer Systeme direkt im Zeitbereich durch Einfithrung sogenann-
ter Zustandsgrifen (Zustandsvariablen), die den inneren Systemzusammenhang reprisentieren (R.E.
KALMAN)

Vorteile:

e neuere und tiefere Systemeinsicht mdoglich
e Vergrokerung des Anwendungsbereichs auf nichtlineare und zeitvariante Systeme
e michtige neue Entwurfsverfahren (speziell fiir MIMO-Systeme)

e Effiziente numerische Berechnung moglich

1.2.1 Definitionen und Struktur der Zustandsdarstellung

Zustandsdarstellung: ‘s. BB RLM 1-1 ‘

Zustandsraum: Bsp. fiir n = 2

T2

Trajektorie

x

Anmerkungen:
e Festlegung der Zustandsgrofen ist nicht eindeutig, Wahl abhéngig vom Modellierungskontext

e Spezialfall lineare Systeme:

Form und Struktur: ‘s. BB RLM 1—2‘

I
—~
~
~—
[
—~
~
~—
I
—~
~
~—

[
N

> D

e Zeitvariante Systeme: Matrizen zeitabhingig (A = A(t),...)
e SISO-System:
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1.2.2 Zusammenhang mit dem Bildbereich

I3
|

[

[S

[ s

+
+

Ik
Il
Qe
I
IS &
S
=
NG
Q
gl
NN
+
)
-
D

bzw.

= P(s)
(n+q,n+p)

wobei P(s): Rosenbrocksche Systemmatriz, beschreibt das
e autonomes Systemverhalten: z, # 0, u=0
—zy=(A—sI)X(s)
= X(s) = (sI— 4)a,

also:

e Ubertragungsverhalten des Systems: zo=0, uwu#0
(A—sl) X(s)+ BU(s) =0
X(s)=(sL— A)"" BU(s)
= Y(s) = CX(s)+ DU(s)
= |C(sL—A)" B+ D| Us)

G(s)

wobei G(s): Ubertragungsmatriz Sonderfall SISO ohne Durchgriff:

G(s) -Ubertragungsfunktion

1.2.3 'Wahl der Zustandsgrofsen und Aufstellung der Zustandsgleichungen

Wahl der Zustandsgrofien motiviert aus der physikalischen Systemanalyse (— Bilanzgleichungen)

Zustandsgrofien: Innere Systemgrofen, die mit Energie verkniipft sind.

Beispiele:
e Position, Geschwindigkeit (mech. Systeme)
e Strom (Spulen), Spannung (Kondensator) (el. Systeme)
Moéglichkeiten zur Aufstellung der Zustandsgleichungen:
e direkt aus den System-Dgln |s. BB RLM 1-3

a) mechanisches Beispiel:

////////////////////////////////////////////////
////////////////////////////////////////////////
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Systembeschreibung;:
mij(t) = u(t) — cy(t) — dy(t)
. 1 .
§(t) =— [u(t) — cy(t) — dy(t)]
m
Wahl der Zustandsgrofien:
— 21 = y(t) (Position, ~ pot. Energie)
— 22 = y(t) (Geschwindigkeit, ~ kin. Energie)
= Zustandsgleichungen:
iy (t) = y(t) = w2 (t)
1 d c (1.1)
Po(t) = §i(t) = —u(t) — —zo(t) — —z1 (¢
ba(t) = (1) = —u(t) = —a(t) = (1)
Ausgangsgleichung:
|y =a(t) | (12)

= (L.1)), (1.2) in Vektor- Matrix-Notation:

T 0o 1 0
e Ry M
y=[1 0]z
——

b) el. Beispiel:
RC-Netzwerk: [s. BB RLM 1-4 |
Eingangsgrofe: u(t) = u.(t)
Ausgangsgrofe: y(t) = uq(t)
Zustandsgrofen: x;(t) = u;(t), i=1,2,3 (Energie im Kondensator)

Zustandsgleichungen: Durch Maschenregeln. z.B. Stufe 1 (analog @s, &3)

in(t) = Cran () = 22 = 21D

= fﬂl(t) = 7m$1(t) + ml’g(t)

Ausgangsgleichung:
Y(t) = ua(t) = ur(t) = 21 (¢)

e aus dem Strukturbild: |s. BB RLM 1-3‘

a) mech. Beispiel:

i) y(t) = 22(t)

[

u(t) ——@)

2 m

also: Zustinde 2 Integrator-Ausginge

b) weiteres Beispiel: |s. BB RLM 1-5
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1.2.4 Normalformen der Zustandsgleichungen

Zunichst SISO-System betrachtet:

Y(s) =G(s)-U(s) mit

Z(s) bo+bis+---+bys"
G = = 1-3
() N(s) ap+ais+- -+ a,s" (13)

Hieraus direkt spezielle Zustandsgleichungen aufstellbar: Regelungsnormalform (RNF), Beobachtungsnor-
malform (BNF) ‘s. BB RLM 1—6‘

Herleitung exemplarisch an RNF (1.3):

U(s) s-U(s) s U(s) s"-U(s)
Y(s)=b b st by b,
(s) =bo N(s) +01 N(s) R N(s) + Ns)
—— ——— —————
=X1(s) =Xo(s) =X, (s)
offensichtlich:
Xipi(s) =s-Xi(s), i=1...n—1
| @) =a:t), i=1..n-1 | (1.4)
Aus der Definition in X;(s):  X1(s)N(s) = ) bzw. mit (L.3):
U(s) = agX1(s) + a1sX1(s) + -+ an_18"" X1 (s) + a,s" X1 (s)
n—1 n
U=aox1+a15c1()+---+an71( Y a5
V@@ 5=, =2, =i
ap a Ap—1 1
Tp=——T1 — —Tg — -+ — Tp + —u (1.5)
Ay Ay, (075 QA
auflerdem:

Y(s) =boX1(s) + -+ bp_1Xn(s) + bpsX,(s)

l

Yy = bO:El + -+ bn—lxn + bnxn
@)

- [bo—bn@,...,bn_l—bn“”‘l oty (1.6)

an Qn Qn

= 7 7 3 RNF

Spezialfall: a, =1, b, =0 vereinfachte RNF, BNF [s. BB RLM 1-7], [s. BB RLM 1-8]

Weitere Normalform: Jordansche Normalform ‘ s. BB RLM 1—9‘

Herleitung fiir einfache Pole Ay, ..., A, von G(s)

n

ol P

U(s) (1.7)
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sXi(s) = \iXi(s) + U(s)

‘ T; = Nxi +u 1=1,...,n ‘ (1.8)

aukerdem mit der Wahl der Zusténde (1.7) e—o :

y=Y_ rix;+rou (1.9)

=l

(11.8), (1.9): Jordansche NF in Diagonalstruktur
Kennzeichen: Zustandsgleichungen (1.8]) entkoppelt.
1.2.5 Losung der Zustandsdifferentialgleichungen

Zustandsdifferentialgleichungen:

i(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.10)
y(t) = Ca(t) + Du(t) (1.11)

Also: Losung der Zustandsgleichung ((1.10) erforderlich. Hierzu Hilfsmittel: Matrizen- Exponentialfunktion:

(At)”

v!

1 oo
At . 2,2 _
e .—l—I—At—f—iAt +-~-—V270

= e~ At . (T.10) :

e Ali(t) — Ae Alz(t) =e 7At§g(t)

& (e At :c(t))
U« Integration
t t

/%(eﬂf;(f))m: / e 4" Bu(r)dr

T:to T:to
t

e A () — e~ Ao g(ty) = / 47 Bu(r)dr

T=tg

x;,: homogene Losung,

A(t—to) A(t—r)
baw. z(t) (to) + / ¢ Bu(r)dr z,,: partikulére Losung
7wh T:to
Definition:
Transitionsmatrix
eAlt-7) —. ot — 1)
Damit gilt:

Allgemeine Lisung der

Zustandsgleichung (1.12)
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Berechnung von ¢(t — 7):

1) {iber Exponentialreihenansatz: )
in einfachen Féllen geschlossene Darstellung mdoglich, s. Ubungen.

2) durch numerische Naherung:
Berechnung von x und y: |s. BB RLM 1-10

3) durch Vergleich mit der Frequenzbereichslésung (vgl. [1.2.2))

= ¢(t) o—e (sI—A)"

1.3 Modellierung zeitdiskreter Systeme im Zustandsraum

Prinzip: Zeitkontinuierliche Dgln. gehen in zeitdiskrete Differentialgleichungen iiber. Viele Ergebnisse
aus [1.2] analog giiltig, hier kiirzer behandelt.

Zuniichst: Ubergang zu diskreten Zeitpunkten kT (k = 0,1,...) mit Abtastzeit T: x(t) — z(kT),
entsprechend u(t), y(t)

Herleitung aus den zeitkontinuierlichen Gleichungen:

Intervall kT <t < (k+ 1)T:

t

(t—7)d 7 Bu(kT)

R
e

Mitt—7=vunddr=—-dwv

=
}ﬂ

(v)dv- B-u(kT)

IS

0
- [ ewdv- Buter) -
—kT

t

o
e

=:H(t—kT)

H(t — kT) abhéngig von den Eigenschaften von A
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e A regular:

t—kT
H(t—kT) = o(v)dv- B
0 —eAv
_ A—l Av |t—=kT . B

Also:

e A singulér:

t—kT
H(t—kT) = / o(v) dv-B
/ @
=5 e
i=0 -
t—kT
00 i+1
- ZAZ v o B
=0 (Z + ) 0
Mit v := i+ 1 ergibt sich also:
_ — v—1 (t — kT)l/
H(t—kT>—2_;A B
Damit:
2(t) = H(t — KT)u(kT) + 6(t — KT)2(kT)
I t=k+D)T
z((k+1)T) = o(T)a(kT) + H(T)w(kT)
Kurzschreibweise:

z(k+1) = ¢a(k) + Hu(k)
Zusammen mit der Ausgangsgleichung (direkt iibertragbar):

y(k) = Cx(k)

insgesamt: |s. BB RLM 1—11‘

Bildbereich folgt aus der z- Transformation

(f(k)) o—e F.(z) =) f(k)-=z7"
k=0

Korrespondenzen und Rechenregeln: ‘s. BB RLM 1-12 bis 1—15‘

Anwendung auf die Zustandsgleichung:

z(k+1) = (T)z(k) + H(T)u(k)

2 X (2) —2z0 = ¢(T) X, (2) + H(T)U.(2) (1.13)

also
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Struktur und Zustandsgleichungen ‘ s. BB RLM 1—11‘

(k) (a(k+1)

[aS
n
AV4
)
L
n
AV4
IQ
@
Vv

® [

z(k+1) = @z(k) + Hu(k)  Zustandsdifferenzengleichung
y(k) = Cz(k) Ausgangsgleichung

auferdem aus (1.13):

Yoo+ (21— ¢(T) - H(T)U,(=) (1.14)

Systemverhalten: ’s. BB RLM 1-11 \

Losung der Zustandsdifferenzengleichung

z(k+1) = ¢(T)z(k) + H(T)u(k)
= o(T) - [¢(T)z(k — 1) + H(T)u(k — 1)] + H(T)u(k)
= ¢*(M)a(k — 1)+ ¢(T) H(T)u(k — 1) + H(T)u(k)
zk+1) = +§:¢k1” (T) u(v)

= Qk(T): Transitionsmatriz der Zustandsdifferenzengleichung

Vergleich von ([1.14)):

-1

(¢(T)) o—e 2(zL1 - ¢(T))

(vgl. Korrespondenzen!)



Kapitel 2

Analyse linearer zeitinvarianter
Mehrgrofsensysteme

Ziel: Untersuchung wichtiger Systemeigenschaften
o Stabilitat
e Steuer-/Beobachtbarkeit
e Pol-/Nullstellen

hierzu haufig Systemtransformationen sinnvoll.

2.1 Transformation von Zustandsgleichungen
bekannt: Normalformen der Zustandsgleichungen

e Regelungsnormalform, Beobachtungsnormalform

e Jordansche NF (vgl. [1.2.4)

Wie aus beliebiger Zustandsdarstellung zu erhalten?

= Az + Bu
(2.1)
y=Cz+ Du
Prinzip: Zustandstransformation
T : nicht singuldre Transformationsmatrix
g=T- g, mit" " (2.2)
x* : neuer Zustandsvektor
(n,1)
damit (2.1) : T2" = ATz" + Bu
dr
i*=T"'ATz"+T'Bu
=:A* =: B*
y=CT 2"+ Du

Je nach gewtinschter Form der Zustandsgleichungen (2.3) ist die Transformationsmatrix " zu wéhlen.

15
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e Jordansche Normalform (Eigenwerte einfach)

A 0
A" =T"AT =
0 An
—_—

bT=[t,,....1,.]
[Ailv ceey Aén] = [Alilv ceey )\nin]
bzw. (MI—A)t;, =0 (firi=1...n)
Gleichung aus Matrizentheorie bekannt.

Erinnerung: Eigenwerte, Eigenvektoren ‘ s. BB RLM 2-1 ‘
also: t; = v, (Rechts-)Eigenvektoren von A

o)

Wahl von (2.4) fithrt zu der Jordanschen Normalform (s. frither)

i*=Az"+V 'Bu
—_—

B*
"+ D

IS

y=CV
-~
Q*

mit transparenter, entkoppelter Struktur (vgl.|1.2.4)), ‘s. BB RLM 2-2

Anmerkungen zur Transformation auf Jordansche Normalform

1) Voraussetzungen fiir die Transformation: A diagonaldhnlich
(= v, linear unabhingig, d.h. V™! existiert) z.B. erfiillt, wenn
— Eigenwerte Aq, ..., A, einfach
— A symmetrisch
ansonsten: nur Blockdiagonalstruktur erreichbar.
wi

2) V'=w=| : | (Matrix der Linkseigenvektoren, |s. BB RLM 2-1)

T
n

w

3) Bezeichnung der Transformation auch als Modaltransformation

2= Az(t) (homogene Zustandsgleichung, u = 0)

= z(t) = ot —to)zy

Diagonal-Trafo \Ug(t):eét =Velty—1!

= Vertmy =g,

Eigenbewegung
n

n

=Y Myl zy =S " [w] zo] M)y,
; ——
=1

i=1 Eigenmodus

also: Zustandsvektor = Linearkombination der Eigenmodi, falls System in Diagonalform vor-
liegt.

(s Modalkoordinaten

* i (t—t * s
zi(t) = et 0lgr o i=1,...,n

= Diagonaltransformation = Transformation auf Modalform

¢ Regelungs-/Beobachtungsnormalform
Transformationsvorschriften: ‘s. BB RLM 2-3, 2-4‘
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2.2 Stabilitat linearer Mehrgrofiensysteme
Zwei Arten von Stabilitét
e Ubertragungsstabilitéit (Bounded Input Bounded Output-Stabilitét)

e Lyapunov-Stabilitit (Stabilitdt beziiglich Anfangsauslenkungen)

bekannt (z.B. aus SRT)
Stabilitétsdefinition und -kriterien im SISO-Fall (zeitkontinuierlich, zeitdiskret)
Erinnerung: ‘s. BB RLM 2-5 bis 2-11 ‘

2.2.1 Ubertragungsstabilitit bei MIMO-Systemen in I/O-Darstellung

Wie in [L.I] exemplarische Betrachtung des zeitkontinuierlichen Falles.
MIMO-Ubertragungsgleichung (Bildbereich):

Y(s)=G(s)U(s)
(g,1) (¢,p) (p,1)
also }/1(8) = G“(S)Ul (S) + -+ GLP(S)UP(S)

System stabil, wenn simtliche einzelne Ubertragungsfunktionen Gi;(s) stabil sind
(£ alle Pole links der j-Achse)

aber: Verhiltnisse komplizierter zu priifen bei verkoppelter Struktur.
Beispiel: Standard-MIMO-Regelkreis

Fo(s) = G(s)R(s)

Regler Strecke
w D= Rs) —={ Gls) >y
Y(s)= E,(s)- (W -Y)
(L+ E,(s))Y F,

U falls (I+F(s))7" existiert
(5) = (L+ Fy(s)) " - Fy(s)-W(s)

I~

A _Fo
~1+F,

im skalaren Fall

AT,
Wegen A~ ! = Joudi gilt also:

Standard-MIMO-Regelkreis stabil, wenn die zugehorige charakteristische Gleichung

| det(Z+ E,(s)=0_| (2.5)

nur Nullstellen (é Pole des MIMO-Regelkreises) links der j-Achse besitzt.
Dies gilt aber nur dann, wenn
a) alle einzelnen Ubertragungsfunktionen F,;;(s) stabil oder

b) die instabilen Ubertragungsfunktionen auch zu (2.5) beitragen.

Gegenbeispiel: F(s) = {F‘())H ?’12] mit F,1o instabil. (2.5) = (1 + F,11)(1 + F,22) = 0 instabil.
022

F,12 nicht erfasst!
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2.2.2 Lyapunov-Stabilitidt von MIMO-Systemen in Zustandsraumdarstellung

e zeitkontinuierliche Systeme:
Stabilitéitsdefinition und -bedingungen: |s. BB RLM 2-12 |
Plausibilitat der Stabilitdtsbedingungen:
Beispiel: diagonaldhnliche Systemmatrix A
= Losung Zustandsvektor (s.

Stabilitét:

z,;(t) — 0 Vi
=etilt=to) 5

=-alle Eigenwerte \; miissen negativen Realteil besitzen.

also: Stabilitétsiiberpriifung mit den gleichen Kriterien wie bei der Ubertragungsstabilitéit moglich.

e zeitdiskrete Systeme:
Stabilitétsdefinition und -bedingungen: ’s. BB RLM 2-13 ‘
Plausibilitidt der Stabilitéitsbedingungen:
aus alternativer Losung der homogenen Zustandsdifferenzialgleichung:

z(k+1) = ¢z(k) (2.6)
(s. frither: z(k) = QkQ(O))
Exponentialansatz:
Q(k) — eakTQ: Zk v
in (2.6)): 2ty = szy
F(zv— ¢v) =0
F(eI—¢)v=10
L (2l 9u=0
Da v # 0, gilt:
det(z1 — ¢) = 0 : charakteristische Gleichung (2.7

Losungen von (2.7): A1,..., A,: Eigenwerte von ¢
= vy,..., 9, (Rechts-) Eigenvektoren von ¢
Spezialfall: \q,..., )\, einfache Eigenwerte

= v4,..., 9, linear unabhéngig

= allgemeine Losung fiir z(k):

z(k) = i: ALY, (2.8)

28):  [zo(k) =

n
§ k

CZ'AZ- ;0
i=1

—0 fiir k—oo fiir bel. ¢;(Zbel. z,), wenn gilt: [A1],...,[An|<1

n
< el Mol v=1,...,n
=1

Fazit: auch hier bekannte Stabilitatskriterien einsetzbar.
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2.3 'Trajektorienanalyse im Zustandsraum

Prinzip: Systemanalyse durch Bestimmung des zeitlichen Verlaufs der Systemtrajektorien im Zustands-
raum.
= tieferes Verstdndnis moglich

e geometrische Anschauung des Zustandsraumes
e Einfluss der Eigenmodi und der Eigenbewegung (+ Eigenwerte)

o anschauliche Stabilitétsanalyse (auch weiterfithrend bei nichtlinearen Systemen, hier nicht im Fokus)

2.3.1 Ruhelagen und Linearisierung im Zustandsraum

Ausgangspunkt: allgemeine Systemdarstellung im Zustandsraum (‘ s. BB RLM 1-1 ‘)

(2, u) (2.9)
(z, u) (2.10)

I8
Il
I~
I
[S

)

e
Il
ke
I
I

Ruhelage (stationfrer Zustand): Fester Wert zp des Systems bei dem es bei einem
kostanten Eingangsvektor u(t) = up als Anregung fiir wachsende Zeit zur Ruhe kommt.

zr={z €R" | z(t) = xp fir t = oo}
Offenbar gilt in der Ruhelage:
lapup =0 (2.11)

Haufig: Ruhelagen sind sogenannte Arbeits- oder Betriebspunkte von Systemen. (hier aus Ableitung der
bekannten linearen Systembeschreibung motiviert.)

Linearisierung im Zustandsraum (vgl auch z.B. SRT)

Gegeben: mit f, g stetig differenzierbar.
Gesucht: Lineares Verhalten in der Umgebung des Arbeitspunktes (AP).

= Ubergang zu den Abweichungen vom Arbeitspunkt:

Az =2x—xp
Au=u—up
Ay=y-yg

Herleitung: im AP gilt:

mit Abweichungen:

(zp +Az)* = f(zp+ Az, up + Au)
(yp +Ay) = glzg + Az, up + Au)

I jeweils Taylorreihenentwicklungen von f und g um den AP (zy, up)

(zp+Az)* = flzp,up)+ +=| Az+ = -Au+ By(Az"Au")  (r=2,3,..)
—_———— — 8& AP Ulpp N
Ak =0 ~—— —— ~0 im AP
A B
dg 0
(yp T8y = g(zp up)+ 7=| Bz+ 5= -Aut By(Az",Au")  (r=2,3,..)
o - —_— Oz | zp Ou|pp —
N—— ~0 im AP

Yy
2R s D
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Also gilt in der Umgebung des Arbeitspunktes dann:
A=A -Axz+ B-Au

Ay=C-Az+D-Au
mit A, B, C, D sogenannte Jakobimatrizen, z.B.:
Aft of1
oz e Oxy,
A =1 S
() of, Ofn
Jz1 T Ban

Ruhelagenbestimmung bei linearen Systemen
Gegeben:
&= Az + Bu
y=Cx+ Du
|} Ruhelage i|AP(£R’ER) =0
0= Azp+ Bug (2.12)

Yp=Cxp+ Dup
(2.12) = Azp = —Bu, : Lineares Gleichungssystem = Losung abhéngig von A:

o A reguldr (det A #0)
l.zp= —A_lﬁgR : eindeutige Losung

e A singular (det A =0)
2. unterbestimmtes Gleichungssystem: Losungsmenge zp, d.h. unendlich viele Lésungen
3. tiberbestimmtes Gleichungssystem: keine Losung (ausgeschlossen bei up = 0)

2.3.2 Trajektorienbestimmung im Zustandsraum

Jetzt: Analyse des zeitlichen Verlaufs der Zustandsgrofien im Zustandsraum. ‘s. BB RLM 2-14
Wahl der zweiten Zustandsgrofe x4 als Ableitung der ersten Zustandsgrofie .

= Zustandsraum = Phasenebene

(z.B. 21 = x (Position) , 3 = & = v (Geschwindigkeit))

Durch diese Wahl wird die Trajektoriendurchlaufsrichtung festgelegt:

€2

Zo1

T

8
\/’S

Zo3

To = 21 > 0: 1 wichst.
T = o1 < 0: xq fallt.
Trajektorienberechnung:

1. Reduktion der zwei Zustandsdifferentialgleichungen auf jeweils DGL 1. Ordnung fiir 2o = z5(z1)
oder z1 = xa(x2).

2. Trennung der Verdnderlichen und jeweils Integration.

3. Identifikation der Kegelschnittgleichung zur Bestimmung der Trajektorienform.
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Beispiel: DGL 2. Ordnung;:

DGL: & =u
|} u = ¢ (konstant)
T=c

Zustandsgrofsen: 1z ==z

Zustandsgleichungen: &1 = x5

Trajektorien:

1. Reduktion auf eine DGL:
.’)"JQ - daig/dt - dCL'Q - C

il a dl‘l/dt o E a i)

2. Trennung der Veranderlichen:

To - dre = c-dx;
| Integration

/[L‘Qd{EQZ/Cd.’El

2
)
—= = cx1 + const

3. Kegelschnittgleichung identifizieren: x3 = 2cz; + k (Parabel in der Phasenebene)
Schnittpunkte: (z1p,0): 0 = 2cz1p + k & k = —2cxyy,
Also: 23 = 2c(z1 — z1p)

€2
c<0
T
c>0
Zeitabhingigkeit der Trajektorien:
T2
Lo
Z20
toe
Le
T2e
€
10 Lle
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. !
a) 1 = X2 :Ig(zl)

b) &= f(z1,22,u)

al’l te /ﬂvle 1
a — = x9(x = ot = 0x1 = toe
) 875 2( 1) to Z10 l‘g(ﬂ?l) !
Oxo te T2e 1
b — = f(x1,22,u = ot = ————————0T9 = toe
) ot f( b ) to T20 f(xl,l’g,u) ?

Beispiel: DGL 2. Ordnung (siehe oben)

5.81:1'2

€2

z, = (0,22R)

z1
2o = (—71p,0)
Trajektorien:  z3 = 2c(z1 — 21p)
Ty — X0 T2 =+/2c(z1 — z1p)
Toe = V2cx1y
te T2e ] Tq |%2¢ 2z
tOe:/ dtz/ *8.132:*2 = 711)

to Za20 C C lzo0(=0) C

2.3.3 Trajektorienverlauf und Stabilititsanalyse

Jetzt: Stabilitdtsbeurteilung anhand der Trajektorienverlaufe.
Dabei: Betrachtung der Lyapunov-Stabilitéit von Ruhelagen |s. BB RLM 2-15 |

Vergleich mit bisheriger Stabilitdtsdefinigtion ‘ s. BB RLM 2-12, 2-13 ‘
Definition:

System stabil < einzige Ruhelage xp = 0 des homogenen Systems global asympto-
tisch stabil.

Vorteil der Ruhelagenstabilitatsdefinition:

e auf nichtlineare Systeme zugeschnitten. (Im Gegensatz zum linearen Fall auch mehrere, endlich
viele Ruhelagen mit unterschiedlichem Stabilitétsverhalten moglich.)

e auch Grenzfille im linearen zu analysieren.
Beispiel: ungeddmpfter Schwinger ‘ s. BB RLM 2—14‘

w[% ]

m

EWe: det(A\l — A) = i\ ;\1‘:)\24_7;:0

m
= M2 ==%j/= (EWe auf j-Achse)
Also: System nach linearer Definition instabil, aber Ruhelage z; Lyapunov-Stabil!

Typische Trajektorienverldufe linearer Systeme 2. Ordnung in der Phasenebene: | s. BB RLM 2-16 bis 2-23
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2.4 Steuer- und Beobachtbarkeit von MIMO-Systemen im Zu-
standsraum

2.4.1 Steuerbarkeit

Hierbei Fragestellung: Ist der Systemzustand z(t) durch die Eingangsgrofen w(t) hinreichend gut
(beliebig) beeinflussbar? (wichtig fiir spiteren Reglerentwurf)

e Zeitkontinuierliche Systeme

a) Definition: |s. BB RLM 2-24 | Anmerkungen:

1. Neben Steuerbarkeit auch definierbar: Erreichbarkeit:
beliebiges z, ldsst sich mit geeignetem w von z; = 0 erreichen. Bei LTI-Systemen beide
Probleme dquivalent, daher nur Steuerbarkeit betrachtet.

2. Vollstandige Steuerbarkeit betrachtet, da alle Zustandsgrofsen einbezogen, auch mdoglich:

— Teil-Steuerbarkeit (nur bestimmte x; beeinflussbar — steuerbarer Unterraum — spé-
ter)

— Ausgangssteuerbarkeit (Nur Ausgangsgrofen beeinflussbar)
b) Uberpriifung der Steuerbarkeit

1. Grafische Kriterien
ablesbar am Strukturbild: Nicht steuerbare Zustandsgréfien liegen vor bei

— vom Fingang abgetrennten Zustandsgrifsen
Beispiel: SISO-System in Modalform, [s. BB RLM 2-2]
System nicht vollsténdig steuerbar, wenn mindestens ein b = 0
= 2} nicht mittels u beeinflussbar (b} = 0: \; nicht steuerbarer Eigenwert, — spéter)

— parallelen Systemen gleicher Dynamik

1+1Ts T
u(t) ——
1+1TS T2
x1 und z nicht unabhéngig voneinander steuerbar.
— Pol-/Nullstellenkompensation Beispiel:
u 7 -~ 1112?; T2

Kompensation — spéater

2. Algebraische Kriterien:
Kriterien von

— KALMAN
— HAuTUS
— GILBERT
— |s. BB RLM 2-24
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Herleitung: (beispielhaft Kalman- Kriterium)
Losung der Zustandsdifferentialgleichung & = Az 4+ Bwu aus|[1.2.5

2(t) = (¢ — to)z(to) + / 6(t —7) Bu(r)dr

~U/t=t€: &(te)zg
te

Bt — to)(ty) = / o(t. — 7)Bu(r)dr

2
= ¢(te) E/g(T)dT—i—AE- —/T-Q(T)dT —‘y—AQE/%y(T).
to to to
—_——— —_——
Qo Ql

= ¢(te) [BCy+ ABC, + A’BCy + -+~

Da zj beliebiger n-dimensionaler Vektor ist, muss die Linearkombination der A” B den
n-dimensionalen Raum aufspannen

=1g[B,AB,...]=n (2.13)

aulerdem gilt: Theorem von Cayley-Hamilton:

Eine Matrix S geniigt ihrer charakteristischen Gleichung
(n,n)

det (AL — 8) = A"+ pu 1 A" -+ piA+po =0
d.h. es gilt:

| 8" +paa S+ 4pS+pol=0 |

also: A" +p, 1 A" prA+pol =0 .
= A" - B ist eine Linearkombination der iibrigen A*B, (i =0,1,...,n— 1)

jrg[E7Aﬁy];rg|:§,AB’7An_1ﬁj|

(nunp)

also Kalman-Kriterium:

System vollsténdig steuerbar < rg @ =n ‘ (2.14)

Anmerkungen:

— SISO-Fall: B = b ,d.h. QS hat n linear unabhéngige Spalten

(n,p)  (n,1) (n,n)

— MIMO-Fall: u.U. nicht alle Produkte A°B zur Erfiillung von (2.14)) erforderlich.
= Definition:

Steuerbarkeitsindex mg
kleinste natirliche Zahl mg, mit der gilt

rg I:Eu Aﬁv"‘aéms_lﬁ] =N

(anschauliche Bedeutung: s. zeitdiskreter Fall!)
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e Zeitdiskrete Systeme:
ganz analoge Definition und Kriterien wie bei zeitkontinuierlichen Systemen, ‘s. BB RLM 2-25
Steuerbarkeitsindex motivierbar aus diskreter Zustandstrajektorie: vgl.

zy = z(0) z(1)

* ) Oz

z(m —2)
z(m — l)ge — 2(m) =0
u(m — 1).

Abbildung 2.1: (u(0), u(1),..., u(m — 1)) endliche Steuerfolge, die z, in m Schritten nach z, iiberfiihrt

m—1
z(m)=0=¢"z(0)+ > ¢" ' Hu(v)
v=0
vektoriell:
u(m —1)
[H,¢H,....¢" " H] - : = —¢"z(0)
—_——
= Q. u(0) 5
(n,mp)
Da z} beliebig: Steuerfolge existiert, wenn gilt:
rgQ =n (2.15)

Anzahl der Steuerschritte:

— Bedingung (2.15): m-p > n, d.h. m > %
— wegen des Theorems von Cayley-Hamilton: hochstmdglicher Rang von Qm bei Qm = QS mit
Q;:uigﬂwwgmﬁﬂ,ﬂmmgn

IN
3
IN
S

(2.16)

SRS

Steuerbarkeitsindex mg:
kleinste natiirliche Zahl geméf (2.16)), die (2.15) erfiillt, d.h. es ist die minimale Anzahl von Steu-
erschritten, um von z; nach z, = 0 zu gelangen. (dabei:

a) mg = 2: eindeutige Losung

b) mg > %+ unendlich viele Losungen, s. spéterer Reglerentwurf)

2.4.2 Beobachtbarkeit

zu duale Fragestellung:
Ist der (ggf. beliebige) Anfangszustand x bei bekanntem Eingang w(t) mittels der Ausgangsgrofien y(t)

hinreichend gut ermittelbar? (wichtig fiir spateren Beobachterentwurt)

e Zeitkontinuierliche Systeme

a) Definition: ‘s. BB RLM 2-26 oben
Anmerkungen:
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1. hierbei auch definierbar: Rekonstruierbarkeit:
beliebiges aktuelles z, lasst sich bei bekanntem wu(t) aus y(t) rekonstruieren. Bei LTI-

Systemen sind beide Probleme #quivalent. = nur Beobachtbarkeit behandelt.

2. Volistindige Beobachtbarkeit im Fokus, auch Teil- Beobachtbarkeit (nur bestimmte z

beobachtbar) moglich.
b) Uberpriifung der Beobachtbarkeit

1. Grafische Kriterien:
aus Strukturbildanalyse, analog zur Steuerbarkeit: Nicht beobachtbare ZustandsgrifSen lie-
gen vor bei

— vom Ausgang abgetrennten Zustandsgrifien
Beispiel: SISO-System in Modalform, |s. BB RLM 2-2

System nicht vollstdndig beobachtbar, wenn mindestens ein ¢ = 0
=z} tragt nicht zu y bei (¢ = 0: \; nicht beobachtbarer Eigenwert)

— parallelen Systemen mit gleicher Dynamik
— Pol-/Nullstellenkompensation

2. Algebraische Kriterien:
Kriterien von

— KALMAN
— HAuTUS
— GILBERT

— |s. BB RLM 2-16]
Herleitung &hnlich wie bei Steuerbarkeit.

Anmerkungen:
— SISO-Fall: C = ¢, d.h. QB muss n linear unabhéngige Zeilen besitzen

(an) (1) (n,m)
— MIMO-Fall: u.U. nicht alle Produkte C A*, (i = 0,1, ...) zur Erfiillung des Héchstrangs
n von @ 5 erforderlich.

(ng,n)
= Definition:

Beobachtbarkeitsindex mp
kleinste natirliche Zahl mpg, fir die gilt:

c Ama—1

o Zeitdiskreter Fall
Definition und Kriterien analog zum zeitkontinuierlichen Fall: ‘s. BB RLM 2-27
Auch hier mp an diskreter Zustandstrajektorie (sieche Abbildung anschaulich zu machen.

also:
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x(m—1
Oﬁvy(m)— 1)
z(m —2)
= y(m—2)
u(2) O
u(1) gz(s))y(g)
"ﬂ”ﬁi e
_ x(1 Yy
Zg —:%(5()) = y(l)

Abbildung 2.2: (y(0),..., y(m — 1)) ist endliche Messwertfolge von x(0) nach z(m — 1)

<

bzw.:
c y(0)
C¢ y(1)
) z(0) = ) + ... (Rest von u abhéngig) (2.17)
com ! y(m— 1)
— ~(ma,1)

—m
(ma,m)

analog zur fritheren Schreibweise:
Gleichungssystem (2.17) ist nach z(0) auflésbar, wenn gilt

gQ =n (2.18)

mit Forderung (2.18)) und Beachtung des Theorems von Cayley- Hamilton ergibt sich wie bei m

<m<n (2.19)

|3

Beobachtbarkeitsindex mp:

kleinste natiirliche Zahl gemaR (2.19), die (2.18) erfiillt £ minimaler Anzahl von Messwerten, um
2(0) zu ermitteln
(dabei:

a) mp = 7: eindeutige Losung

b) mp > %: unendlich viele Losungen, siehe spéter Beobachterentwurf)

2.4.3 Kanonische Systemzerlegung nach Kalman

bislang: globale Eigenschaften der vollstdndigen Steuer- und Beobachtbarkeit behandelt.
jetzt: genaue Analyse des Systems: Welche Anteile steuer-/beobachtbar, welche nicht?

Hierzu etwas tiefer in die mathematische Begriffswelt linearer Abbildungen eintauchen:
s. BB RLM 2-28

Analyse durch geometrische Betrachtung moglich, exemplarisch an Steuerbarkeit ausgefiihrt.
Ziel: Bestimmung der steuerbaren (xg) und nicht steuerbaren (xg) Zustandsgrofen und ihrer jeweiligen
Unterriume Xg und Xg, fiir die wegen Xg = X&, d.h. Xg @& Xg = R" gilt:

T=xg+ 23
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(vgl. [s. BB RLM 2-28 )

Beispiel: n = 2
Aus Losung der Zustands-DGL (s. frither):

nun gilt (ohne Beweis):

z*(t) € R™ lasst sich genau dann durch

darstellen, wenn gilt
z*(t) € Bild(WW)

Dabei ist die symmetrische Matrix W die sogenannte Gramsche Matriz

Vergleich mit z*(t) = zg(t), E(1)=¢(t—T7)B

steuerbarer Unterraum Xg

[ Xs=BldW), (zs€Xs) |

auferdem folgt mit |s. BB RLM 2—28‘

Nicht steuerbarer Unterraum Xg:

Xg=X& = Bild(W)* £ Kern WT X Ken W, (25 € Xs)

also: Xg = Kern(W) = Kern(EET) . Kern(ET) 2 Raum aller zg, fiir die gilt: FT. zg =0, d.h

ET?T(LL —T)zg =0
o(t)=I+At+ A% Loy .
ET(AT)ix§297 i:071,...7n—1

llQS:[B,AB,...,A"’lﬁ]
Xg = Kern(Qg)
=Xg = Bild(Qs)

Dimension der Unterraume: |s. BB RLM 2—28‘

dim(Xg) =rg(Qy) = ns
dim(Xg) = Defekt(Q ) =n —ns
(Vollstandige Steuerbarkeit: rg (Q

¢) =n: Kalman-Kriterium

Beispiel: n =3, ng =2 = Xg : Ebene

(2.20)
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€2

AN h

/ z, € X;: steuerbare Bewegung

e = Bild(Q,)

durch analoge Uberlegungen ergibt sich fiir die Beobachtbarkeit:
Beobachtbarer Unterraum Xp

Xp = Bild (QF)

(dim(Xp) =15 (Q,) =ns)
Nicht beobachtbarer Unterraum Xz

X5 = Kern (QB)

(dim(X ) = Defekt(Q ;) =n —np)
nun kann man die eigentliche Zerlegung nach Kalman angehen.
Prinzip: Transformation der Zustandsgréfen x durch

X = IK T

mit Ty = [T, Tros Tiesy Tiey] 80, dass fir den neuen Zustandsvektor

2x = (25, 2%y, 2k 2ha]”
gilt:
Ty € Xgp = Bild (L)
Zys € Xsp = Bild (T,)
Ty € Xgp = Bild (Lks)
Ty € Xsp = Bild (LTgy)
sowie

Xsp ® Xsp ® X553 ® Xgp =R"
zunichst: verdndern Transformationen vom Typ (2.21) die Eigenschaften? Nein!
Beweis (fiir Steuerbarkeit):

Qy=[B,AB,..., A" ' B]

Qgp = BKaAKBKa'“ Ay By

e B T AB, . T A B]
1

(2.21)



30 Kapitel 2. Analyse linearer zeitinvarianter Mehrgrékensysteme

Bestimmung der T'j,;:
offensichtlich: Zerlegung in die vier Subsysteme nur dann mdoglich, wenn System weder voll steuer-,
noch beobachtbar ist.

Zunichst: @ und @, aufstellen, dann die Unterriume Bild(Q) und Kern(Q ) ermitteln, damit 7'y,
wie folgt zu bestimmen.

1. Tk Basisvektoren von Xgp, d.h. Xgp = Bild(Tk1) = Bild(Q) N Kern(Q ;)

2. T o: librige Basisvektoren von Bild(Q

Q). die nicht in T enthalten, d.h.

Bild ([Lcy, Te»]) = Bild(Q)  baw.

Xsp = Bild(Ty,) = Bild(Q,) N (Kem (QB))l

3. T s librige Basisvektoren von Kern(@Q

Q) die nicht in Ty enthalten, d.h.

Bild ([T gy, Tgs)) = Kern(Q )  bzw.

Xsp = Bild(Tye;) = (Bild(Q))* NKem (Q,,)

4. Ty weitere Vektoren, die T'jq, T o und 15 als Basisvektoren fiir R" ergénzen:

Xgp = Bild(Tgy) = (Bild(Q,))" N (Kern(Q ,))*

Struktur der Zerlegung;: ‘s. BB RLM 2—29‘
Beispiel: |s. BB RLM 2-30 bis 2-32 |

2.5 Pole und Nullstellen bei MIMO-Systemen: Definition und
Einfluss auf das Systemverhalten

wieder exemplarisch am zeitkontinuierlichen Fall behandelt. Pol-/Nullstellendefinition nicht unmittelbar
klar.

Beispiele hierzu:

a) SISO-System:

-1 0 0 1
A=10 -2 0|, b=|2], =[0 1 1]
0 0 -2 -1

Ubertragungsverhalten: ablesbar an G(s)

Gls) = s24+bs+4  (s4+T)(s+4)
8346524 11s+6  (s+H1(s+2)(s+3)

also Kompensation von Zahler- und Nennernullstellen: Pole, Nullstellen?

b) MIMO-System:

0o 0 O 1 0
A0—10,801,C[é;(1)]
0o 0 -3 1 0

Pole? Nullstellen?
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2.5.1 Systempole und invariante Nullstellen

Begriffsdefinition auf Basis der Systembeschreibung mittels der Rosenbrockschen Systemmatriz P(s) (s.

1.2.9):
el-2et B R

1. Systempole
Kenngrofen, die das autonome Systemverhalten (—Anfangswert-Ubertragungsverhalten) bestim-
men
X(s) = (sL— A) 'z

_ [Adjunkte von (sI—A)

Tt T— ) L gilt: Systempole von X (s) = Nullstellen von det(sI — A)

wegen (sI — A)~!

U«vgl‘ mit char. Gleichung det(AI— A)=0

Systempole L Eigenwerte des Systems (von A)

(Anzahl der Systempole: n)

Eingangsbeispiele:

a) Systempole: A\ = -1, A =-2, A3=-3
b) Systempole: A\ =0, Ao =-1, A3=-2

Besonders iibersichtlich: System in Modalform:

2. Invariante Nullstellen
Annahme: p = g (gleiche Anzahl von Ein- und Ausgéngen)
Definition:

Invariante Nullstellen
Stellen n der komplezen Ebene, an denen P(s) den Hdéchstrang n + p verliert, also
Losungen von

| detP(n)=0 |

Namensgebung: invariante Nullstelle
(B) (4)

(A) Annahme: n # A; Vi; kein Durchgriff = D =0

[A-nl B I 0 ~nl B
1
[A—nl B
=det| 0 C(I-A'B
—
G(n)

=det(A—nl)-det G(n)
Speziell EingroRenfall: G(n) = G(n)

n = Nullstellen von G(s) (2.22)
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(B) Invariante Nullstellen nicht verfinderbar (Zinvariant) bei

e reguldren Zustandstransformationen
e Riickfiihrungen (=Regler, s. spiter)
o Vorfiltereinsatz (s. spéter)

Anmerkungen

e allgemeine Bestimmung der invarianten Nullstellen (auch fiir p # ¢) aus der Transformation
von P(s) auf sogenannte Smith- Normalform

D regulér

n—p D=0und C- B regular

3

e Anzahl der invarianten Nullstellen fiir p = ¢ : {

frithere Beispiele:

[—1 -7 0 0 1
a) det P(n) = det 8 20 7 _30_77 f =+1Dn+4)=0
0 1 1 0
= Invariante Nullstellen: n; = —1, 17y = —4
[—n 0 0 1 0
0 —-1-n 0 0 1
b) det P(n) =det | 0 0 —2—-n 1 0| =-4(n+1)=0
1 1 1 0 0
0 2 0 0 0
= Invariante Nullstellen: n; = —1

2.5.2 Ubertragungspole und -nullstellen

Gegenseitige Beeinflussung von Systempolen und invarianten Nullstellen offensichtlich fiir SISO-Systeme

L invariante Nullstellen m

Beispiel a): Systempol \; = —1 =
£ Kompensation im Ubertragungsverhalten

= in G(s) kiirzen sich A\; und 7

daraus definierbar:

3. Ubertragungspole
= Systempole, die nicht durch invariante Nullstellen kompensiert werden kénnen und damit im

Ubertragungsverhalten sichtbar sind (= {Ubertragungspole} C {Systempole})

4. Ubertragungsnullstellen
— Invariante Nullstellen, die nicht durch Systempole kompensiert werden und ebenfalls im Uber-

tragungsverhalten sichtbar sind (= {Ubertragungsnullstellen} C {invariante Nullstellen})

Beispiel a):
Ubertragungspole: A\j;; = =2, Mgy, = —3
Ubertragungsnullstellen: n; = —4

Bedingungen fiir Kompensation im Ubertragungsverhalten

(A) Systempole und invariante Nullstellen liegen an gleicher Stelle der s- Ebene
Problem: (2.22) bei MIMO-Systemen nicht ausreichend, da die Ubertragungsnullstellen und Uber-

tragungspole nicht direkt an G(s) ablesbar.
(zuvor Transformation auf sogenannte Smith-McMillan-Form erforderlich, kompliziert!)

Es gilt lediglich:

1 gemeinsame m-fache Nullstelle aller Elemente von k Zeilen (¢ < p) oder Spalten

(g > p) von G(s) )
= 7 mindestens k - m-fache Ubertragungsnullstelle
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Beispiel b): Invariante Nullstelle 7 = —1 = Systempol o, aber 7 ist eine Ubertragungsnullstelle!
(aber an G(s) nicht ablesbar.)

zusétzliche Bedingung fiir Kompensation aus SISO-Fall in Modalform ‘ s. BB RLM 2-2

" e
> G0 =>

v=1

also: Systempole )\, nur dann in G(s) enthalten (= ), auch Ubertragungspol!), wenn c}b% # 0,
d.h. A\, steuer- und beobachtbarer Eigenwert.

weitere Kompensationsbedingung:

(B) Der an gleicher Stelle wie die invarianten Nullstellen liegende Systempol ist ein nicht
steuerbarer und/oder nicht beobachtbarer Eigenwert
plausibel aus Berechnung der invarianten Nullstellen aus det P(n) =0
= P(n) hat Rangverlust, d.h.

A-nl B
g [ Cni O} <n+p (2.23)

also: fiir (2.23) mit n = A (vgl. (A)) zwei Moglichkeiten:
e rg[A— XL B] <mn: A nicht steuerbar (Hautus) (Zeilenrangverlust)

o 1g [A _CM} < m: A nicht beobachtbar (Hautus) (Spaltenrangverlust)

Beispiel b):

10 0 1 0
org[A—)\gl E]:rg 00 0 0 1|=3=n
00 -1 1 0
= Ao steuerbar
1 0 O
0 0 O
org[A_C)\zl}—rg 0 0 —1|=3=n
- 1 1 1
0 2 0

= Ao beobachtbar

= keine Kompensation
= Ubertragungspole = Systempole, Ubertragungsnullstellen = invariante Nullstellen

Anmerkungen zur Pol-/Nullstellenthematik

e System vollsténdig steuer- und beobachtbar
{Systempole} = {Ubertragungspole} und
{invariante Nullstellen} = {Ubertragungsnullstellen}

e bei Kompensation von Systempolen A und invarianten Nullstellen #: falls A nicht steuer-/beobachtbar,
so heifit n Eingangs-/Ausgangs- Abkopplungsnullstelle (“decoupling zero”)

e Pol-/Nullstellenkonfiguration hat grofie Konsequenzen fiir die Reglersynthese (Polverschiebung, s.
spater): Ubertragungspole und Ubertragungsnullstellen gezielt beeinflussbar!
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Kapitel 3

Regelung linearer zeitinvarianter
Mehrgrofsensysteme

3.1 Regelung bei Ein-/Ausgangsnullstellen im Bildbereich

erneut nur zeitkontinuierlicher Fall betrachtet
Ausgangspunkt: I/0O-Modelle mit gleich vielen Ein-/Ausgangsgrofien p = ¢

Gu(s) -+ Gip(s)
1.1 = Y(s) = G(s) - U(s) = : . : -U(s)

Gpi(s) -+ Gpp(s)

1. Ansatz zur Reglersynthese: Fiir jeden der Hauptiibertragungspfade Y;(s) = G;;(s)U;(s) separater
Reglerentwurf wie bei SISO-Systemen unter Vernachléssigung der Koppelstrecken G;;(s) bzw. Gj;(s)

aber: aufgrund der vorhandenen Wechselwirkungen trotz dann stabiler Hauptpfade instabiles Verhalten
(Koppelschwingungen) moglich.
daher besser: Entwurf mit

e Reihen- bzw. Serienentkopplung (exakte Entkopplung)
(BocksENBOOM, HooD 1950)

e stationirer Entkopplung (unvollstindige Entkopplung)

3.1.1 Reihen- bzw. Serienentkopplung

Gegeben: Strecke (P-Struktur) Y (s) = G(s)U(s)
Gesucht: Regler U(s) = R(s) E(s)
—~—

Regeldifferenz

| = Y(s)= G6)R(E)EE) |

Entwurfsforderung: Entkopplung durch R(s) und separate Regelung der i entkoppelten Pfade mittels
separater Gk;(s), d.h.

G(s)R(s) = G (s)Gp(s)

Gll(s) 0 GKl(S) 0
mit Gp(s) = , Gg(s)=
0 Gopp(s) 0 GKp

Entkopplungsregler zur

= R(s) = Q_l(S)QD<s)QK(S) exakten Entkopplung

35
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Beispiel: Zweifachregelung | s. BB RLM 3-1
anhand der Struktur ersichtlich: folgende Aufgaben zu 16sen:

e Auftrennung der Signalpfade zwischen e; und y; sowie zwischen e; und y;

(Ri1-Ga1 + Ro1 - Ga2) - By <0

20, da e; beliebig

= RQl(s) = —gjléz; Ru(s) (31)
analog:
R12<5> = —giéj; RQQ(S) (32)

e Regelung der Hauptsignalpfade zwischen e; und y;, sowie e; und y,

mit (3.1) ergibt sich

Gi1(s)Ri1(s) — W - Ri1(s) = Gr1(s)Gi1(s)

(o) (G - L2 G516
| baw. Ru(s) = F(s) - Gra(s) | (3.3)
mit F(5) = oot (3.4)

G11(s)G22(s)
analog:
‘ Raa(s) = F(s) - Gra(s) ‘ (3.5)
Bezeichnungsweise:

o (3.1), (3.2): Entkopplungsregler
e (3.3), (3.5) mit (3.4): Hauptregler
Struktur: ‘s. BB RLM 3-2 oben‘

Probleme bei exakter Entkopplung:
e geritetechnische Realisierung kann problematisch sein bei

— mdglichen Streckentotzeiten e~7t*

— Regler-Ubertragungsfunktionen mit Zéhlergrad > Nennergrad (Storwelligkeit wegen differen-
zierendem Charakter)

e sehr aufwéndig bei Strecken héherer Ordnung oder p > 2

= Kompromiss: stationdre Entkopplung

3.1.2 Stationire Entkopplung

Prinzip: Entkopplung nur im stationdren Fall (¢ — oo bzw. s — 0, also fiir G(0)), dann separate
Regelung mit Gg;(s)

= G(0)- R(s) = Gk(s) - Gp(0)

bzw. R(s) = G '(0)Gp(0)-Gx(s)

konstante Matrizen
= Probleme von exakter
Entkopplung vermieden.
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Beispiel: Zweifachentkopplung ’s. BB RLM 3-2 unten
Gleichungen (3.1) - (3.5) mitG;;(0) = F(0)

= Entkopplungsregler: P-Glieder, Hauptregler nur mit Konstanten multipliziert.
Falls dynamisches Verhalten unbefriedigend:
Verbesserte stationire Entkopplung méglich:

e Hauptregler (Beispiel: (3.3)), (3.5)) wie bei stationdrer Entkopplung

e Entkopplungsregler niher an exakter Entkopplung gewihlt, indem man durch einfache Ubertra-
gungsfunktionen approximiert.

Beispiel:
Ggl(s)
3.1) : Roy = —F(0 G
(3-1) 21 ( )G22(s) x1(s)
. _ Glg(s)
B-2): Ri2=-F(0) Gi(s) Gika(s)

Approximation durch einfache
Ubertragungsfunktionen, z.B.

PT-Glieder (% 15712)

3.2 Regelung bei zeitkontinuierlichen Zustandsmodellen

3.2.1 Grundansatz und Struktur der Regelung: Zustandsriickfiihrung und
Vorfilter

Ausgangspunkt: System in Zustandsdarstellung (=(Regel-)Strecke)
&= Az + Bu
y=Cz+ D u
- =0

Annahmen:
e System vollstiandig steuerbar

e Zustandsvektor z(t) messbar (oder zumindest muss das System vollstédndig beobachtbar sein, dann
ist x(¢) iiber Beobachter (s. spéter) bestimmbar.)

Struktur:

IS
I8

W ==

<
-+
[
I
s
S
_|_
oy
<
v
I
\4
<

=
N

Ansatz fiir die Regelung zweigeteilt: Kombination aus

(I) Zustandsriickfithrung

u (t) = —Rx(t), (E) : Reglermatriz (konstant)
p,n

dient zur Beseitigung beliebiger Anfangsauslenkungen (Anfangsstérungen) z,, d.h. im geregelten
System
i=(A- BR)z

muss R so gewahlt werden, dass Regelkreis stabil

= z(t) - 0 fur £ - oo
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(IT) Fiihrungsgroéfienformung

V. . Vorfilter (konstant)

w(t) = V- wt), =

w(t) : Fihrungsgréfen
(g,1)

dient zur Erzielung eines gewiinschten Fihrungsverhaltens der Ausgangsgrofien (=Regelgrofen) y(t)
beziiglich w(¢), d.h. konkret muss im geregelten System V so gewédhlt werden, dass der Regelkreis
stationar genau ist.

=y — w(t) fiir t — oo

Insgesamt:

’ u(t) = —Rzx(t) + Vw(t) Zustandsregelung

Kennzeichen:
e regelt lediglich Anfangsstérungen aus, aber keine Dauerstérungen
e im Gegensatz zur klassischen Regelung findet kein Soll-/Istwert-Vergleich statt.

zunéchst Fokus auf Vorfilter:
Bestimmung von V fiir stationire Genauigkeit, falls R bereits stabil entworfen ist: stationarer
Zustand:

= z,=(BR—A) "' BVw

existiert, da im stabilen Regelkreis kein Eigenwert

in A = 0 (da sonst det(sI — (A — BR))|s=0 =0)

auierdem
y =Czx,
= Q(BE — A)_1§Zy ; W (fir stat. Genauigkeit)
U«Q beliebig
C(BR—A)'BV=1
bzw.

V= [Q(BR — A)_lﬁ] ! Vorfilter fiir stat. Genauigkeit

Spezialfall: SISO-System

v=1[c"(br" — A1y

3.2.2 Grundprinzip des Entwurfs der Zustandsriickfiihrung: Polvorgabe
Hauptaufgabe bei Zustandsregelung: Entwurf von I): w = — Rz so, dass Regelkreis (RK) stabil

Lo

(1)

[
I
[}

Zusitzliche qualitative Anforderungen (z.T. gegensétzlich):
1. Ubergang hinreichend schnell
2. Ubergang hinreichend gedampft

3. Stellgréfsenamplituden nicht zu grofs
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Fiir Stabilitdt: Fihrungs-/Ausgangsverhalten bedeutungslos. = Gleichung des Regelkreises:

&= (A—- BR) -z

—_————
Dynamikmatrix des RKes

s. frither: mafgeblichen Einfluss auf die Dynamik des Regelkreises haben die Eigenwerte (EW) Ag1, ..., Arn
von (A — BR)

= Entwurfsprinzip:

Vorgabe gewiinschter Eigenwerte mittels R éEz‘genwert/ (Pol)- Vorgabe(Verschiebung); (“pole assignment,
pole shifting”)

Dazu zwei Schritte erforderlich:

1. geeignete Wahl der Eigenwerte Ag1,...,Agp
Regelkreis stabil = Ag; links der j-Achse in s-Ebene (nicht zu weit links, sonst zu hohe Stellaus-
lenkungen)
Zumeist: rechnergestiitzte Wahl (z.B. Simulationstools wie MATLAB/SIMULINK)

2. Berechnung des erforderlichen Reglers R
Entwurf iiber Vorgabe des char. Polynoms des Regelkreises:

detfs] ~ (A= BR)] = [[(s = dny )

v=1 vorgeben

also: 8" + ap_1(R)s" '+ +ag(R) = 8" +pu_15"" -+ po
Koeffizientenvergleich:

an—l(B) = Pn-1
: Synthesegleichungen (n Gleichungen fiir p - n Elemente von R)
ao(R) = po

Losung der Synthesegleichungen:

p =1 (SISO-System): Synthesegleichungen linear in den Elementen von R. Eindeutige Losung
genau dann, wenn Strecke vollsténdig steuerbar.

p > 1 (MIMO-System): Synthesegleichungen nichtlinear in den Elementen von R. Unterbestimmt,
d.h. unendlich viele Lésungen genau dann, wenn die Strecke vollstdndig steuerbar ist (WONHAM
1967)

Anmerkung: Daraus folgt alternative Steuerbarkeitsdefinition (ohne Herleitung):

Das System

8-
|

[

IS

+
+

e
Il
Q[
I8

IS I
1S

ist genau dann vollstdndig steuerbar, wenn mittels einer Zustandsriickfiihrung u =
— Rz eine beliebige Polkonfiguration im Regelkreis erzielt werden kann.

3.2.3 Polvorgabe bei SISO-Systemen nach Ackermann

Bestimmung von R bei vollstdndig steuerbaren Systemen durch die Ackermann- Formel (1971):
s. BB RLM 3-3, 3-4

Beispiel: Regelung einer Verladebriicke (Systemmodell |s. BB RLM 3-5 ‘)
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Herleitung des Modells: Uberlagerte Bewegungen:
e horizontal:

— Katze: mg - §x = F + S -sind (a)
— Greifer: mg - §¢ = =S - sin? (b)

Zusammen:
mK~§K=F—mg-§G
U«sg:sK+l~sin19é§G:§K+h§ cos9—192 sin ¥
(mx +ma)ix + mgl(Jcos? — 9% sing) = F (3.6)
e vertikal
Greifer: mgZg = —S cos? + mg - g mit

zg =1 -cost

Zq = —1¥sing — 14 cos ¥
mg g

sing” ¢

und den horizontalen Gleichungen ergibt sich:

§gcosV4+1-9+g-sind=0 (3.7)

(3-6), (3.7): nichtlineare DGLn, Appriximation fiir |9, || klein:
sind ~ 9, cos¥~1l, Psind~0
Lineare DGLn:

(mg +ma) - §x +mald = F (3.8)
g+l +g-9=0 (3.9)

jeweils Auflésen von (3.8) nach §x bzw. J und einsetzen in (13.9):

jo_mrtme g, 1 o
mg l mKl
1
§K:%'g'19+7'F
mg mg

Wahl der Eingangsgrofe uv = F und der Zustandsgrofen wie auf |s. BB RLM 3-5 |, sowie der Ausgangs-
grofe y = sk

T1=SKg I1 =T
mg .

To = Sk x'gzmk g-r3+ 5o u
1‘3:19 .Z"g:.’L‘4

_ 9 s _mirtmg g, _ .
T4 =1 Te = m l 3 m -l

Yy=1a

s
I

[
g

_|_

(=]
=

=
=

55
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&

Berechnung der Regelung und Simulationsergebnisse: |s. BB RLM 3-6, 3-7
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Loésungen fiir MIMO-Fall:
e Modale Regelung (speziell)
e Entkopplungsregelung (speziell)

e Vollstdndige modale Synthese (allgemein)

3.2.4 Modale Regelung

(ROSENBROCK, 1962)
Grundidee: einfacher Entwurf durch vorherige Transformation des Systems auf Modal(=Diagonal)-form

(5. [24), alsor
&= Az + Bu
U«Diagonal—Trafo (Voraussetzung: einfache Eigenwerte)
"= Az"+ B'u

A1 0 wi B
mit A= , B"=V'B=

0 An wl'B

Zeilenschreibweise: &} = A\;x} + yiTﬁg , (1=1,...,n)
=uj=bjjur+-+bj up
Regleransatz: uf = —rfzf, (i=1,...,n)
=ar=WN-r)z;, (=1...,n)
——
Irmi

Dabei: Ag; gewihlte Eigenwerte des Regelkreises
=7 =\ —Agi bzw.

| wi=—(-dm)-3l, G=1,...,n) |

aber: Stellgrofen u gesucht, nicht

nun gilt: v} = w! Bu, (i=1,...,n)
uj uj = wi Bu
also: | 1| =
u;, uy, = wy), Bu
Also n lineare Gleichungen fiir uy,...,u,, da normalerweise p < n: tberbestimmtes Gleichungssystem

(i.A. nicht lésbar)

Problemlésung: Vorgabe von nur p Eigenwerten, dazu Analyse, welche Eigenwerte dominant (é maft-
geblich fiir das dynamische Verhalten) und Umsortierung der Zustandsgrofien so, dass gerade die ersten
p Figenwerte dominant sind.

= Gleichungssystem fiir die ersten u} (i =1,...,p)
u} wl'B
= wu, ﬁ; 2 erste p Zeilen von B* = V!B
N T ~—
Up w, B (p,p)
—_————
=B
uj uj Al — ARl 0 ]
Su=(B)"" || mit |[:]|=-
uy, uy, 0 Ap — ARp z,
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nun gilt
a wi
lEmwr= |2 (erste p Zeilen von z* = V7ig = we)
* T
Zp wy,

A1 — AR1 0
u=—(B)"" 5 w, T
0 )‘p - /\Rp
R verschiebt \;—Agr;, (i=1,...,p)
wl B wl
mit: By = , ow,=|
T T
w, B wy,
wfB]™' M- Am 0 wf
R=1| : : (3.10)
MII;E Q )\p — )\Rp MZ
Anmerkungen:
1. Existenz von (Q;)fl erforderlich
= ﬁ; muss regulir sein, d.h. w! B, ..., w! B linear unabhiingig. Nun gilt

rg B =p (Hochstrang wegen p < n)
——
(n.p)
* —1 _
=g B =rg(V" " B)=p

Also: B enthilt p linear unabhéngige Zeilen
= ggf. Umordnung der Zusténde so, dass gerade die ersten p Zeilen linear unabhingig (u.U. be-
stimmte Eigenwerte damit nicht verschiebbar, wenn sie nicht unter den ersten p sind.)

2. Die restlichen n—p Eigenwerte \,,1,..., A, bleiben durch R unbeeinflusst. (ohne Beweis)

3. Verschiebung von mehr als p Eigenwerten durch mehrfache Anwendung der modalen
Regelung [s. BB RLM 3-8
Zahlenbeispiel: [s. BB RLM 3-9 bis 3-12 ]

Anwendungsbeispiel: Modale Regelung eines 3-Tank-Systems |s. BB RLM 3-13 bis 3-17

3.2.5 Entkopplungsregelung
(FALB-WOLOVICH, 1967)

Ausgangspunkt: Zustands-Regelkreis

1=

(p,1) - _ (g,1)

Voraussetzung: p = ¢ (gleich viele Eingangs- wie Ausgangs(=Regel)-grofien)
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Entwurfsansatz:
Gemeinsamer Entwurf einer Zustandsriickfiihrung R und eines Vorfilters V so, dass

e jede Regelgrofe y;(t) ihrer Fithrungsgrofe w;(t) (i = 1,...,p) moglichst gut folgt (= Fihrungsver-
halten)

e jedes y;(t) auch nur durch das zugehorige w;(t) beeinflusst wird (= Entkopplung)
Herleitung der Regelung:

1. Analyse der Abhéingigkeiten zwischen den Systemein- und -ausgangsgréfien
Resultat: fiir jedes y;(t) (i = 1,...,p) eine DGL abhéngig von w, d.h. verkoppelte Differentialglei-
chungen.

2. Syntheseschritte:

a) Bestimmung der ersten Entwurfsparameter in R und V zur Entkopplung der p Differential-
gleichungen

b) Wahl der dann noch freien Parameter zur Vorgabe einer gewiinschten Dynamik

1. Charakterisierung des Systemiibertragungsverhaltens mittels der Differenzordnung
Ausgangsgleichung (ohne Durchgriff):
cf

=Cz=|:|z bzw.yi:giTg (i=1,...,p) (3.11)

Mogliche Abhéngigkeit von u bzw. w erst bei Differentiation von (3.11))

. T - T T
Vi=c &=c; Ax+c; Bu
{falls ¥ B=0"

= QZ Ax = keine direkte Abhéngigkeit von u

erneute Differentiation:

. T < T 2 T
i =c At =c; A"z +c¢; ABu
| falls ¢ AB=0"

= Q;TF A%z = wieder keine direkte Abhéngigkeit von u

wiederholte Differentiation

yi = cl A%z 4+ T A% 'Bu
(S —
£07

= Definition:

Differenzordnung ¢; (der Strecke beziiglich y;)
:= niedrigste Ableitung von y;, auf die die Eingangsgrofie uw direkt einwirkt.

ermittelbar aus Berechnung der ¢/ AYB (v =0,1,2,...)

' B=0"
' AB = 0"
A% 2B =07

cf A B #£ 0"

Y2
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damit gilt fir y;, (i =1,...,p):

(yyi):Q,iTAVQ (1/:0,,5171)

G; ) o
und 4 = T A%z + T A% Bu

URegelungsansatz: u=—Rz+Vw

Y = (F A% — P A" BR) z+ & A" BVw (3.12)

2. Reglersynthese mit Entkopplung und Dynamikvorgabe

Syntheseschritte
a) Entkopplung der p Differentialgleichungen (3.12)

1. Ziel: jedes y; soll nur durch ein jeweils zugehoriges w; beeinflusst werden.

(13.12) = g?Aéi_lﬁzw L K;w; (K; beliebig, konstant)
= [0,,K,“,0] s w

U} w beliebig
A BV =(0,...,Kiy...,0] (i=1...,p)
of A"'B Ky 0
bzw. V= )
T A»'B 0 K,
=:D* =K
‘ =V =(D")"'K, Entkopplungsvorfilter (3.13)

(3.13) berechenbar, sofern die Entkoppelbarkeitsbedingung

| detD*#0 | (3.14)

erfiillt ist.
aber: durch (3.13]) noch keine Entkopplung in (3.12), da noch Einfluss von z vorhanden:

di X .
= (Q?Aé" - giTA‘s’_lEE) z+ Kw; (i=1,...,p)

2. Ziel: jedes y; nur von sich selbst und von w; abhéngig.

5i—1
= (QZTA&' — QZA6i71§E)§ SN Z Qiv (yyl-) (¢ir beliebig, konstant)
=0 ~~
— (/T AV x
Uw beliebig
8;—1
cF A% 'BR= ¢l A% + Z qivcl AV (i=1,...,p)
v=0
T 5 61—1
a8
bzw. R= :
T A% 1B p—1 y
54" B (A + S g 4)
=D* v=0
=F
‘ = R=(D*)"'E Entkopplungsriickfiihrung ‘ (3.15)

((3.15)) berechenbar, sofern (3.14)) erfiillt ist)
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b) Vorgabe einer gewilinschten Dynamik dazu: geeignete Wahl der noch freien Parameter
(K, qiv) des bisherigen Entwurfs
nun gilt: System entkoppelt in p Fingriflensysteme

§;—1

5 v
vi + Z Qiv (yi) = Kyw; (3.16)
v=0
[#
K;
Y: — Wy 3.17
) = () (317)

also:
e Festlegung der ¢;,: Polvorgabe fiir die gewiinschte Dynamik der G;(s)
e Festlegung der K;: K; = gjo fiir stationidre Genauigkeit der G;(s)
Fazit

Erfiillt ein System mit p Ein- und Ausgangsgrofen die Entkoppelbarkeitsbedingung
(3.14), so lasst es sich durch die Entkopplungsregelung u = — Rz + Vw mit R

gemafs (3.15) und V geméf (3.13) in p unabhéngige Teilsysteme (3.16]) bzw. (3.17))

zerlegen.

Anmerkungen:
aus den einzelnen §; definierbar
= Definition:

Differenzordnung § der Strecke
:= Summe der einzelnen 0;, d.h. 6 =61 +---+ 6,

Differenzordnung hat mafgeblichen Einfluss auf Entwurf

e 0 =n (volle Differenzordnung der Strecke): alle n Eigenwerte des Systems vorgebbar

e 0 < n: nur ¢ Eigenwerte vorgebbar, restliche n — § Eigenwerte nicht in den G;(s) enthalten.
= nur § Ubertragungspole vorhanden (vgl. , d.h. das Verfahren bewirkt die Entkopplung
durch Kompensation von n — ¢ Systempolen durch invariante Nullstellen (Abkopplungsnull-
stellen), die dadurch unbeobachtbar werden (Steuerbarkeit bleibt erhalten).

Problem: Falls instabile Eigenwerte unter den n — 0 unbeobachtbaren Eigenwerten: Synthese
unbrauchbar (Regelkreis entkoppelt, aber instabil)

Also: Stets nachtragliche Uberpriifung der Stabilitéit erforderlich anhand der

a) Eigenwerte des Regelkreises: det(AL — (A — BR)) = 0 oder
b) invariante Nullstellen der Strecke: det P(n) =0

(gef. partielle Entkopplung moglich

Gl(s) 0

o

2
xS
—

@
=

unter Verzicht auf Kompensation von Nullstellen rechts der j-Achse.)

Anwendungsbeispiel: Entkopplungsregelung fiir das 3-Tank-System ‘ s. BB RLM 3-18 bis 3-24
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3.2.6 Vollstiandige modale Synthese: Allgemeine Darstellung vollstindiger
Zustandsriickfiihrungen

Bisher: spezieller Reglerentwurf
Jetzt: Herleitung einer allgemeinen Reglerformel
Ausgangspunkt: Regelkreis & = (A — BR)x mit Regler R, der Eigenwerte Agy, ..., Ar, festlegt.
Herleitungsvoraussetzungen (unwesentlich):
e rg B = p (Hochstrang)
e Eigenwerte A\1,..., )\, von A einfach
e Eigenwerte Ag1,..., Ar, von (A — BR) einfach unwesentlich (nur - fiir

leichtere Herleitung)

e \gr; # \; (Eigenwerte von Strecke und Regelkreis verschieden)
= Upys.-., Vg, vom Regelkreis linear unabhéngig (d.h. V. := [vpy,- .., Ug,) regulér)

Charakteristische Gleichung des Regelkreises:

Aril—(A— BR)|vg; =0

bzw. (>\R7l - A) VRi = *E EQRZ‘ (Z = 17 . ,TL)
— ———"
=p,
Idee ROPPENECKER (1981)
Definition:
Parametervektoren

-1

= (Apil — A)vg; = _BBZ

bzw.  wp;=(A—=Arl)"'Bp, (i=1,...,n) (3.19)

man erhalt mit (3.18)), (3.19):

[pys--p, ) =B [vpis-- -, VRl
$ovyt
R=[p,....,p |- Vg
bzw.
R=1[p,...,p ) [(A=Ap D)™  Bp,,...,(A=ApaD) "' Bp | (3.20)
(Allgemeine Zustandsreglerformel)
nun gilt

bei beliebiger* Vorgabe der Eigenwerte A\g; und der Parametervektoren p, in (13-20))
erzeugt dieses R tatsdchlich die Eigenwerte A\r; im Regelkreis.

* einzige Einschrénkung: p. miissen so gewéhlt werden, dass die vy, in (3.20)) linear unabhéngig sind.

(praktisch bedeutungslos)
Beweis: |s. BB RLM 3-25 bis 3-27
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Anmerkungen:

1. Entwurfsparameter in - Ar; und P,
Geometische Bedeutung der p.: aus Modaltransformation (s.

z(t) =) wivg
i=1
\9:2
Zx RvRZ (i=1,...,n)

:—u(t) =1

also: Die Parametervektoren p, spannen den (negativen) Steuerraum auf. (analog zu den Eigen-
vektoren fiir den Zustandsraum')

2. ohne Beweis: Parametervektoren sind (im Gegensatz zu den Eigenvektoren!) invariant
gegeniiber linearer Zustandstransformation
= p, (wie die Ag;) geometrische Regelkreis- Figenschaften

3. falls Ag; = A\; gewiinscht:

in (3.20): 0&_20

® Up; = U;

Fazit:
aus vollstdndiger modaler Synthese ersichtlich: Eigenwerte Ar; und Parametervektoren P, sind natiirliche
Entwurfsparameter fiir R, wobei die

e Kigenwerte fiir Stabilitatsverhalten
e Parametervektoren fiir weitere Zielsetzungen

verantwortlich sind.

3.3 Regelung bei zeitdiskreten Zustandsmodellen

3.3.1 Regelungsstruktur und Grundprinzip des Entwurfs

analoge Prinzipien wie beim zeitkontinuierlichen Entwurf, an zeitdiskrete Verh&ltnisse anzupassen.
Struktur zeitdiskreter Regelungen:
ganz analog zum zeitkontinuierlichen Fall, ‘s. BB RLM 3-28 ‘

v~
<
+

Y4
=
+

4

N

vV
IQ
\%

R &

also: u(k) = — Rz (k) + Vw(k) Dabei:
(I) R fiir Storverhalten

(IT) V fir Fihrungsverhalten
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Fiihrungsverhalten (II) (wenn Storverhalten zufriedenstellend):
Ziel: stationdre Genauigkeit

y(k) = w(k)  fiir k — oo

Stationirer Zustand:

a(k+1) = z(k) = z,

w(k) = w,
= z,=(¢- HR) z,+ HVw,
(I-¢+HR) z,= HVuw,
regulir fiir stabiles R
= 2,=(I-—¢+HR) 'HVw,
Ausgangsgleichung: y =Czx,=C (l -9+ ﬂﬁ)fl HV w,

_ 1
= V= [Q (l -9+ ﬂﬁ) ! E} Vorfilter fiir stationdre Genauigkeit

Storverhalten (I): analog zu zeitkontinuierlichem Fall

Entwurf der Zustandsriickfiihrung durch Eigenwert-Vorgabe

1. Wahl geeigneter Eigenwerte, dabei zu beachten

(a) Stabilitét
sicher (s.frither): | ;| < 1

bei einfachen Eigenwerten (s. frither): z(k) = > ¢; v, A also: je kleiner |\;| < 1, desto schnel-
i=1

leres Abklingen.
= Vorgabe eines Kreises K mit Radius R, sodass gilt

‘ [N <R<1 ‘

(b) hinreichende Schwingungsddmpfung
ohne Herleitung:
A; innerhalb von Kurve C', wobei
C “herzférmige” Kurve
(d: Dampfung eines kontinuierlichen PT5-Gliedes. Zusammenhang mit konjugiert komplexen

d
. . B . - @
Eigenwerten z = re/? und z =re ™ 7%:r=¢ Vi-@7 0< @ <)

Verhéltnisse: |s. BB RLM 3-29

2. Konkrete Synthese von R
analog zum zeitkontinuierlichen Fall. Vorgabe des charakteristischen Polynoms

n

det [21 — (¢ — HR)] = |JECERYD

=1

= Synthesegleichungen (n Gleichungen fiir die p - n Elemente von R)

a) p=1: Ackermann-Formel (vgl|3.2.2| bzw. ‘s. BB RLM 3-4 ‘)

R=1rT =k (pol+pid+ - +pn16" "+ ¢")

EOT : letzte Zeile von Q;l = [h, ¢h,...,, Qn_lﬁ]_l

b) p > 1: unendlich viele Losungen
spezielle Losung: Zustands-Deadbeat- Regler
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3.3.2 Zustandsregler fiir endliche Einstellzeit (Zustands-Deadbeat-Regler)

Ziel: Ermittlung eines Zustandsreglers, der z(k) des geregelten Systems in n. Schritten von beliebigem
Anfangszustand z(0) = z, in einen vorgegebenen Endpunkt z, tiberfithrt und dort festhélt:

\ z(k) =2z, Vk>n \
Beispiel: (n =1)
z(k)
Te | e e e
—t—t—t—+—+—+—+— k
T(U) Ne
= Yk > n, gilt:
z(k) =z, =z, }stationéirer Zustand
u(k) = u,

Ausgangspunkt: Steuerfolge, die z, in n. = m Schritten nach z, bringt (s. friher)

u(m —1)
Q, - : = 2, — ¢" 1] (3.21)
(n,m-p) u(0)
mit % <m <n = Steuerbarkeitsindex mg(s. [2.4.1))
rg Qms =n
Fallunterscheidung:

a) m-p=mn: Q -Matrix (n,n) regulir. Aus (3.21) folgt:

u(m —1)
321 = : =Q, [z, — ¢"x]
u(0)
= [H, ¢H,...,¢" "H|] [z, — ¢"x0]
Km,fl
K,

also: Steuerung, die z, in m = n. Schritten nach z, iiberfiihrt:

Ubergang zur Regelung:
gesucht: u(v) in Abhéngigkeit von z(v)
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Ablauf der Steuerung:

Lo
_ m
L u(0)= K, [is -9 lo]
Q(I)LL(’ Startpunkt einer 2. Steuerfolge, die z[ nach z_ iiberfiihrt

Lou(l) = K, [z, — ¢z
Xz

L ulm—1)
z(m) = z, = z,
Iy

allgemein:
u(k) = Ko [z, — 0" a(K)] k=0....m—1
=K, ¢"z(k) + Koz,
= —Rux(k) + u(s)
also:

R=K, Qm Zustands-Deadbeat- Regler

R bringt z(k) in m Schritten von z, nach z,

(K,: letzten p Zeilen von Qr_nl)

Sonderfall: p=1=n=m

= Q,=Q,=[hoh. .. " "]

fT = E?;Q” SIS O-Zustands-Deadbeat-Regler

rT bringt z(k) in n Schritten von z, nach z,

(ki letzte Zeile von Q;l)

Anmerkung: leichte Bestimmung von Eg aus

moglich.

(3.23) entspricht Spezialfall der Eigenwert-Vorgabe (s.|3.3.1))
Ackermann-Formel:

" =k (pod” +p1d+.. . pa10" ' + ")

Vergleich mit (3.23): po=p1 =+ =pn-1 =0
!

n
= charakteristisches Polynom des Regelkreises: [] (z — Ag;) = 2"
i=1

(3.22)

(3.23)
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ol

also:

alle Eigenwerte des Regelkreises liegen in z = 0, d.h. der Zustands-Deadbeat- Regler
verschiebt alle Pole nach z = 0

m - p > n: unendlich viele Steuerungen erfiillen Vorgabe. Zum Beispiel betragskleinste Steuerung
(ohne Herleitung)

u(m —1)

=90 (@,QN) [ - ")
u(0)

= Entwurf wie bei a) zunéchst nicht moglich.
Abhilfe: Erweiterung der Strecke um r fiktive Zustandsgrofen, sodass gilt:

‘ m-p=n-+r ‘

A SR I AN
—_— ——— Y

= (k1) =3 =ik)  -A
dabei A", B* so zu wahlen, dass
N PPN ~m—1 ~
Q, =|ménm,.. . " 0
(n+r,n+r)
reguliir (£ erweiterte Strecke steuerbar!)
= Entwurf wie bei a) moglich:
u(k) = —Ri(k)
m T o™ 0],
==Ky = Ky | 1S gl 20
k.| 2] gmt
u(k) =~k | %] 9" 2h) (3.24)
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Kapitel 4

Synthese von Zustandsbeobachtern

bisher: Regelung mit Zustandsriickfiihrung
= alle Zustandsgrofen miissen messbar sein (in Praxis nicht immer erfiillt!)
Abhilfe: Ermittlung von z aus den messbaren Grofen durch sogenannte Beobachter

4.1 Vollstandiger Beobachter

4.1.1 Gleichungen und Struktur des vollstiandigen Beobachters
Ausgangspunkt: vollstindig beobachtbare Strecke (vgl. [2.4.2)

< |8
Il
[@YS
= I8

+ Bu
(4.1)

(¢:1)

y als Messgréflen angenommen.

Ansatz: Parallelschaltung eines Systems gleicher Dynamik mit Zustandsvektor 2 (t) des Beobachters
(n,1)

—_

als Schitzwert fir z(t):

(%
[
I
_|_
lev

I

S

Il
Q[
&>

Struktur:

I
vV
I
Il
[
9
+
I
I
I+

Problem: Da z, unbekannt, ist normalerweise auch &, # z, und daher Z(t) # z(t)
Abhilfe:

Vergleich der Messgréfen y und der Ausgangsgrofen § und Riickfiihrung der Diffe-

renz iiber die sogenannte Beobachtermatriz L zur Korrektur
(n,q)

53
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= Vollsténdiger Zustandsbeobachter (D. G. LUENBERGER, 1964 /66)
(Identitatsbeobachter, Luenberger Beobachter)

&(t) = (A— LC)&(t) + Bu(t) + Ly(?) (4.2)

Strukturbild des vollsténdigen Beobachters: ‘s BB RLM 4-1 ‘

> B + > + > C >
A K
L < g?
2(0) N
; ,()Q gl
> B >€?A > + > C
A K
Beobachter
\4
ol

Wahl von L: Forderung: Z(t) soll z(¢) moglichst gut nachbilden, d.h. der Schdtzfehler & := x — & soll
moglichst klein sein, mindestens

Z(t) > 0 firt — oo (4.3)
fiir beliebige z(0), Z(0)
Beispiel:
t
dazu:
. &= Az+ Bu
e System: y=Cz

e Beobachter: # = (A— LC)& + Bu+ Ly

@), (@2 : z(t)=(z—2(t))=Az+ Bu— [(A-LC)i+Bu+1L y

— (A-LO)

[

(t)

vgl. Forderung (4.3) genau dann erfiillt, wenn alle Eigenwerte f1, ..., 3, der Beobachtersystemma-
trix (A — LC) links der j-Achse liegen.
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4.1.2 Synthese des vollstindigen Beobachters

Struktur des iiber den Beobachter geschlossenen Regelkreises: \s. BB RLM 4-2

Lo
Fihrungsvektor ﬂ
w Stellvektor u Messvektor y
> V W >l = Az + Bu > O >
Vorfilter i Strecke Messglied
Zustandsschétzvektor ﬂ
z :
Regler W Beobachter

Iy

Hierbei zwei zentrale Fragen zu kliren:
A) Welchen Einfluss hat der Beobachter auf die Dynamik des Regelkreises?

B) Wie wird die Beobachtermatrix L konkret entworfen?
Antworten:

A) Dynamischer Einfluss des Beobachters:

es gilt: Die Einflihrung des Beobachters in den Regelkreis verdndert die Eigenwerte Ag1, ..., Arn
des Regelkreises nicht, zu ihnen treten lediglich die Beobachter-Eigenwerte (i, ..., 8, hinzu!

Grund: Separationstheorem |s. BB RLM 4-3

also: separater Entwurf von Regler und Beobachter moglich!

B) Beobachter-Synthese
analoges Vorgehen zum Reglerentwurf: Polvorgabe!

1. Wahl der Beobachter-Eigenwerte (1, ..., 3,:
links von den Eigenwerten Agi, ..., Arn (rechnergestiitzt)
= Beobachter-Vorgabe schneller abgeschlossen als System-Vorgénge (aber nicht zu weit links,

vgl. [3.2.2)
2. Wahl von L
Vorgabe fiir charakteristische Gleichung:

n

det[s] — (A~ LCO)] = [[(s - 5)

v=1

Problem: etwas andere Struktur als frithere Polvorgabe

det[sI —(A— BR)] = [[(s = Arv)

Abhilfe: Transposition von (A — LC) (Eigenwerte bleiben gleich!)

n

det[sI — (AT - CTLT)] = [[ (s~ 5»)

v=1

L Polvorgabe fiir einen fiktiven Regelkreis
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Zf = ATif‘FQTﬂf >

LT <1

mit
AT statt A
CT statt B
LT statt R
B, statt A,
e ¢ statt p
vgl. mit friiher: Beobachter-Eigenwerte genau dann beliebig vorgebbar, wenn die fiktive

Strecke vollstédndig steuerbar ist.
also:

st = [QT, ATcT (AT)”AQT] muss Hochstrang haben

i)

c
CA
Sg P . =Q p uss Hochstrang haben
CAnfl

= Alternative Beobachtbarkeitsdefinition:

Ein System ist dann und nur dann vollstdndig beobachtbar, wenn eine beliebi-
ge Eigenwert-Konfiguration fiir einen vollstdndigen Beobachter vorgegeben werden
kann.

konkrete Bestimmung von L:
o SISO-Entwurf: Ackermann-Formel ‘s BB RLM 4—4‘
Beispiel: [s. BB RLM 4-5
e MIMO-Entwurf: beliebiges Verfahren, z.B. Entwurf durch modale Regelung(s|3.2.4)

w!' B - Al — AR1 0 w]
R=| . :
M};B Q )\p - ARp Mg

hier: statt w,, die Linkseigenvektoren w, von AT zu bestimmen.

@, (A I- AT) = 0"
U’I‘ransposition

(/\l/l_ A) = Q

w,
~—
1y,

d.h. Linkseigenvektoren w, von AT L Eigenvektoren v, von A

AL — B 0
= L=v,..., 0, [Cuy,...,Cu, 7"
Aq_,@q

o

4.2 Reduzierter Beobachter

bisher: Ermittlung aller Zustandsgrofen durch den vollstdndigen Beobachter, auch der gemessenen!
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jetzt: Aufwandsreduktion durch Schitzung nur der nicht messbaren Zustandsgrofen (=: Sensorkoordi-
naten)

hierzu: Umordnung des Zustandsvektors

B [y} it y : Messgroken (yi,...,¥q),
T

(n.1) Sensorkoordinaten (71, ...,7,—q)

damit:
= Ax+ Bu
UUmordnung wie oben
Y " _[An A Y B,
|:7°:| N [Agl AQQ r + EQ @
bzw.:

(2,9) (g;n—q)
= Agl Y+ A22 T+ EQQ
(n—q,9) (n—q,n—q)

Idee: Interpretation als neues System mit Zustand r

Po= Ay r+ (Ayy+ Bou) = & = A"z + B ut
=z =A* =B*-u*

= Entwurf eines vollstindigen Beobachters fiir das neue System

r= (Agy — LA,) 7+ (émg‘i' Ezu) +L (g —Any-— 212) (4.4)

(Wahl von L so, dass Eigenwerte von (Asy — LA;5) links von den Eigenwerten des ohne Beobachter
geschlossenen Regelkreises liegen!)

Problem von (4.4): Differentiation des Messvektors enthalten.

Abhilfe: statt 7 den Beobachterzustand

verwenden.

also:

Reduzierter Beobachter ((n — g)-ter Ordnung)
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Struktur:
u & z(0) o y
> B H—] + > C = >
A K
(Agy — LA;j5) L+ Ay — LA
A4
L
P p r
L | I SN

reduzierter Beobachter

Beispiele: Verladebricke

o Entwurf eines reduzierten Beobachters: ‘s. BB RLM 4-6 bis 4-9

e Vergleich vollstandiger/reduzierter Beobachter: ‘s. BB RLM 4-10 bis 4-18




Kapitel 5

Reglersynthese zur Beseitigung von
Dauerstorungen

bisher: Beseitigung von Anfangsstorungen behandelt.
jetzt: Dauerstorungen betrachtet, dabei Klassifikation geméf Messinformation

1. Storgrofen messbar
2. Storgrofen nicht messbar, aber ihre prinzipielle Dynamik bekannt

3. Storgrofen und deren Dynamik unbekannt

5.1 Storgrofienaufschaltung

Gegeben: dauergestortes System

E : konst.,
i=Az+ Bu+ Ez, wit """

z : Stérgroflenvektor, messbar

m,1)
Regelungsansatz:

u=up+ u,, (up=—Raz, s Kap.B2])
(p,1)
=i=(A-BR)z+ Bu, + Ez
Entwurf wie gehabt ;Q: Storgroffenelimination

also:

] Bu,+Ez=0

z

(n Synthesegleichungen fiir die p Elemente von u,)
Losung der Synthesegleichungen:

a) p =n (Ausnahme!):
B quadratisch; da Hochstrang: B requldr

Vollstindige Storgréflenkompensation (5.1)

|=
|

z 2

(Stérgréfenaufschaltung)
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b) p < n (Normalfalll):
Synthesegleichungen iiberbestimmt: i.A. keine Lésung!

aber: Niherungslosung mit Least-Squares- Verfahren moglich. Dazu
Definition:

Gleichungsfehler

g:=DBu,+ Ez

—Z

Ziel: Ermittlung von u, so, dass |g|> — Min (bestmdgliche Kompensation von z)

e =" e=[ul B"+ :"E"] [Bu, + EZ]

=u'B"Bu, + 2TE"Bu, +u'B"Ez+ :TE"Ez
——
(W' BTE2)"=uT BT E¢,
da skalar

=u!'B"Bu, +2u'B"Ez+ "ETE2
0

\UMinimierung: @|§|2 =0

Z U, opt

s. BB RLM 5-1 und 5-2 l

2B"Bu, ., +2B"Ez =0

bzw. BT B Uy opt = -BTE2
—
reguldr,da B Hochstrang hat
—1
= U, = — (ETE) BT Ez ndiherungsweise Storkompensation (5.2)

Anmerkung: (QTE)_I ﬁT =: BT Moore-Penrose Pseudoinverse zu B

es gilt:

Aufschaltung von u, geméf (5.1)) oder (5.2)) hat keine Auswirkung auf den tibrigen
Entwurf (Regelung, Beobachter)

5.2 Behandlung von nicht messbaren, aber modellierbaren Stor-
grofien

Prinzip: Hinzunahme eines Stérmodells

Gegeben: &= Axr+ Bu+ Ez, z: nicht messbar, aber Dynamik bekannt
Beispiele

a) StorgrofRe stiickweise konstant

20

z.B. Lastumschaltung bei
einem Gleichstrommotor

to tq to
Z1
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b) Storgréfien mit exponentiellem Verlauf

z

z.B.verfahrenstechnische
Prozesse

allgemein: Dynamik von z beschreibbar mit linearen, homogenen DGLn beliebiger Ordnung (zu to, t1, ta
mit entsprechenden Anfangswerten angeregt)
in den Beispielen:

a) 2=0
b) Té4+2=0

= Zustandsbeschreibung fiir z aufstellbar:

s 078 Stormodell

s Stérungszustandsvektor

it = .
e o A, C,:bekannte Matrizen, konstant

= Zusammenfassung mit dem Streckenmodell:

t=Ax+ Bu+ EC,x,

&, = Az,
y=Cx

bzw.

)" _[A EC][z],[B
z| [0 A, ||z TlolY Gesamtmodell von
- Strecke und Storung
y=[C 0] []
T a—— [ &
=C

zunichst: gewohnter Regleransatz:

u=— [ﬂ ES] z , R, : Rickflihrung der Storgrofien
T, s

Charakteristische Gleichung des Regelkreises:
det(sl — (A— BR))-det(sI— A,)=0

also: Stormodell ist iber w nicht beeinflussbar!
= Modifizierter Regleransatz erforderlich:

‘ u=—Rz+u, (wiebeil5.I) ‘
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Problem: 2 ist nicht messbar.
Abhilfe: Einsatz eines Beobachters fiir z, (Stérbeobachter)

= Schitzwert 2, = {A}

S

damit Schétzwert 2 = C 2, fiir die Storgrofie

M Storgrifienaufschaltung

u, wie in

= (B7B) BTE:

Uy

5.3 Einsatz von PI-Zustandsreglern

Gegeben: &= Axr+ Bu+ Ez, z: nicht messbar, keine Information iiber Dynamik vorhanden

Ansatz: Erinnerung an die klassische Stérausregelung im Frequenzbereich durch Regler mit I-Anteil
= PI-Zustandsregelung (é dynamischer Regler, s. spiter in Kapitel

Struktur: |s. BB RLM 5—3‘

> Rp Storgrofe z(t)

(p,q) ﬂ

(¢,1)

also: Kombination von Zustandsrickfihrung R, und vektoriellem PI-Regler (Rp, R;), dabei
e Stabilisierung durch R, Rp und R;

e stationirer Zustand: ¢ = 0, d.h. Yp=w

Gewinn:
1. Beseitigung des Einflusses von 2z

2. Fiihrungsverhalten stationdr genau (kein Vorfilter mehr notwendig!)

Synthese des PI-Zustandsreglers:

Regelkreis: & =

(a.1)
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= Az + Bu
QZ*QRI
u=—(R,+ RpCp)z+ R;e

u=—[R,+RpCr —Ry] [ﬂ PI-Zustandsregler

=R

fiir erweiterte Strecke dann gewohnter Reglerentwurf moglich, falls erweiterte Strecke steuerbar:

Voraussetzungen:

1. urspriingliche Strecke (A, B) steuerbar und

2. rg { % ﬂ =n+gq (Beweis FOLLINGER)
~Cp O
(n+q,n+p)

Problem: mit R, nur Summe R*= R, + RpCp neben R; bekannt:

Ez + EPQR _EI
= [N——

A% e

Wahl von R, und Rp:

1. Méglichkeit: Rp = 0, R, = R" schlecht, da dann nur I-Anteil ohne P-Anteil wirksam
= Regelkreis langsam mit Schwingungsneigung

2. Moglichkeit: Festlegung von Rp als Vorsteuerung
Vorraussetzungen:

1. p=gq
2. A7! existiert

stationédrer Zustand (w = const., z = 0)

0= Az + Bu, = 2.,=—-A"'Bu,
O=w—-y, =w—-Cra,
ing:Q:—CRA_lBuOO
bow. uy = — (CRA™'B) 'y, (5.3)

also: mit (5.3) ist jeder gewihlte Wert y Roo it 2 einstellbar, wenn ( Cr Ailﬁ)_l existiert

(Erg { 4 B] =n+ g, s. oben) (Beweis: FOLLINGER)
-Cr O
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Vorsteuerung: Wahl von Rp so, dass u., geméf (5.3)) moglichst schnell (schon ab ¢ = 0) erreicht
wird.

nun gilt: (vgl. Struktur |s. BB RLM 5-3 ‘)

t=4+0: z5=0, 2(+0) =0, e(+0) =0, y,(+0) =0

\Uvgl. mit (5.3): w beliebig

EP = = (QRA_lﬁ)_l

Fazit PI-Zustandsregler:
+ Beseitigung von z ohne dessen genaue Kenntnis
+ Beseitigung zusétzlicher Storeffekte (z.B. Parameterschwankungen, Modellungenauigkeiten)
+ kein Vorfilter fiir stationdre Genauigkeit erforderlich
- theoretisch nur stationére Stérbeseitigung

- Erhdhung der Systemordnung (n — n + q)

Beispiele: siehe spéter



Kapitel 6

Synthese von Ausgangsrickfithrungen

6.1 Gleichungen und Struktur von Ausgangsriickfiihrungen
bisher: Riickfithrungen des vollstdndigen Zustands = i.d.R. Beobachter erforderlich

e hoher Realisierungsaufwand

e Dynamikverschlechterung (insbesondere bei ungenauen Streckenmodellen)

jetzt: alleinige Riickfiihrung der Messgrofen

Ausgangsrickfihrung (ARF)

u=—
- = (Messvektor-, Teilzustandsriickfiihrung)

e 1y : Messvektor

mit: o K : konstante Matrix
(P,9)

zunichst: Ermittlung des Vorfilters fiir stationdre Genauigkeit fiir eine Ausgangsriickfiihrung bei
u=—Ky+ Vw (mit K bekannt)

1. Losung: (vgl. [3.2.1)

2. Losung:
Voraussetzungen: (vgl.

®pP=4q

° Ail existiert

stationirer Zustand:

0= Az + Bu,, = 2., =—-A"'Bu
y =Cz,=-CA'Bu,=CA'B(Ky - Vuw)
Jy Zw

—_——
Vorsteuerung, vgl. [5.3]
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Struktur:

IS

Strecke
d inkl. C

K <

| V aus 2. Losung

Strecke
inkl. C

[S

Konkreter Entwurf der Ausgangsriickfiihrung
interpretierbar als Spezialfall der vollstdndigen Zustandsriickfiihrung:

Z1

Tn

indem 7, = 0 gewahlt wird, falls z; keine Messgrofse ist

= Ausgangsriickfithrung L strukturbeschrinkte Regelung
Anmerkung: weiterer Spezialfall ist die sogenannte dezentrale Steuerung

Ry Ry —Regelung
N N
Iy Lo
U, %)
\V4 \V4
S So —System

6.2 Entwurf von Ausgangsriickfiihrungen mittels der vollstandi-
gen modalen Synthese

Wiederholung;:

Vollstdndige modale Synthese: u = — Rx mit

-1

RE=[p,p| (A=A D™ Bp,... (A= Ara D)™ Bp,

wobei Entwurfsparameter:

— ARl .-, ARn (vorgegeben)

— PP, (beliebig)
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Ubergang zur Ausgangsriickfiihrung:

Strukturbeschriankung

T

u=—[ry,....r,] | :
Tn,
=—[rz 4+ T+ T
——
Idee: r; = 0 setzen, wenn x keine Messgréfe

aber: schlechte Vorgehensweise, da hierdurch die Eigenwerte Agi, ..., Ar, unkontrolliert verscho-

ben werden.

= besseres Vorgehen: nur durch zusitzliche Entwurfsparameter PP, der vollst. modalen
Synthese moglich

— zunéichst Wahl der p. so, dass [r;| klein. (Ag; bleiben hiervon unveréndert!)

— dann r;, = 0 setzen
= aus Stetigkeitsgriinden A\g; nur wenig verschoben!

Entwurf:

(I) Einfiihrung einer Gewichtung fiir die Spalten von R

. > 0 fiir spéter zu unterdriickende Spalten r,
g9 (w=1,...,n) mit g,

=0 sonst
(ITI) Einfiihrung eines Giitemafies
J = lig |, [?
2 v=1 o
) g1 0
=§SP(EQET)7 G= , Sp(X) =211 + X2+ + Ty
0 dn
4 R= R(Ar1,---,Arn; Ps---5P,)

fest

=J(p,s---»p,)

(III) Minimierung des Giitemafies

z.B. Gradientenverfahren, es gilt (ohne Herleitung):

oJ B - ‘
87p, — [l— R(A— Ag;I) 15] RGuwg;, G=1,...,n)
=j
= optimale Parametervektoren: ]3;, ey Q’;

(IV) Nullsetzen der zu unterdriickenden Reglerspalten

R(AR1,-- -5 ARn; Q;anZ) = [Ipn-,In]
Jr,=0

K : Ausgangsriickfiihrung, deren Eigenwerte Ag1, ..., Ag, nur wenig gegeniiber denen von R verschoben

also: keine formelméfige, aber immerhin numerische Losung auffindbar!

Beispiel: Regelung eines Bensonkessels |s. BB RLM 6-1 bis 6-4
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Kapitel 7
Synthese dynamischer Regler

bisher: Entwurf konstanter Ausgangsriickfiihrungen u = — K y behandelt.
(pa)~

Nachteile:
e nur geringe Anzahl freier Reglerparameter p - ¢

Polvorgabe: n Synthesegleichungen

— bei vollstandiger Zustandsriickfiihrung (¢ = n): Reglerparameter p-n > n
unterbestimmtes Gleichungssystem, Losung existiert

— bei Ausgangsriickfiihrungen: héufig Reglerparameter p-q < n
iiberbestimmtes Gleichungssystem, im Allgemeinen keine Losung
= d.h. nicht alle Eigenwerte vorgebbar

e nur Beseitigung von Anfangsstorungen

jetzt: Dynamischer Regler zur Vermeidung dieser Nachteile

Beispiel: PI-Zustandsregler | s. BB RLM 5-3

mit:
—w=0
~Yp =Y
— R, = 0 (Ausgangsriickfiihrung betrachtet, = PI- Ausgangsregler)

UVerallgemeinerung: x, statt e als dyn. Reglerzustand

ip=Apzp + Bpy
(r,r)(r,1) Dynamischer Regler
u=-Cpxp — QDQ

dabei frei wahlbar:

e Reglerordnung r

e konstante Matrizen: Ap, By, Cp, Dp
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= viele freie Entwurfsparameter
P tq-r+pr+peg

damit folgt aus der zentralen Syntheseforderung

Entwurfsparameter > Streckenordung

=rltq-r+pr+pg>ntr (7.1)

also:

Bestimmung der Reglerordung r als kleinste Zahl, die ([7.1)) zur Vorgabe aller Eigen-
werte erfiillt

Interessante Grenzfille fiir r:

a) r = 0: keine Zustands-DGL fiir den dynamischen Regler

=Cp=0, u=-Dpy konstante Ausgangsrickfihrung

b) r = n: Zustands-DGL n-ter Ordnung fiir den dynamischen Regler
= vollstdndiger Beobachter (z, = &) + vollstindige Zustandsriickfiihrung

konkrete Synthese dynamischer Regler:

Riickfiithrung auf den Entwurf einer konstanten Ausgangsriickfithrung: |s. BB RLM 7-1, 7-2




Kapitel 8

Ordnungsreduktion bei Modellen hoher
Ordnung

8.1 Aufgabenstellung und Prinzip der Ordnungsreduktion
Ausgangspunkt: Systemmodell (=Original)
& = Az + Bu mit hoher Systemordnung (z.B. n = 50...100)

= Geringe dynamische Transparenz, hoher Analyse-/Synthese-Aufwand.
= Ordnungsreduktion sinnvoll
Z Approximation des Originals durch ein Modell niedrigerer Ordnung (=reduziertes Modell)

Vorgehen bei der Ordnungsreduktion:

1. Definition relevanter Zustandsgrofien
z.B. Regelgrofen, Messgrofsen, kritische Grofen

2. Neuordnung des Zustands:

C ey ]
=: z,: relevante Zustandsgrofsen
_ | Zq

Lpeuw = Tgt1
: =: z,, : nicht relevante Zustandsgréfen

L xn -

. ! ..
hier: z, = y vom Original
= y= Cp, mit C=[1, 0]

Gesucht: reduziertes Modell

z, = Ak, + Bu

d.h. A, B so, dass z, durch z, moglichst gut approximiert wird.
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8.2 Modale Ordnungsreduktion nach Litz (1979)

Prinzip: Aufbau des reduzierten Modells aus den dominanten Figenwerten des Originals

8.2.1 Eigenwert-Dominanzanalyse

Gegeben:
= Az + Bu
~ 77 (Original)
y=Czx
Annahme: Eigenwerte Ay, ..., A, einfach. = Modaltransformation ( : z=Vz
z=Az+ B'u
y=C"z
U«f—Tr nsformation und I/O-Verhalten
Y(s) = C*(sL— A)"'B"-U(s)
G(s)
P
bzw. Y;(s) ZG”(S) uj(s), i=1,...,q
=Ly
mit
1 0 b* )
s—A1 = 1j
Gij(s) = [ci1y - - - 5 Cinl - :
Q s—l)\n b;;]

n £ *
S
s—A
k=1 B

Signalpfad (4, j) von u; nach y;: ‘s. BB RLM 9-1 ‘

Dominanzanalyse
Testfunktion aufschalten: u;(t) = ujoo(t)

lb*
ﬁm@:%@wmfkozkw M 1) o = gy (1)

also: Einfluss von A\ auf den Signalpfad (i, 7) ablesbar an

* *
Cikbkj
Ak

Dy =

= Gesamtsystem: Dominanzmafl von Ay

Dy, := max D;y;
(2,5)

also:

A, dominant, falls Dy grofs
hierbei ggf. noch Maf fiir die Zahl der beeinflussten Signalpfade hilfreich:
Sk = Z Dikj
(4,5)
(bei gleichem Dy, ist Eigenwert A; mit groferem Sy dominanter!)

Anmerkungen:

e Normierung erforderlich: |s. BB RLM 9-2 9—3‘

e D, unbrauchbar, falls A\; nicht beobachtbar bzw. nicht steuerbar
(d.h.cjy = 0 bzw. by; = 0 oder sehr klein)
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8.2.2 Konstruktion des reduzierten Modells
Ausgangspunkt:
o wesentliche Zustandsgrofsen xq, ...,z

e dominante Eigenwerte A1, ..., A\,

Annahme: g=m
= Original in Modalform:

i=Az+ B'u
SPRE oM _
21 0
Zm, _ A 2
Zerl o )\m+1
Z9 0
L Zn n L )\'Il
)\1 >\m+1
mit: A, = und A, =
A/"L

also:

2, = Az, + Biu: dominanter Anteil

%2y = Ayzo + Byu: nichtdominanter Anteil

»uOrdnungsreduktion: nichtdominanten Teil weg lassen

’ 2, =Mz + Blu Reduziertes Modell ‘

Problem: fiir z, neben z; auch z, bendtigt

T

—nr

mz[mr}:Vz, mit:vz[

=z, =Viz+Vy 2
~—
nicht in (8.1) enthalten

Abhilfe: Approximation Z, fiir z,

‘ Zy= Ez; (LiTz) ‘

(8.1)

(dabei E so, dass Approximationsfehler |Z, — z5| minimal formelméRige Losung: |s. BB RLM 9-4 ‘)
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damit:

z,=Viz+ V2,
= (Vi1 + VoK) 2
————
=F

U falls F~1 existiert

bzw. z, = F (P Z,.+ FBlu Reduziertes Modell
— —~—
—i =B

Beispiel: Destillationskolonne |s. BB RLM 9-5 bis 9-7




Kapitel 9

Kein Teil der Vorlesung: Synthese
robuster Regelungen mittels
Polbereichsvorgabe

DIESES KAPITEL IST SEIT WS 14/15 NICHT MEHR TEIL DER VORLESUNG.

Es ist nur noch fiir Interessierte oder den Fall zukiinftiger Wiederaufnahme in den Vorlesungsstoff Teil
dieses inoffiziellen Skripts geblieben.

9.1 Definition robuster Regelung und Polbereichsstabilitat

bisher: Annahme konstanter Streckenparameter (= Systemmatrizen konstant)

zumeist: in Realitdt Parameterschwankungen vorhanden, falls zu stark: robuste Regelung erforderlich.

Gegeben:
a) System
= Ax+ Bu
llSystmnpuraﬂm,eter 01,..., 0,=:0
= A(0)z+ B(O)u
Parameterschwankungen: m; < 60; < M;, i=1,...,n

= Parameterbereich B
Beispiel: n = 2

my My

b) bei Systemvorgéngen gilt:

Parameter 6 fest oder sie &ndern sich nur langsam im Vergleich zur Systemdynamik
(sonst: zeitvariantes System zu betrachten)

(0]
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Beispiele:
e Verladebriicke (s. frither): Greifermasse, Greiferldnge
e Flugzeug: Geschwindigkeit, FlughShe

Definition:

Robuster Regler

fester Regler, der dem Regelkreis fiir jedes 8 € B gewiinschte Eigenschaften sichert.
(Ein robuster Regler ist kein strukturvariabler robuster Regler (zustandsabhéngige
Reglermodifikation) oder kein adaptiver Regler (parameterabhingige Reglerkonfigu-
ration))

gewiinschte Eigenschaften des Regelkreises konnen zunéchst beliebig sein

hier: Polbereichs-Stabilitdt

2 alle Eigenwerte des Regelkreises liegen innerhalb eines Polbereichs

(= Bereich in der komplexen s-Ebene, symmetrisch zur reellen und links der imagindren Achse)

Beispiel:

POl— N N
bereich \ .’

= aufgrund groferer dynamischer Freiheit bessere Dynamik des Regelkreises zu erwarten!

9.2 Polbereichsvorgabe nach Konigorski(1987)

gegeben:

Strecke: 1z =

gesucht: Ausgangsriickfiihrung u = — Ky, die alle Eigenwerte Ag1, ..., Ax, des Regelkreises

innerhalb eines vorgegebenen Polbereichs I' platziert.

Berechnung von K:

(I) Wahl eines Polbereichs I':

Ausgangspunkt:
Zusammenhang zwischen einem komplexen Polpaar und der Sprungantwort beim PTs- Glied:

|s. BB RLM X-1]
Forderungen an den Polbereich:

(1) Einhaltung einer Mindestddmpfung d,, : d > dy, = ¢ < ¢y

(2) (o, @) nicht zu weit rechts (sonst Regelkreis zu langsam): —dwy < —a, (a > 0)
= Approximation der Begrenzung nach rechts

Hyperbel Cj : T 1, b=a-tan(¢y,)
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(3) wp nicht zu grofs (sonst Regelkreis zu schnell, d.h. Stellenergie |u,| zu grok): wy < R
= Begrenzung des Gebiets nach links:

Kreis Cy 1 1° +w? = R? ‘

gesamt:

Polbereich I' = Innengebiet des von C; und Cs begrenzten Bereichs

(ITI) Charakterisierung von I' durch Ungleichungen:

aus C1: 7= —$vb? + w?, baw.
Fi(n,w) :==n+ %\/b2 + w?

Orientierung von C; (s. Skizze):

=0 auf Cl
= Fi(n,w){ >0 rechts von C
< 0 links von Cy

aus Cy: R= \/m, bzw.
Fy(nw):=vn*+w? =R
Orientierung von Cy (s. Skizze):

=0 aufCy
= Fy(n,w) >0 rechts von Cy
< 0 links von Cy

also:

I charakterisiert durch £; < 0 und F> < 0
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Definition:

y(n,w) == ePFi(nw) 4 epF2(nw) (p > 1, fest, nicht zu klein, sonst beliebig)

= 7(77700) = {

< 1 innerhalb T
> 1 auferhalb T

(bis auf schmalen Schlauch um Cq,Cs, in dem auch mittlere Werte von y auftreten.)

(ITI) Einfiihrung eines Giitemafies
Eigenwerte des Regelkreises & = (A — BK C)z von K abhingig:
)\KV:(nKywau)a (1/217...,71)

= Giitemaf (Straffunktion)

J = Z’Y(UmeKu) =J(K) Giitemaf

v=1

mit: J(K) = {

< 1, alle Ak, innerhalb von I

> 1, mindestens ein g, auferhalb von I"

(IV) Ermittlung von K zur Polbereichsvorgabe durch die Minimierung von J(K)
Wahl einer beliebigen Ausgangsriickfithrung K, = J(K,)
Dann Minimierung von J(K) (z.B iiber Gradientenverfahren (Gradient formelméfig angebbar, s.
FOLLINGER (15.2.2)) solange bis J(K) <« 1)
=

durch Ausgangsriickfithrung u = — K _y liegen alle Eigenwerte Ag,, (v =1,...,n)
innerhalb des Polbereichs I"

Beispiel: siehe néchster Abschnitt

9.3 Entwurf robuster Ausgangsriickfithrungen

Ziel:

Entwurf einer robusten Ausgangsriickfiihrung v = — Ky, die die Eigenwerte g, (v = 1,...,n)
des Regelkreises in einem gewiinschten Polbereich T' platziert. (I'-Stabilitét, s.

Verhéltnisse: |s. BB RLM X-2

Reglersynthese: zunéchst Problemvereinfachung:

Auswahl einzelner signifikanter Parametersétze 6, ..., §,, aus dem Parameterbereich B

= Reduktion auf endlich viele Modelle M, (un=1,...,m)

A,z+ B, u Multi-Modell-Ansatz
mit: A, = A(0,). B, = B(4,)

= Multi-Modell-Problem liegt vor

= Entwurf einer robusten Ausgangsriickfilhrung, die jeweils bei den m Modellen M, fiir I'-Stabilitét
sorgt.
| Stetigkeitsannahme

’ Ausgangsriickfithrung néherungsweise robust (I'-Stabilitat!) fiir alle § € B ‘

aber: streng genommen nachzuweisen, meist Simulation ausreichend, ggf. Robustheitsanalyse (auf-
windig!)
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Konkreter Entwurf von K Polbereichsvorgabe nach Konigorski auf Multi-Modell-Ansatz erweitern:

n
= GiitemaR J(K) = § :epFl(nKv,wKu) + ePF2(nrw,wic)
v=1
U mehrere Strecken Miy,...,M,,

J(K) — Z Z epFl (nK/_waUJKMU) + epFZ('r/K;uuWK;LV)

p=1lv=1

ll Minimierung beziiglich K

‘ Robuste Ausgangsriickfihrung K ‘

Beispiel: Robuste Regelung der Verladebriicke: |s. BB RLM X-3 bis X-5]
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