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Formale algebraische Minimierung

=» Das Nelson/Petrick-Verfahren

W sehr leistungsfahiges algebraisches Verfahren

B Nelson-Verfahren: Bestimmung der Menge aller Primimplikanten
(bzw.Primimplikaten)

W Petrick-Verfahren: Bestimmung der kostenminimalen Auswahl von
Primimplikanten zur Einsstellentiberdeckung
(bzw.Primimplikaten zur Nullstelleniiberdeckung)
Alternativ: graphisch mit Uberdeckungstabelle

+ Regeln zur Abarbeitung/Vereinfachung

Ergebnis: kostenminimaler algebraischer Ausdruck der zu

realisierenden digitalen Schaltfunktion
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Nelson-Verfahren:
- Bestimmung aller Primimplikanten zur Bildung einer

disjunktive Minimalform DMF (dual dazu: alle Primimplikate fir KMF)

1) alle Freistellen werden zu Einsstellen verfugt: Einsstellenerganzung &
- Bildung einer NullblockUberdeckung fir die Einsstellenerganzung f&
der gegebenen (unvollstandigen) Schaltfunktion: 5= {By;,Bg,-.,Bo/}

2) Aufstellen eines schaltalgebraischen Ausdrucks (KNF bzw. KMF) fir die
Einsvervollstandigung & fE=Wg, & Wy, & ... & W,

3) Schrittweises Ausdistribuieren des Ausdrucks fE= Wy, & Wy, & ... & W, aus 2)
+ Umformen und Streichen Uberflissiger Termanteile bzw. Terme
-> Anwendung von Distributiv- und Absorptionsgesetze
-> aus der konjunktiven Form die gewtnschte disjunktive Form

4) Streichen aller im 3. Schritt gefundenen Terme, die nur Freistellen Gberdecken

KIT — Universitét des Landes Baden-Wurttemberg und nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft
Institut fir Technik der Informationsverarbeitung  [JI\



Minimierungsmethoden T

Karlsruhe Institute of Technology

Nelson-Verfahren:

Beispiel: T
7 4)
® Man nehme eine Nullblockiberdeckung: | Lo o1
fE:(vaz)&(va3) 2| - @/ 1 -
—x;—
® Durch Ausdistribuieren + Umformung erhalt man: AT
_ _ . ——
f5 =X VvX)&(X VX;) Distributivgesetz 100 |1
— = = |
= X XV X Xg VX Xy V Xy Xg Regel R7 X ‘ o |1 |- ]|
=X, V XX vXX V Xy Xq Absorption (R11) — Xg——
=XV XX2vX2X3 Absorption (R11)
:X_1 V X Xg
x_v(x & X;)
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Uberdeckungsproblem (oder Auswahlproblem)

W Bei dem Nelson-Verfahren erfolgte nur die Ermittlung aller Primterme

@ Weiterhin gesucht: optimale Auswahl der Primterme

- eine Auswahl von Primtermen, die alle Einsstellen (Nullstellen) der
gewlinschten Funktion beriicksichtigt wird Uberdeckung genannt

W Losung: graphische Auswahl der Primterme mit Uberdeckungstabelle

- fur jeden Primterm wird angegeben, welche Einsstellen
(bzw. Nullstellen) er tberdeckt

—> zur Bewertung wird eine Spalte mit Kosten c, angefugt

- Uberdeckungstabelle wird mit Hilfe bestimmter Regeln
abgearbeitet (vereinfacht) -> Kernermittlung + Dominanzregeln

-> algebraische Behandlung der optimalen Auswahl von Primtermen
auch maoglich:
- Bildung und Auswertung des Petrick-Ausdrucks!

W Ergebnis: kostenminimale Uberdeckung der Schaltfunktion
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Uberdeckungsproblem:

Beispiel:
k| P J c
01214 11]12]14]16| P |°©
X 1] X% X X | p1| e
1O O1 05 14 2 X3X2 X X P2 | C2
X\ 1 -) -0, 3| X% % X | x| ps]cs
, —
1 1
‘ 12 1 17 1 x‘4 41 XXXy X Pa| Ca
0 0 1 -
g Y % M | S X, XX | X X Ps | Cs
_X_
3 6 XXX | x [ x Ps | Ce
! X3 Xy % X X P7 | C7
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Uberdeckungsproblem:

Kernermittlung:

® Wenn eine Einsstelle (Nullstelle) nur durch einen einzigen Primterm
abgedeckt wird, nennt man den Primimplikanten (Primimplikaten)
Kernimplikant (Kernimplikat)

@ Kernimplikanten (Kernimplikate) missen auf jeden Fall in die
Uberdeckungsldsung aufgenommen werden

W Spalten von Einsstellen (Nullstellen) in der Uberdeckungstabelle, die
von Kernimplikanten (Kernimplikaten) abgedeckt werden, konnen
gestrichen werden, und mussen in der weiteren Abarbeitung nicht
mehr bertcksichtigt werden
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Kernermittlung und Vereinfachung der Uberdeckungstabelle

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel:

| -
K| P 11121416 P | ©
1 X4X2 X X p]_ C]_
2 X3 X, X P2 ] C2
3 X4X3;1 X | X |1P3]|Cs
4 y4y_dy1 K Pr1C1—
5[ X, %X ps | Cs
6 X4X3Xl p6 C6
7| %%k X p7 | ¢
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Dominanzregeln und Ihre Anwendung (1)

Spaltendominanzregeln:

® Spaltendominanz in der Uberdeckungstabelle:

Iy

I2

X X P1

P2
X | X | ps
X Pa
X Ps

in_ 12

X X P1
P2

X X P3

X P4

X Ps

® Wenn die Spalte i, durch einen der Terme p, oder p; tberdeckt wird,
so wird dadurch auch i, tberdeckt
also: Einsstelle der Spalte i, ist durch p, oder p; auch realisiert

® Man sagt: (“Vektor” i;) dominiert ("Vektor® i,) und schreibt: i, >,

® Dominierende Spalten (hier: i) kdnnen gestrichen werden
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Dominanzregeln und Ihre Anwendung (2)

Zeilendominanzregeln:

W Zeilendominanz in der Uberdeckungstabelle:

i1 X X X X pr| G i1 X X X X pr | &
i 2 X pZ C2 | Z )( ﬁz CZ
Ik X X X Px Cx Ik X X X Pk Cx

® Wenn eine Zeile i, (z Primterm p,) nur Spalten (z Einsstellen) tberdeckt, die
auch von einer anderen Zeile i, (z Primterm p,) Uberdeckt werden
-> i, wird von i, dominiert: i, <i,, und

es gilt: (Kosten c,) < (Kosten c,)

- die Zeile i, kann gestrichen werden
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Uberdeckungsproblem:

W Um die optimale Uberdeckung der Schaltfunktion durch eine
optimale Auswahl von Primtermen zu ermitteln kann das Problem
durch die vorgestellten Regeln graphisch vereinfacht bzw.
komplett gelost werden

Allgemeine Vorgehensweise:

1) Kerne bestimmen und Streichen aller Uberdeckten Spalten (z Einsstellen)
(“leergewordene” Zeilen konnen auch gestrichen werden)

2) Spaltendominanzen finden und dominierende Spalten streichen

3) Zeilendominanzen finden und dominierte Zeilen streichen, nach
Mdoglichkeit (-> Kosten c; beachten!)

4) Schritte 1-3 wiederholen, bis Uberdeckungstabelle nicht mehr reduzierbar
- keine Kerne und Dominanzen mehr (ggf. noch zyklische Resttabelle auflésen)
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Uberdeckungsproblem (Auswahlproblem):

Petrick-Verfahren:

@ Das Petrick-Verfahren ist eine algebraische Methode

-> dient zur Bestimmung kostenminimaler Losungen
von Uberdeckungsproblemen

B Es kann direkt nach dem Nelson-Verfahren zur kostenminimalen
Auswahl von Primtermen verwendet werden

W Spaltendominanzen und Zeilendominanzen kénnen algebraisch mit
Hilfe des Petrick-Verfahrens in Form von Absorptionsregeln bzw.
Ausdistribuieren abgearbeitet bzw. bewiesen werden

W Petrick-Verfahren wird bei zyklischen Resttabellen verwendet

12 KIT — Universitét des Landes Baden-Wurttemberg und nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft
Institut fir Technik der Informationsverarbeitung  [JI\



I Minimierungsmethoden T

Petrick-Ausdruck (PA):

@ Der Petrick-Ausdruck ist algebraische Beschreibung der
Uberdeckungsedingungen
- ob der Primterm k zur Lésung gehért, wird mit der bool”schen
Prasenzvariable (Auswahlvariable) p, angegeben
->p, =0 =>Primterm k ist nicht in LOsung enthalten
->p,=1 => Primterm k ist Bestandteil der L6sung

- zur Uberdeckung jeder Einsstelle muss mindestens ein Primterm
zur LOsung gehdren, der diese Stelle Uberdeckt

@ Petrick-Ausdruck besteht daher aus Termen von disjunktiv verkntpften
Prasenzvariablen
—> fur jede Einsstelle der Tabelle enthélt der PA einen Term
- in jedem Term muss mindestens eine Prasenzvariable den Wert “1” haben

@ Diese Terme werden konjunktiv zum Petrick-Ausdruck verknupft
-> der Petrick-Ausdruck muss immer eins liefern!
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Uberdeckungsproblem (Auswahlproblem)

Beispiel: _
kK| P 2 [ 4 111 121416 P [ ©
11 XX X X |lp1|c
2 x_3x2 X X p2 | C2
3 x4x3;1 X | X |ps]cs
41 X, X%, X P4 | Ca
5| XXX X ps | cs
6 | x%x X Ps | Co
7| %%% X X p7 | C7

AT

Karlsruhe Institute of Technology

PA=(psV Ps) &(P, v Ps) &(Ps v P;) & P, &(Py v P,) &(Py v P;) & (P, v py)=1

* Im Petrick-Ausdruck kann man erfassen (beweisen!), dass die Prasenzvariablen
der Kernimplikanten (p,) immer eins sein missen
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Uberdeckungsproblem (Auswahlproblem)

® Auch der Petrick-Ausdruck wird durch Distributionsregeln
und Absorptionsregeln vereinfacht

Beispiel:

PA=(psV Pg) & (P, V Ps) &(Ps Vv P;) & P, & (P, Vv P,) &(P; v P;) & (P, v p3) =1

= PPsPsP7 v PoP3P4Ps v PiPsP4PsPs Vv P2 PsP4PsP; Vv PP, Py PsP; =1
=Py &(PPsP; Vv P, P3Ps Vv PLPsPsPs Vv PP Ps P, Vv PP, PsP;) =1

PA=p.P,PsP; Vv PoP3P4Ps v PP P4 PsPs Vv Py PsPsPsP7 v PP, P, Ps P, =1
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Uberdeckungsproblem (Auswahlproblem)

® Damit der Petrick-Ausdruck “1” wird, muss mindestens einer der
disjunktiv verkntpften konjunktiven Teilterme eins sein

W Jeder konjunktive Teilterm reprasentiert genau eine maogliche
Losung des Auswahlproblems

B Zur Auswahl der optimalen L6osung:
—> die Kosten c, der Primterme p, werden herangezogen
- Anzahl der Literale von p,

B Vergleich der Kostensummen K aller moglichen Losungen
(K = Summe der Literale der jeweils notwendigen Primterme)
- diejenige Uberdeckung mit optimalen Kosten

kann ermittelt werden
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Uberdeckungsproblem (Auswahlproblem)

17

Beispiel:

PA=D,P,PsP7 v PoP3P4Ps Vv PiP3P4PsPs Vv P, P3P, P Py Vv PLP, P4 Ps P, =1

mit ¢,=c,=2; C3...C,=3
P1P4PsP7 K=11
PoP3PsPs K =11
P1P3P4PsPs K =14
PoP3P4PeP; K =14
P1P2P4PsP; K =13

AT

Karlsruhe Institute of Technology

I Pl o724 1]1 121416 P ] ©
1 X4 X, X X |p1]ca
2 X:X2 X X p2| c2
3 x4x3;1 X | X |ps]cs
4 X4;3X1 X P4 | Ca
5| xxx | X X Ps | Cs
6| xx% | x | x Ps | co
7| %%x X X p7 | ¢

® Damit ergeben sich zwei kostenminimale Losungen:

P1P4PsP7 UNd P,P3P4P5
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Uberdeckungsproblem (Auswahlproblem)

Beispiel:

W die zugehdrigen disjunktiven Minimallosungen (DMF)
mit nur 11 Literalen sind:

Yy = XX V X XXy V X X Xy V X X, % Und Yo = XX V X Xg Ky V Xy XKy VX Ky Xy
y % y %
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