Elektromagnetische Felder

SS 2019

Musterlosung zum 1. Tutorium

1. Aufgabe (*)

Zur Einleitung etwas Grundsétzliches iiber Fldchen-, Volumen-, und Linienintegrale.
Die Integration ist am einfachsten, wenn das gewihlte Koordinatensystem der Sym-
metrie der geometrischen Anordnung, also der Flédche, Linie oder des Volumens ent-
spricht. Die Transformation des Feldes in ein anderes Koordinatensystem ist meistens
einfacher als die Transformation der Fliache, des Volumens oder der Linie. Differential-
operationen div, grad, rot und A kénnen in beliebigen Koordinatensystemen berechnet
werden, das Ergebnis ist immer gleich.
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a) Die Integrationsoberfliche ist kugelsymmetrisch. Die Transformation von Vek-
torfeldern in ein anderes Koordinatensystem wird in 2 Schritten durchgefiihrt:
1) Transformation der Komponenten des Vektorfeldes (Skript S. 23)
2) Transformation der Variablen (Ortsvektoren) (Skript S. 22)
A,

A= Ay | = A& + Agey + Ap €, in Kugelkoordinaten
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1) A, = A, cos? =5z cos?d
Ay = —A,sin¥ = —5z sinv
A, =0

2) z =rcos?
= A= 51 cos? 9 €, — 5rsindd cosV €y

Die Oberfliche einer Kugel um den Ursprung zeigt in r-Richtung. Das infinite-
simale Flachenelement ist gleich

df = & r?sind dv dy
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Uber 7 wir nicht integriert. Terme mit  konnen vor das Integral gezogen werden.
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Der Integrant hingt nicht von ¢ ab, [c,o]%7T = 2.

= 10773 / cos? ¥ sin ¥ di
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Ein schwieriges Integral: Entweder hilft ein Trick aus HM — / dflg) = F(9)
oder eine Integraltabelle (Bronstein). -sin® ist die innere Ableitung von cos? 4.
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b) divA in kartesischen Koordinaten:
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¢) Zunichst wird das Volumenelement in Kugelkoordinaten bendotigt:

dv = r?sind dr dd dp
Integrationsgrenzen: r =0...a,9=0...m,0 =0...27
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Dies bestiitigt den Gaufischen Satz:

/divﬁ’-dv:]éldf

Natiirlich kann man sich hier die ganze Integriererei auch komplett sparen:
divA = 5 = const.

o - 4
= /divA -dv = divA - Volumen der Kugel =5 - gag

2. Aufgabe (*)

a) Transformation der Vektorkomponenten von Ain Zylinderkoordinaten
(Skript S. 23)

AR = Az cosp+ Aysing = 2ycos ¢
A, = —Azsinp + Aycosp = —2ysing

2y cos
= A =2ycosper —2ysinpe, = | —2ysingp
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Transformation der Variablen (Skript S. 22)
y = Rsingp
= A =2Rsingpcosper — 2Rsin’ &,



Integration des Feldes entlang eines Kreises um den Ursprung:
Der Integrationsweg verlduft immer in @-Richtung. Benttigt wird das Linienele-
ment ds in ¢-Richtung (Skript S. 24).

d5 =&, Rdyp
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/ sin? ¢ dy ist ein schwieriges Integral, das Ergebnis sollte aber aus der Wechsel-

0
stromtechnik bekannt sein. Ansonsten kann in einer Integraltabelle (Bronstein)

nachgeschlagen werden.
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b) Rotation:
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Wie in Aufgabe 1 gelernt, sollte rot A nicht unbedingt in Zylinderkoordinaten
berechnet werden.
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Das Fliachenelement des Kreises zeigt in z-Richtung. d f =e, RdRdy
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Es geht auch noch einfacher:

rot A = —2&, = const und senkrecht zur Kreisfliiche in der zy-Ebene.

= / rot A-d f = —2 - Fldcheninhalt des Kreises

= 27 a?

Dies bestéitigt den den Stokesschen Satz:

/rotﬁdf:j[ff-dg

3. Aufgabe (*)

a)
9
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A, ist gleich 0 und A, , héngt nicht von z ab, also ist
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Die Rotation verschwindet bei beliebigen Gradientenfeldern.

rot grad ¥ = O‘

Beweis Skript Kapitel 1.3
¢) A in Zylinderkoordinaten:

Ap = Agcosp+ Ay sing
= 2zy° cos @ + 227y sing
= 2R3 cos? psin® o + 2R3 cos? psin® o
= 4R3 cos? psin? ¢



A, = Agsinp + Ay cosp
= —2zy? sin v+ 222y cosp
= —2R3 cos psin® ¢ + 2R3 cos® @ sin ¢
= 2R3 cos psin ¢(— sin? ¢ + cos? @)

= A= Apép+ A, ¢,
A hat keine z-Komponente. Somit tragen die Stirnflichen des Zylinders nichts

zum Integral bei (4 - &, = 0).

Zur Integration iiber den Zylindermantel wird das Flidchenelement des Zylin-
ders in R-Richtung bendotigt.

df = ér Rdyp dz
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Fiir die Punktprodukte zwischen den Einheitsvektoren gilt:

Gr-ép=1, &, ér=0
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Mit Integraltabelle
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Alternativ kann das Oberflichenintegral auch mit dem Gaufichen Satz berechnet

werden.
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divA = 2y% + 222 (in Zylinderkoordinaten umwandeln)
= 2R%sin*p 4+ 2R* cos®
= 2R?(sin’ ¢ + cos® p)
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4. Aufgabe (**)

a) Rotation in Kugelkoordinaten (Skript Kapitel 1.5.4)
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Die Divergenz einer Rotation ist immer null (Beweis: Skript Kapitel 1.3).
div rot A = 0

= Das Volumenintegral iiber die Kugel ist 0.
= Das Oberflichenintegral ist 0.

Integrationsweg verlduft in ¢-Richtung (in Kugelkoordinaten).
Linienelement in ¢-Richtung: ds = €, r sind dy

/gdgz/(r€r+2€¢)-€¢r sin dy

ér €y, =0, €p-€p=1
2m
= / 2r sind dp
0
= 4mrsind
Fiir die zy-Ebene gilt 9= g; auflerdem ist r = a
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Alternative Berechnung mit dem Stokesschen Satz:

/rotzdfz //ng

Nach dem Satz von Stoke kann man iiber jede Fléche integrieren, die von dem
urspriinglichen Integrationsweg begrenzt wird. Also hier die obere oder untere
Hemisphére oder die Kreisfliche (Scheibe) in der zy-Ebene mit Radius a. Dabei
ist die Orientierung des Flidchenelements durch Umlaufsinn des urspriinglichen
Integrationswegs bestimmt.

Berechnung mit Scheibe (¢ = g = const):

df = (=1) -&r sind drdp

Orientierung =1
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Zusatz:
Es wird nun noch die Berechnung der Oberflichenintegrals nach Stokes mit
Zylinderkoordinaten gezeigt. Dies bietet hier keinen rechnerischen Vorteil; soll

jedoch zeigen, dass es unerheblich ist, welches Koordinatensystem man benutzt.

Transformation von B in Zylinderkoordinaten:

Komponenten:
Ap = A, sinv + Ay cost
2
= sintd — — cos
rtan v r
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Variablen:
R x
r=+vR2+ 22 1Y = arctan — Es gilt: sin arctanz = ———
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Integriert wird iiber eine Kreisfliche in der xy-Ebene = z = 0.



Flachenelement in z-Richtung in Zylinderkoordinaten: d f = e, RdRdy
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Schwierigkeit der Aufgaben von einfach losbar(*) bis hin zu anspruchsvoll (***).



