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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen |

Elektrische Feldstarke E definiert Gber Kraft /' auf Probeladung g:
(Coulombsches Gesetz, 1785)

|:E;:| N ] _V-A-S_V

B A-S_A-s-m_ A-s-m_m

FoqE

Die Richtung der Feldlinien gibt die Kraftrichtung auf positive
Testladungen an. Die Dichte der Feldlinien ist ein MalR fiir den

Betrag der Feldstarke.

Elektrische Feldstarke E erzeugt durch alle Ladungen O bzw. Raumladungsdichte pg., im Raum:

Maxwell: divE =

P ges 4 A
g £ =8,85.10"2 —

£, V-m

Superpositionsprinzip: Felder jeder einzelnen Ladung individuell berechnen, dann alle addieren.
Achtung: Gilt nur bei Linearitat, d.h. keine Sattigungseffekte
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen Il
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen Il

Materialeffekte: Elektrische Polarisation P

Makroskopisch
gemittelt tGber
molekulare Effekte

In Molekiilen gebundene,
separierte Ladungen,
guasineutral

Elektrisches Polarisationsfeld E , hervorgerufen durch
. P’ ;
Ladungstrennung/-verschiebung innerhalb der Molekile

Definition der elektrischen Polarisation: P=—¢ -E [13]
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen IV

Die Uberlagerung

- des durch freie Ladungen Q erzeugten Feldes EQ

- und des durch Ladungsverschiebung in Molekiilen
erzeugten Polarisationsfeldes Ep bzw. P

liefert ein effektives Gesamtfeld E':

E=EQ+EP

Ersetzen von Epdurch —13/60 und Multiplikation mit €, liefert
EOEQ =€, -E+P
Mit der Definition der Verschiebungsdichte D (auch: elektrische Flussdichte)

Def

ngo-EQ

Ergibt sich die bekannte Materialgleichung

_ - o _ A .S
D=¢,-E+P |D]==
m
Elektrostatik ) ) =
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen V

Ausgangsgleichung: E = EQ +Ep
Wenn das Polarisationsfeld Eplinear proportional zum elektrischen Gesamtfeld E ist

Ep ==X, .E (Richtung entgegengesetzt zu E ) X, elektrische Suszeptibilitat

—

so erhalt man durch Einsetzen: E:EQ -X, E

—

Umformen fuhrt auf: EQ:(1+)561)-E

Die relative Dielektrizitatszahl des Materials € wird definiertals: & = (1+er)
Somit ergibt sich EQ =€ .E

Def

Mit der bekannten Definition fir die Verschiebungsdichte D= g, -E‘Q

erhalt man die Gibliche Schreibweise: |D= € €, E
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen VI

div(e -E"): Allgemein gultige Maxwell-Gleichung unter Berlicksichtigung aller, also
0 P ges der freien und der in dielektrischen Molekilen gebundenen Ladungen.

—_

pges = ’0 * pP
frei gebunden  Superpositionsprinzip

E =E + E |

—> div(go-EQ):p

Es genugt also die Kenntnis der
Verteilung der freien Ladungen zur
Berechnung des elektrischen Feldes

A

— diV(go'Ep):Pp Problem: p, unbekannt

Aber im Fall linearer Materialgleichungen gilt:

D=¢ e -E < ¢gE,=¢-¢E > |E=E /¢

"l

eyl
I

Traditionelle Schreibweise: divD=p c o
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen VI
Berechnung der relativen Dielektrizitatskonstanten

Im Inneren des Kondensators sind MolekUlile mit polarisierbaren Elektronenorbitalen mit der
Dichte von N Molekilen pro Volumeneinheit statistisch verteilt.

Flache A

+—>

Dicke d

Jedes dieser Molekile erzeugt einen kleinen Beitrag zum Gesamtpolarisationsfeld Ep aller Molekile.

Das elektrische Feld erzeugt in jedem der Molekile eine kleine Ladungstrennung, weg vom
neutralen Gleichgewicht, um die Distanz s.

Elektrostatik : : —7
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen VIII

E

0

Neutrales Molekdl

E#0
|~ — +Qm
—1 - +
'Qm
—» -« —» |
S S

Der Ladungsuberschuss am Molekil +Q,, und —Q,, ist gegeben durch die Raumladungsdichte der
Elektronen p_, durch die mittlere Querschnittsflache des Molekiils 4., und durch die Lange s der

Ladungstrennung: -0, =p_- A, s

Zur einfacheren Berechnung des gemittelten Gesamtfeldes £, wird als Idealisierung angenommen,
dass die Molekile in zu den Kondensatorplatten parallel ausgerichteten Schichten angeordnet sind.

-Op  +0p -Op +0p-Op +0p
In Dielektrika kommt der durch
_ - ul i + Umorientierung von ortsfesten,
+Q - +| |- +| |- +1 -0 elektrisch geladenen Dipolen zu
~ 1= I N Polarisation. Solche Materialien
) leiten den elektrischen Fluss um
: H |z ulls + Flache 4 | den Faktor €, besser als der leere
) s R Raum.
Dicke d
Elektrostatik : : —J
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen IX

Die gesamte Polarisationsladung Q,, ist die Summe der molekularen Teilladungen Q,, Uber die

gesamte Querschnittsflache 4
N ist die Dichte der Molekile, also die Anzahl pro Volumen
QP:ZQm:p.A.S:N.qe.A.S P

A+ s ist das Volumen der einen Ladungsschicht am Rand

Das elektrische Polarisationsfeld £, ergibt sich aus der gemittelten Ladungstrennung +Q, und
—Q, aller Elementarladungen g, der Elektronen

Die Auslenkung s der Ladungen ergibt sich aus dem Kraftegleichgewicht des an g, angreifenden
E-Feldes und der innermolekularen Riickstellkraft, welche in erster Naherung linear mit einer
Rickstellkonstante » (analog der mechanischen Federkonstante) beschrieben werden kann

. . B E
F=q -E=rs —p ‘g‘:qe
r
Damit ergibt sich flr £,
. 1Q . 1 Nq-As 1 E B, 1 _
EP:__._P.e __ 4.4 .6 =——-N-q q, — EP———~;qe-E
g A ° £, A ¥ g, “r E, T
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A\‘(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 11 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI=

Elektrotechnisches Institut



1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen X

Das Gesamtfeld E setzt sich also aus der Uberlagerung des durch die Ladungen auf den Elektroden
des Kondensators hervorgerufenen £, sowie dem Uber alle Molekile gemittelten £, zusammen

Daraus ergibt sich

. N-g* ) -
F =141 |5
¢ g, T
—>Def —_
Und schlielllich mit der Definition von D = E, -EQ
. 1 N-¢° . N -q¢°
D=1+—- 9. €, E —> g:]__|_i. 9
E, T : E, T

Die relative Dielektrizitatskonstante hangt also nur von der Dichte N der Molekile und von deren
Rickstellkonstanten 7 ab.

Diese stark vereinfachte Modellvorstellung ist zur Beschreibung der in praktischen Anwendungen
wichtigen und messbaren Effekte vollkommen ausreichend.
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen Xl

Im Allgemeinen ist die relative Dielektrizitatskonstante (Permittivitat) ein Tensor, d.h. eine Matrix,
durch die nicht nur der Betrag, sondern auch die Richtung von D dreidimensional gegeniiber £
verandert wird. Vereinfacht lasst sich die Permittivitat als komplexe Zahl darstellen (dann nur
zweidimensionale Richtungsdanderung).

Aullerdem ist g, bei vielen Stoffen frequenzabhadngig. Beispiel Wasser: ¢, ca. 80 bei niedrigen
Frequenzen, ca. 5 bei hohen Frequenzen (GHz-Bereich). Im Vakuum (Luft) ist €, = 1.

| Verlauf der komplexwertigen relativen

S5 Permittivitat Gber einen weiten
slektrisch Frequenzbereich, aufgespalten in Real- (rot)
und Imaginarteil (blau) mit symbolischer
Darstellung der verschiedenen Ursachen wie

molekular

l l : o
103 106 10° ﬁolz 1(315 der Relaxation und bei hoheren Frequenzen der
ﬁMikr‘fwe“e [ inrarot [Vis [V atomaren und elektronischen Resonanzen.
Frequenz In Hz Quelle: Prof. Kenneth A. Mauritz derivative work: Cepheiden (talk) - Dielectric_responses.png

Kunstglimmer (Handelsname ,,Mikanit“) wird gerne als Isolator eingesetzt und hat etwa &, = 6.

Elektrostatik ) i =
) E E =
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1. Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen XlI

Anschauliche Erklarung von Elektrischer Feldstarke E
und Elektrischer Verschiebungsdichte D

Im Beispiel rechts ist eine Punktladung +0 gegeben,
die auf einer Kugel (Nichtleiter) gleichmalig verteilt ist.
Darum herum befindet sich eine leitfahige Hohlkugel.
In dieser Hohlkugel findet eine Ladungsverschiebung
statt. Die Ladungsverschiebung ist vollig unabhangig
vom &, des Zwischenraums zwischen den Kugeln.

Die elektrische Verschiebungsdichte D entspricht der Oberflachenladungsdichte der Hohlkugel
[D] = C/m?. Fur d = 0 gilt 0, e = T aygen
Sie ist damit direkt mit der Ursache der Ladungen verknlipft, welche das Feld erzeugen.

Die elektrische Feldstirke E ist dagegen mit der Wirkung des Feldes verknupft, denn sie wird

tiber die Kraft definiert, welche das Feld auf eine Probeladung ausiibt: E = ﬁ/q
[E]=N/C
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2. Satz von Hullenfluss und Symmetrie |

Erzeugung der Verschiebungsdichte D durch Raumladungsdichte p

_ oD oD 9D
— > d D: X Y A— Y,
ivD=p C—p ™ + 3y + . p(x y Z)

Berechnungsmethode fur D im
Falle einfacher Symmetrien

” divD-dv= ”Ip-dv

df
Flache F

Vol Vol VOl
élv(;itit]/:r;i:(:h Satz von Gauf} Kugelféormiger Nichtleiter
Darstellung | mit Raumladungsdichte p(r)

. cﬁﬁﬁ-df _ ij-dv Wichtig fiir die praktische Nutzung:
F Vol A 1) Wahl eines geeigneten Koordinatensystems

,Satz vom Hu”enﬂuss\ 2) Wahl einer geschlossenen Integrationsflache

Gesamte Ladung QO im Volumen

Elektrostatik : : —7
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2. Satz von Hullenfluss und Symmetrie Il

Kugelsymmetrische Ladungsverteilung: Kugelkoordinaten

Symmetrie von Kugel und Ladungsverteilung Berechnung Aulenfeld fir 7> 7,
- D:Dr(r)-ér konstant auf Hiillflache divD=p = ”jdivD-dv= j”P'dV
Vol Vol
| Flache F(r) <ﬁ>5-df: JIIP'CIV = D -4nr*=Q
F(r) Vol(r)
L~ Volumen Jol
o) p=-2.D=0;D =0
03 " Anr
pO = 4 3 —
, . D 0
Gesamtladung O k= cc i Are e 1’
/ innerhalb der nicht- r 0 r 0
leitenden Kugel mit
_____ Radius r ﬁq:q.E‘ — qu:qu
- dre g r
Kugelsymmetrie: | p, furr=r,
p(r, 0, @) = p(r) = 5 Folgerung der Kraftgleichung
0 furr>r aus den Maxwell-Gleichungen

—

( T Elektrostatik . . =
. E E =
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2. Satz von Hullenfluss und Symmetrie 1l

Berechnung Innenfeld fir » < r,

,O(T')Z pO = const. r<r

fip.a7=J[[o o

Vol

2rw r2rr
D -é JI rz-sim}-dﬁdgozpo-jjJrz-sim}-dﬁdgodr
00 ‘ Y : ooo Y :
4Tt am
D -4nr*=p 2 —> D (r):&r
r - 0 3 r 3
Kugelflache Kugelvolumen

Elektrostatik . . =
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Berechnung AuRenfeld fir » > r

- [[] s [I] pav

Vol(r,) Vol(r-r,)

=p,- [[] dv+0- [[] av

2. Satz von Hillenfluss und Symmetrie IV

L

Vol(r,) Vol(r-r,)
4 Vol(r)
_ 3
=Py -571'1‘0
=0
4
Dr'47l'l”2=p0'—7l'l‘03 Dr(”') A
Py
Lvariabel Lfest 3 ‘o
~ 1/r?
3
r ~
D (r) = &iz i
r 3 r o
Elektrostatik

AT

Karlsruher Institut for Technologie
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2. Satz von Hullenfluss und Symmetrie V

Umkehrung: Berechnung von p(r) aus gegebenem D(r)

Innen » <r,

. P,
D=Dr-er—? e divD= rz-Dr) Divergenz in Kugelkoordinaten

Nur r-Komponente =

_L Py or
rt 3 or
:l.&.:grz
r* 3
g.e.d
Aullen r > r, w 0
. ~ Q - , —
D=D -é = ¥ divD=—-—]|r —> |divD=0
rr T 4 T 2 Jr Amr?, g.e.d
=0

A\‘(IT Elektrostatik . Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI5=
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2. Satz von Hullenfluss und Symmetrie VI

D= D -e = 1 L —-€_ an der Oberfldche der Kugel ist r = r,
r

— Bei gegebener Ladung QO wird das Feld an der Oberflache um so hoher, je kleiner ry ist.

Auch an Spitzen, Ecken und Kanten verdichtet sich das elektrische Feld = Spitzenwirkung.
Dieser Effekt tritt bei allen elektrisch geladenen Strukturen mit spitzen Winkeln und auch
bei diinnen Leitern auf. Er kann zu Durchschldgen in der Luft fihren (Koronaentladung,
Spitzenentladung, Elmsfeuer, Knistern und Brummen von Hochspannungsleitungen).

[/ /[ [ [ [ [ [ [ [ [/
A

Elektrostatik . . =
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3. Ubergédnge an Grenzflachen |

nach Maxwell

Isolatoren

Optische Linsen Grenzibergang Ah—0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—

E=E +E € i=1.

ds =ds-e, Wegelemente ds,
ds,=ds-(~¢,)

—E, -ds, =(E, &+E, ¢ )dsé=E,ds
—E,-ds,=—E_-ds

—E, -ds—E_-ds=0— |E =E

t1 t2

Berechnung der Tangentialkomponenten

[[rotE-df = §E-ds == [[ B-df
F S dt F

<_|‘>E-d§=1§1-d§1+1§2.d§2=—% [[ B-df=0
S

Ah—0

Flache F=ds-Ah

Medium 1

Die Tangentialkomponente der elektrischen
Feldstarke ist an Grenzflachen stetig.

Elektrostatik
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3. Ubergidnge an Grenzflachen II

=
Vol V Berechnung der Normalkomponenten
divD=p — ”Jdivﬁ-dv = gfr]gﬁ-df: J”p-dv
Medium 2 Ah nach Maxwell
: | Volumen V' =df-Ah wird durch Grenzflache durchdrungen.
! J Boden- und Deckelflachen df stehen senkrecht auf der Grenzflache.
I\/Iediu\r;m-i—’ Hohe Ah mit Grenzibergang Ah — 0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—

D=D_-e+D -e i=1,2
Oberflachenelemente df:
Oben: df:df-én
Unten: df=df~(—én)
Rand: Ah - 0 —> F _ =0
{pD-df =D ,-df -, -df +0=[[[ p-ah-df = [[c-df => |D,-D, =0

Vol

Die Normalkomponente der elektrischen Verschiebungsdichte macht an der Grenzflache einen
Sprung gleich der freien Grenzladungsdichte. Sie ist stetig, wenn o = 0.

Elektrostatik : : —]
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3. Uberginge an Grenzflachen IlI

Dn2=Dn1+c7

—

Voraussetzung D=¢ ‘g, .E

—> g€, E =¢-€ E +0

E :O-/SO grl

n2

-E

nl

+

8r2 8r2

AuBerdemgilt E,=E

81
Fallso=0,sofolgt |E =—"E

Richtung und Starke von E andern sich an
Sprungen der Dielektrizitatskonstanten.

Elektrostatik . . =
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3. Uberginge an Grenzflichen IV

Die elektrische Verschiebungsdichte D beginnt bei positiven Ladungen und endet an negativen
Ladungen, allerdings nur an echten Ladungen, also nicht an Polarisationsladungen.
Die elektrische Feldstarke E hingegen beginnt und endet auch an Polarisationsladungen.

Beispiel Plattenkondensator mit zwei Materialien _
E =D, /&
Material E; =Dy, [ & = E4/2
+Q -Q . ) .
Das resultierende Feld E ist also im
Dielektrikum immer kleiner als im
gq1=1 Vakuum.
g =1"¢, Die Verschiebungsdichte D ist
hingegen unabhangig von ¢, gleich.
/N r
Elektrische Verschiebungsdichte D Elektrische Feldstarke £
+ > - + > -
+ > - + > -
+ > — + > -
; i . ; i .
+ . - + - _
+ ¢ - + ¢ _

( T Elektrostatik . . =
. E E =
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3. Uberginge an Grenzflichen vV

Bei geschichteten Isoliermaterialien ziehen daher diejenigen mit kleinem ¢, die hochsten
Feldstarken £ an sich und damit die grofSte elektrische Beanspruchung.

Das ist insbesondere bei eingeschlossenen Luftblasen kritisch
(= Durchschlag / Teilentladung, Glimmerscheinung = nach einiger Zeit Materialermidung).

Es gibt Materialien, z.B. Glimmer, die dauerhaft Teilentladungen standhalten.
Andere Materialien, z.B. Harze und Lacke, schmelzen bei Teilentladungen in Luftblaschen lokal
auf, so dass die Blase immer grolSer wird und es nach kurzer Zeit zum Ausfall kommt.

Dielektrische Festigkeit Luft ca. £, ., =30kV/cm
(Durchschlagsfestigkeit) Ol ca. £, = 150 kV/cm
Papier ca. E ., = 150 kV/cm

Glimmer (Mikanit) ca. E, ., = 2000 kV/cm

Tatsachlich ist die Durchschlagfestigkeit von Gasen (Luft, Stickstoff, Wasserstoff, Helium, ...)
stark nichtlinear vom Gasdruck (Aufstellhohe) und vom Elektrodenabstand abhangig
(— Paschen-Gesetz, 1889).

Elektrostatik ) i =
) E E =
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3. Uberginge an Grenzflachen VI

Felder an Leiteroberflachen

E=E e +E -e E - Stetigkeit der Tangentialkomponenten:
Z Eti :Eta
Et
+ o+ 4 E=0—>FE =0
+ + 1 ti
+
+ . +Q 7 " - Et =0
innen ,,i + ?
+ T o
/ auRen ,a" Stetigkeit der Normalkomponenten:
G(F) Dna_Dni:O-
Ortsabhangige
Flachenladungsdichte €, € L€ & E,=0
o
EF =
— " gra .80
E =0
: ~ o Das AuBBenfeld steht
~ = 7 — |E = -e immer senkrecht auf
da /=x-E und J=0 a . n
/ : €ra € der Metalloberflache.
Elektrostatik . . =
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4. Potentialfunktion |

Definition |E=—grad® Potentialfunktion [(D]=Volt
g -_9%
* o ox

D Das mathematische Skalarfeld (I)(F), auch Potentialfunktion genannt,

Ey :_8_ beschreibt vollstindig das reale physikalische elektrische Feld E .
Y Das Potential @ selbst bewirkt keine messbaren Krafte.
0D
E =——
z 0z

Der Nullpunkt (Bezugspotential, Erdung) ist durch eine beliebige Konstante C wahlbar,
ohne das vom Potential beschriebene elektrische Feld zu verandern. Die Potentialfunktion
ist also nicht eindeutig bestimmt:

Elektrostatik : : —]
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4. Potentialfunktion Il

Beispiel Linienladung O/€

27 r. " (ohne Beweis)

60

——————————————————————————————

Richtung von E
Richtung von —grad &

Elektrostatik ) i =
) E E =
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4. Potentialfunktion IlI

Die Einfihrung der mathematischen HilfsgroBe des Potentials
;| d5 B
erlaubt eine einfache Berechnung des Wegeintegrals: JE-CE Weg 1

n

ds

Integralsatz der Mathematik:
Das Wegintegral Gber den Gradienten eines Weg 2
Skalarfeldes vom Punkt A zum Punkt B ist gleich der

Differenz der Werte der Potentialfunktion an den B
Punkten B und A — unabhéangig vom integrierten (I)(B)—CI)(A) = Jgradcb-d§
Weg zwischen den Punkten. A

Damit wird
) ) Wichtig ist nur die Potentialdifferenz an den Orten
Bl . . . 1 und 2, nicht der Verlauf der Potentialfunktion
—J.E-ds =+Jgrad(1)-ds =<I)(r2)—(I)( 1) zwischen ihnen. Das Potential ist wegunabhingig.

1 1

B Die elektrische Spannung Uy, eines Punktes B
U =CI)(B)—<I)(A)=—fE'd§ gegenuber einem Punkt 4 ergibt sich aus der
BA . . . .

A Differenz der Potentiale in diesen Punkten.
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4. Potentialfunktion IV

Differentielle Darstellung

E(F):—gradd)(

=N
~

—JE-d§=+J.gradCI)-d§=J.(%Eéx+g£éy+%£ézj-d§
F F \ 09X Y z

esist ds=dx-e_+dy-e +dz-e
X y z

tt

—dx+—dy+—dz

([ 0D 0P 0P
0x oy 0z

Il
ey

1

[l
g 1) S |
Q
o
Il
=i
—_——
o M
S~
I
=i
—_—
e
S~

v

1

—]%E-d§=d>(l72)—d>(i7) Integrale Darstellung

1
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4. Potentialfunktion V

Arbeit im elektrischen Feld

Welche Energie wird bendtigt, um eine Probeladung O vom Ort 1 zum Ort 2 zu bewegen?

F=Q'F —= AWe:rfﬁ-d§=Q'-rjE"-d§=Q'-(<I>(FZ)—<I>(Fl))

1 1

AW, hangt nur von r; und r, ab, nicht aber von der Wahl des Weges dazwischen.
Es wird keine Energie auf Wegen entlang von Aquipotentiallinien verbraucht.

—> Q’-(I)(F) Nennt man die potentielle Energie einer Ladung O am Ort r

Der Nullpunkt fir @ ist ja willkirlich

aber nur die Potentialdifferenz grad((I)+C):grad(D

Physikalische Bedeutung hat
zwischen zwei Orten 1 und 2 }

Die flr die Bewegung eines Kérpers mit der Ladung O* von r; nach r, erforderliche Energie
W, ist gleich dem Produkt aus der Ladung des Korpers und der zwischen den beiden
Punkten liegenden Spannung U,,, also: W, = Q- U,,

A\‘(IT o 31 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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4. Potentialfunktion VI

Agquipotentialflichen

=N

@

): const.| Definition von Aquipotentialflichen

/]

o7 )-0(7)=0 — —}E-aﬁ:o

2

—> ds LE

Aquipotentialflichen stehen senkrecht auf
den Feldvektoren des elektrischen Feldes.

eyl

h'u‘/

E

Elektrostatik
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4. Potentialfunktion VII

Potentiale an Leiteroberflachen

(ID(F):const. An Oberflachen gilt:
auf Oberflache E=FE i E.,=0  esgibt keine Tangentialkomponenten
\ n
L F t o4 /
+ ++ — @ = const.
+
+
+ +
+ + ..
\ Oberflache ist Aquipotentialflache
/ G(F);tconst. B
O auf Oberflache = E=E -n

Das elektrische Feld (die elektrischen Feldlinien) steht
immer senkrecht auf der Oberflache von Leitern.

Elektrostatik : : —]
A\‘(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 33 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI=
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4.1 Eine Punktladung |

Gegeben sei eine Punktladung bei»=0

Berechnung von CI)(F) aus bekanntem E(F):

cp(r)_q>(oo):_:[g.d§:_j(gr.gr).(dr.@r):_j 0

) /\k ! Ame e r'
e |1 r (e A7
4re € r'|
__ o 1
dre e 1
Willktrliche, aber praktische Festlegung: CD(oo)zO
—> cp(r): Q 1 Q'-(I)(F) : Potentielle Energie einer Probeladung
drmee 1 O’ im Feld der erzeugenden Ladung O

(Arbeit, um aus dem Unendlichen an

Coulombpotential einer Punktladung den Ort 7 zu kommen)
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4.1 Eine Punktladung

Umbkehrung: Berechnung von E(¥) aus bekanntem CI)(F):

E(F)
/(I)(r) Aquipotentialflichen sind hier
< > Kugelschalen um Q
v Kugelsymmetrie
Y
O(r,0,p|=D|r|= —  Kugelkoordinaten
( go) () dre e 1 8
E=—grad®
~ BCD(r) 1 E)(I)(r) 1 BCD(r)
=—e - —e —- —e : .
" or ’r 9%  ?r-sind d¢
1 _
=+ Q —2'8
dre e r° 7
A\‘(!T glri)léﬂlc)or.sjztgi.kMartin Doppelbauer 35 Elektrotechnisches Institut (ETI) EII;E.



4.1 Eine Punktladung Il

Welche Energie ist n6tig, um die Probeladung O‘ von r; nach r, im Feld einer Punktladung
zu bringen?

F=QE - AW=[Fds=q"[E-ds

AW = Q'-(CID(Fl)—CI)(” )) Es geniigt die Kenntnis nur von @(r,) und ®(r,)

2

J

|
Potentialdifferenz

b
Beweis: J(Er(r)-ér).cﬁ A
Fl
i ®(7)
~\ (= ~ . . rl~1/r
=J(E (r)-e )-(e -dr+e_-r-dd+e -r-31n19-d19) /
r r r %) (1)
Fl < >
v
r, 1
1 1 1
_ Q J_z dl"= Q |- _ = )
AMEE, ;T dre e, \ 1, T,
= (rl)—(I) rz) ds v
Elektrostatik . . =
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4.2 Viele Punktladungen |

Potentialfunktion einer Punktladung auBerhalb des Ursprungs bei r,

X
Potentialfunktion von n Punktladungen
. ; 1 < ¢ .
Allgemein gilt: (I)(T')= . e Man beachte das Vorzeichen der O,
4re € izl‘r—r.‘
r 0 i
Elektrostatik . . =
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4.3 Elektrischer Dipol |

Z
Ein elektrischer Dipol besteht aus s @
zwei entgegengesetzt geladenen >
Punktladungen (+Q, -Q) im LR CI)(F)
Abstand d mit Qe =+Q -0 =0 ri’ﬂi
OV N F
2
S d ) df2 ;
—Fl= +— > X
‘r r (Z_ 2) +R /2
_Q T
0 1 Das Potential eines Dipols ist
CI)(R,go,Z)z : - — - zylindersymmetrisch, also nicht
ATE €, d ] , abhangig von ¢.
z—— | +R Z+— | +R

Elektrostatik
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4.3 Elektrischer Dipol Il

Betrachtung aus groRRer Entfernung

1

1

\/(z—d/2)2+R2 \/(ZZ—Z-d+d2/4)+R2 -

1 1 1
N r f .
re—z-d 1_#
r

, , 1 1.3, 135
Reihenentwicklung: =14+—x+—=x"+ X7 +..
1—x 2 24 2:4-6
damit Naherung: 11 _1f(,,zd Reihenentwicklung nach
' r zd T 2r? zwei Termen abgebrochen
1_r—2
1 1 z-d
und entsprechend: > = I_F
\/(z—d /2) +R’
. 1 z-d z-d -Z-d
Ubergang auf Kugelkoordinaten:  ®(r,d,p)= L = I+ —=-1+— |= Y -
dre €, T 2r 2r 4re € -1
mit z=r-cost
-d-cos ¥
folgt als Endresultat: d(r,0)= Y .
dre g -1
A\‘(!T glril;_t';_sjzg_kMartin Doppelbauer 39 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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4.3 Elektrischer Dipol Il

Symmetrie in @

A\‘(IT o 40 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI:E.
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4.3 Elektrischer Dipol IV

-d cos?¥
O(r,v,¢)= L — Kugelkoordinaten
dre e, r
E=—grad®
_ 0D lo®d . 1 00

—_ __e —_—

"or Urov % rsin?} 0o

=—e Q-d -cos V- _£
"| 4me €, r’

—e 1{428 lz-(—sinz?):|

r

3 1 Q-d__d{cos?
?rsind| 4ne g, dp\ T

Q-d c05315l e + Q-d '8111319'519"'0’5

E(r,®)=2
dne e, r dne e, r ¢

Elektrostatik
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4.4 Coulomb Integral |

. 1 Q.
O, (r)= I Eine Punktlad ,an der Stelle 7,
,() 4me ¢ ‘F—F;‘ ine Punktladung Q; an der Stelle 7,
. 1 - Q
O(r)= 'Zq ~ Gesamtwirkung aller N Punktladungen O,
4re €, ,-zllr—ri’

Ubergang zum Kontinuum: Viele Punktladungen, gleichmaRig fein verteilt

— Ladung AQ; im kleinen Volumenelement 4v, an der Stelle 7,

AQ,=p(r)-Av,
. - o)
- Pr)= 4re € 21‘ ‘
- d(r)= ine e J;J;IJ. ALr )‘ -dv'l  Coulomb-Integral

Elektrostatik : :
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4.4 Coulomb Integral Il

o7 1 p(r" v’ Methode zur Berechnung den Potenzials @ bei
(r)_47[gg .UI = ,7." v gegebener Raumladungsverteilung p(r')
r 0
Coulomb-Integral
,laufender” Punkt
dQ=p(F")- AV’
Summation Uber o
alle p(F")-AV' p(F)— F o
— |ntegration Uber den D(F)
gesamten Raum mit ) Messpunkt an
laufender Koordinate r' _ fester Stelle 7
Fl
Koordinatenursprung
Elektrostatik : : —]
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4.4 Coulomb Integral Il

(r)

Abhilfe: Direkte, analytische Differentiation

d(r)= -dv'

und

=

vol

ine e, E(r)=—grad®d(r)

numerische Differentiation ist
immer kritisch, da kleinste Fehler
(Rauschen) zu grofen Ausschlagen
fuhren!

o r
— E(r)=—grad| — ”J plr ) -dv’
(") | 4mE e F —
— ”J rad p(r) v’ Da r und 7 unabhingig sind, kénnen
471'8 o ’ r ’ die Operationen vertauscht werden.
g1 q v’ Raumladung gleichmallig verteilt,
T 4ne .m. gl{g Z_7 ‘ ’ ’ gra Y"alsoist der Gradient Null.
vol
(F=F) | .
- m A p(F") | dv
e vol ‘F—F"
Elektrostatik : : —J
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4.4 Coulomb Integral IV

Nebenrechnung ‘F—F": (x—x')2+(y—y')2+(z—z')2
1 (F—F):(X—x)e +(y—y)e +(Z—Z)é
grad =7?
-7
. d 1 . d . d
=e +e -——+e -—

‘7—7" q.e.d.

Elektrostatik ) i =
) E E =
\\‘(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 45 lektrotechnisches Institut (ETI) F-hrhl.‘



4.4 Coulomb Integral V

B =[] PO

dre

%E(xyz)—— J.J.J. p(x',y Z)(x x)dy dy'dz' s

\/(X X+ ((y Y); (z-2)
+4_:[8J'J'J- px'y,z)\y—y'ldy'dy'dz’
[T Fee]
R | O A

e \/(x—x')2+(y—y')2+(z—z')2 |

3.ey

3 z

Keine numerische Differentiation mehr notig.
Numerische Integration ist problemlos.

Elektrostatik =
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4. Potentialfunktion — Zusammenfassung

— Gaul} 7 Wenn p gegeben  Satzvom .
' = > Ddf— PdV . >
divD=p ,??,S Vﬂmj und Symmetrie  ~ Hglifluss . P E
~ m Q 1 .
D=¢g¢eFE — FE = —  Feld einer Punktladung
0r 475808 r
Maxwell 2 2
~[E-ds=[do
= 1 1 Q 1 Potential einer
= — > (I) =
E=-grad® i 47re € ‘r 7 Punktladung am Ortr,

Def. Potential

Viele Punktladungen,
Ubergang zum Kontinuum

()= —— LU 4y
Vorgehensweise bei beliebigem 4re € ‘r—r"
p(r) und beliebiger Geometrie:

p(r)—@(r)— E(r)=—grad®(r) Dd(r)= ime e ”J’p(r ) dv'| Coulomb-Integral

A\‘(IT o i 47 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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5.1 Energiedichte |

Das elektrische Feld im Raum tragt an seinem jeweiligen Ort eine gespeicherte Energiedichte,
welche proportional zum Quadrat der Feldstarke ist.

1~ -
w, = EE-D Energiedichte des elektrischen Feldes
W = J” w_-dv Gesamte elektrische Feldenergie im Volumen V'
Volumen
. . 1 ,
Wenn D=¢ ¢ E gilt, dann folgt: w, = EeoerE

I:We:|=1- As _ Joule | Physikalische Einheit der Energiedichte |

m m° m’
Il J=1Ws I Energie (Arbeit) = Leistung - Zeit
1 kWh = 3,6 M] kWh = typische Einheit fur elektrische Energie
(Kraftwerke, Elektromobilitat, ...)
A\‘(IT glrilgtlc)or.sjzg.kMartin Doppelbauer 48 Elektrotechnisches Institut (ETI) EII.EE
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5.1 Energiedichte I

Veranschaulichung: Langsames Aufladen eines Plattenkondensators (g,=1)

d
’ 0 ;t>t,
1(t) ¢ >
— t t
ut) ¢ ) t
o) I -t ;0<t<t0
Qo Qt)= B s
O_Io'to 2t
Stromquelle tlo ot
: : 1d
Die Stromquelle wird U(t) —Z-IO -t ;0<t<t,
bei t = t, abgeschaltet. U, U(t)=- €
1d
——-1 -t ;t2t
I > c A 0 0 0
o t [ %o
Elektrostatik : : —J
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5.1 Energiedichte Il

Aufgenommene elektrische Leistung aus Sicht der Stromquelle

1d ,

——-Io-t ;0<t<t0
Pt)=U(t)-I(t)=1 & A

0 s t2t

Aufgenommene elektrische Energie nach Aufladung, also > ¢,:

t t
/ ~1d 11d 11d
W =[Pt)dt=|—=-It-dt==——-1>t’==———-(Q°
v {() {evo 2, A "7 ZeAQ0

Aufgebaute elektrische Feldenergie nach der Aufladung: W = Jwe -dv

Ey ist im Kondensator raumlich konstant. Volumen 4-d = We =W, ‘A-d

: 3 1 1 Elektrische
Energieerhaltung: W =W — We'A'd—Ego'Eyo'A'd - (W —280 Eyo Feldenergie

e

A\‘(IT Elektrostatik 50 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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5.1 Energiedichte IV

Allmahliche Selbstentladung eines Kondensators
d Flache 4

Entladung in kleinsten Portionen

-0 dF,=dq-E,  Kraft auf Ladung dg

Joulsche Warme

Ladung dg wird von + nach — Platte gebracht

dW dq- E -s Die dem Feld E|, entnommene
Arbeit, z.B. klnetlsche Energie,

Freigesetzte Energie zur vollstandigen Entladung

Q Q
=[dw=[E (q)-s-dg
0 0

Y d 1 ‘
:j 9 4 dg=——=¢° innen kein Dielektrikum (g,=1)
£, A E,-A 2
0
d 1 2
_—A 5(8 A Eyo)
B 1 , 1 5 freigesetzte Energie
- W—d'AEEO'EyO - We_igo'Eyo bzw. Energiedichte

eswar: D (Q)=0=Q/A
- FE (Q)_ﬁ
_q
- E(q)— ¥

Elektrostatik
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5.1 Energiedichte V
Einfluss eines Dielektrikums

1
Die gespeicherte Feldenergiedichte des elektrischen Feldes ist w, =E€0 -E*

1

1~ =
Warum ist die gesamte Energiedichte w, =ED'E=580 EE>w,?

Antwort: Es besteht ein zusatzlich gespeicherter Energieinhalt in den Molekdilen,
hervorgerufen von der elektrostatischen Ruckstellkraft der getrennten Ladungen.

Kraftgleichgewicht im Molekdil: f"=qe E=r-5

Hier ist » die elektrostatische Rickstell-Konstante
proportional zur Auslenkung der Ladungen im Molekul

Auslenkung Elektronen durch £: 5=q, ‘E/r

S - S 1 1 2
Gespeicherte Energie pro Molekiil: W = [F-ds'= [rs"ds'==r-s*°==r-(q ‘E/r
P gie p . { { > > (a,E /)

( T Elektrostatik . . =
. E E =
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5.1 Energiedichte VI

1CIe E?

Gespeicherte Energie pro Molekdil: me 5
r

Bei N Molekiilen pro Volumeneinheit 14

ist die gespeicherte Energiedichte w, =N-W =N- E—eEZ
r

Die gesamte Energiedichte wg ist die Summe der reinen Feldenergiedichte w,
und der in den Molekllen gespeicherten elektrostatischen Energiedichte w,,

1 1N- 1, N-q 1
w ote g NG 1 [ V) g 1o,
e 2 2 r 2 E,T 2
\ J
1. . Y
Somit ergibt sich schlieBlich: ges ED E £
Hier versteckt sich in D bzw. & die zusatzlich in den Molekilen
gespeicherte Energie der elektrostatischen Rickstellkraft.
Elektrostatik : : —J
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5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel |

Gesamtfeldenergie = Feldenergie innen + Feldenergie aullen

(r = ry) (r> o)

W = fwel,-dv+fwea°dv

0 0

ﬁﬁ‘df=fff,00’dV Maxwell

3
- D 4m‘2=p0£m*3= T mit o= ¢
r r3 4 3
0 5.7'”‘0
— innen E —i%
4Jl’81"0
1
— aullen FE =i—2
dmer

( T Elektrostatik . . =
. E E =
;\\‘! Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 54 lektrotechnisches Institut (ETI) E I I_

Elektrotechnisches Institut



5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel |l

Berechnung der Feldenergie im Inneren

w, =ff Wi =fff%£-Efidv

mit E . £L
" Amger?
}Zf} 8( rZ -r’sin®-dddedr
000 4me) Ty

(47‘[8) o Iy
2 5 o 2
10Q* 1r . 1@ 11
2 Ae rﬂ “ 2 Ame 5 r
0
Elektrostatik ) i =
) E E =
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5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel Il

Berechnung der Feldenergie im AuReren

W, - [!rf%e-Efadv

- W =}f}%g ¢ : 1 -r’sin-d9dedr
00

ea 4
r, (4-.7[8) r
1 2 w1
=—£ Y > 2 an—zdr
2 (4-?178) r T
1 0% -1 1 0% 1
= — Q M — = — Q e
247 r “ 24me r
r 0
W =W +W == .1 241 unabhapglg vom Vorzeichen von QO
e 24me 1\ 5 proportional zu 1/7,
Elektrostatik ) ) =
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5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel IV

Beispiel: Gro3e eines Elektrons

3Q 1 L . 2
Es war: W =———"— Relativitdtstheorie W __=m_ -c
9 5S4me 1 ges €
30° 11
- |m =—Q—-—— Massenbeitrag des elektrischen Feldes
“ S54me 1 ¢’
Uberlegung:

Ein Elektron hat bekanntlich eine Masse von m, =9,1-103! kg.
Welchem Radius ry entspricht diese Masse?

3 QZ 1 qe: '1,6 " 10-19 AS
=§4 y - £ =8,8 - 1012 As/(Vm) — ro=1,7 10" m
e m,-¢ c=3-108m/s

i

Widerspruch zu Streu-Experimenten:
Die De-Broglie-Wellenlange eines
Elektronsist A=1,9 -101 m

— hier versagt die klassische Physik!
— Welle-Teilchen-Dualismus!

— Das Elektron ist ein Quantenobjekt!

Elektrostatik ) i =
) E E =
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5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel V

Beispiel:
Uranspaltung U-235

4
<

56+ 36+
Ba 92+ Kr
/ U
Freigesetzte Energie:
1 Spaltung U-235 = 200 MeV =200 - 1,6 - 103 Joule (Ws)
Atommasse U-235 =235 - 1,66 - 10%" kg
1 kg U-235 — E..,=23 - 10°kWh
entspricht 1 Mio. PKW-km in einem Elektroauto
oder rund 20.000 t TNT Sprengstoff
A\‘S(!T gl:)lgtl.)or.s—tlhztgi.kMartin Doppelbauer 58 Elektrotechnisches Institut (ETI) EII.EE



5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel VI

300 1 0,=924. re=1-10%m
ges =g T QBa =56 de Fpg = 0,85 - 10 m
e rO QKr =36 de Fgr = 0,73 - 10 m

Naherungsweise r, = rp, = 1,
W, =W+ W, +E,

2
_3.4, -1(922-562-362)
54me r,

kin

— E,;, =5,6 - 10! Joule nach Maxwell-Gleichungen
E ., = 200 MeV = 3,2 - 10! Joule nach Experiment

— Das elektrische Feld im Urankern ist die wesentliche Quelle fir die Kernenergie

A\‘(IT o 59 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI:E.
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5.3 Feldenergie von Anordnungen metallischer geladener Leiter |

w, =2 [[[ E-Dav

=—— rad®-Ddv
L [[faradar5

=_%{fffdiv(cb-l3)dv—fffcb-divﬁdv} mit div(d)-l3)=cl)-divl3+gradcb-l3 (Mathe)

=-%{§ﬂ§q>-f)df— ([ pdv} mit divDep  (Maxwell

In metallischen Leitern ist d)-ﬁdf=0, weil innerhalb des Leiters kein Feld vorhanden ist (£, = 0).
Somit: F

1 Feldenergie im gesamten Raum,
4 =—fff(l)-pdv dargestellt durch Potential und
2 Raumladungsdichte.

Das Integral Gber den Raum wird nur benétigt, wenn auch Raumladungen vorhanden sind.

A\‘(IT o 60 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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5.3 Feldenergie von Anordnungen metallischer geladener Leiter |l

In metallischen Leitern:

= Dinnen =0 aber Flachenladungsdichte auf der Metall-Oberflache

— @ = const. auf der Metall-Oberflache

w, == [[f @ pay

Bei N Leitern gilt: da p = 0 auBerhalb der Leiter, Integration nur in Leitern

Man setzt Ublicherweise
@ =0 im Unendlichen

Elektrostatik ) i
| ) E E
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6. Kapazitat |

In der Elektrodynamik gibt es zwei Beziehungen von GroRen, die durch die gleiche
Proportionalitatskonstante C verbunden sind:

* Die Ladung O mit der Potentialdifferenz bzw. der Spannung U

* Die elektrische Feldenergie mit der Potentialdifferenz bzw. der Spannung U

Q=C-U

I +0 -0

w=Lc.p?
)

Diese gemeinsame Proportionalitatskonstante C heilst Kapazitdt

Der Ladungsbegriff O wird nun erweitert und allgemein zum Verschiebungsfluss,
also zum elektrischen Fluss im Raum. Die Verschiebungsdichte D im Raum ist dann

gegeben aus D =dQ / dA

Elektrostatik ) i =
) E E =
\\‘(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 62 lektrotechnisches Institut (ETI) F-hrhl.‘



6. Kapazitat Il

Definition der Kapazitat C: E/—\
eﬁ'df U
Co Q _ ggﬁ +Q 12 . _Q
Ul | [Eds \\/‘
. g
ds s FE

Die Kapazitat ist nur abhangig von der Geometrie, sie ist unabhangig von E.

Berechnung von C

— Suche FE als Funktion von QO

— Berechne @, - &, = U, aus E als Funktion von QO

— Dividieren Q durch U,

— Voraussetzung: Gleich starke, entgegengesetzte Ladungen +O -0 =0

Elektrostatik ) i =
) E E =
\\‘(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 63 lektrotechnisches Institut (ETI) F-hrhl.‘



6.1 Kapazitat eines Plattenkondensators

#P
_ Flache 4
-0
\
@2 = 'U

2 . .
®d — (Fae__F. Qo Flachenladungsdichte ¢
PP = {Eds- £ed G_A_D_g E Verschiebungsdichte D
g-4 y-=2.g4 c=|9- |c-24
e-A e-A U d

Hier ist O der Verschiebungsfluss im Raum (Dielektrikum, blau) zwischen den Elektroden, der
von der Ladung +Q auf der linken Elektrode zur Ladung —Q der rechten Elektrode flieRt: O = +Q

Elektrostatik : : —7
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6.2 Kapazitat eines Kugelkondensators

Ay
I
o

r L ra Q Q ra 1
O -D =—|Eds=- dr=———| —dr
“© ‘[ ‘[4%81“2 4me* r?
yo- Q[ et 1 oo AmE
dme\ r)  Ame\r, T 1 1
I

Elektrostatik . . =
%(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 65 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI=

Elektrotechnisches Institut



6.3 Kapazitat eines Zylinderkondensators

diVD=p —_ fffdivﬁdv=fffpdveffﬁdf=Q

—

Symmetrie: D=D, €,

— D -I-27-R=Q fur [>>R

— &E 1-2271-R=Q

R

R 2mel R
Ra Q R
0 —cI>.=—fEd§=——-1nR ‘
a : R 2.7'581 R,

Karlsruher Institut far Technologie

2el C 2ne
C— Q -~ p | Kapazitat des TR Kapazitat pro Lange
B E - lnE" Zylinderkondensators lnﬁ eines Koaxialleiters
Elektrostatik

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter |

Bisher zwei Leiter
+0 -0 Q=CU=C(®,-,)
~ N
Py P,
Jetzt ein Leiter
+0 ry—oo
a\ Potential an Kugeloberflache cI)(ri) .
[ CID(r,)=LQ
o A4mer,
Die Kapazitat C ist die Proportionalitats- 0
konstante fir den Zusammenhang Q =C'(I)(’”,-)* C= o =4er,
zwischen Ladung und Potential: (rr)

Karlsruher Institut far Technologie
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter I

Symmetrische Ladungsverteilung

z.B. Platten-, Koax- oder Kugelkondensatoren
Ladungen gleichmalRig
auf Oberflache verteilt

o0 = const.

Symmetrische Anordnung

— Satz vom Hullfluss nutzbar
Sﬂgeﬁ'-df=Q
Berechnung von E = E(Q)

2
®,-®, =-[Eds
1

_Q
(I)z _(I)1

C=

ﬂ(IT Elektrostatik 68 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter Il

Unsymmetrische Ladungsverteilung durch Influenzladungen

+ + — _
o @, -9 @_
© O - 0 O
++@@+ O ®-
+ E—

Aufgabe: Berechnung von @ aus gegebenem QO

- 0 =? # const. , Influenzladungen® ; KEINE Symmetrie

— Satz vom Hullenfluss oder Coulomb-Integral NICHT nutzbar

+ Feldlinien senkrecht zur Oberflache

+ @ = const. auf Metalloberflichen (Aquipotential-Flachen)

— Methode der Laplace-Gleichung moglich (siehe Abschnitt 7.1)

Elektrostatik : : —]
A\‘(!T Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 69 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI=

Elektrotec hnisches Institut



6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter IV

Kapazitat dreier Leiter (z.B. Hochspannungsleitungen)

Leiter 1 Leiter 2

Gesucht:

— Teilkapazitaten der
Leitungen untereinander

\
— Teilkapazitaten gegen Erde
_/ P geg

geerdetes Referenzsystem

Elektrostatik ) i =
| ) E E =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter V

v,
‘2‘@'

/
A

=7\

N
A

1

%
O

p——

, ‘;}'/‘ ’\,‘
3
d

oy
N

Neutral

Y 7

ULlN — \/E Ueff/\/§ Sln(a)t)
ULZN — \/E Ueff/\/§ sin ((,()t + i‘ﬂ)
Upsy =V2 - Ueff/\/§- sin (a)t — i—n)

w=2m"f Zum Beispiel U4=380kV, =0
=50 Hz — Uy = +310 kV

U,y =+269 kV

Uy = —269 kV

Faktor V2 zur Umrechnung von Effektivwert auf
Spitzenwert. Faktor v/3 zur Umrechnung der
verketteten Spannung (Leiter-Leiter) auf Stern-
punktspannung (Leiter-Erde).

Bei langeren Leitungen werden die Positionen der
Leiter mehrfach getauscht (Verdrillmast), damit im
Mittel gleiche Kapazitaten aller Leiter untereinander
und gegen Erde (N) entstehen. Das vermindert die
Ubertragungsverluste durch den Blindstrom
(kapazitiver Ableitstrom gegen Erde).

Elektrostatik
A\‘(IT Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer

her Institut far Technologie
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter VI

Losung der Aufgabenstellung mittels Potentialkoeffizienten

¢1 = ? CDZ = ?
P12 .
< > Fragestellung wie bisher:
. P2 \ O. = vorgegeben
P13 Px @, = gesucht
D31 P32
P2 Losung mittels numerischer Methoden

P (schwierig)
;=7

P33 D, = DO

¢O = O \ 4 v

Die Losung ist eine lineare Funktion von QO

1

3
D =Epika Potentialkoeffizienten p;
k=1

Elektrostatik : : =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter VI

Losung der Aufgabenstellung mittels Influenzkoeffizienten

O1=7 0,=7?

Fragestellung neu:
€21 @, = vorgegeben, z.B. die Spannungen
C13 €23 an Freileitungen
C31 €32 O, = gesucht

\ 4

[
|
»
>

€11 , Losung mittels numerischer Methoden,
Qs =" siehe Abschnitt 7.1.3

®,=0 . o Q= Oi(Py)

Die Losung ist eine lineare Funktion von @

ik k

3
Q. =EC. D Influenzkoeffizienten ¢,
k=1

(Kopplungskonstanten, keine echten Kapazitaten)

Elektrostatik : : =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff flr Vielfachleiter VIII

Unterschied zwischen Kapazitat eines Kondensators und Influenzkoeffizienten

o, 1) _~

I
|
-

T
Q= [1(t)de
0
Kondensator, ,,echte” Kapazitat

Q=C-(CI>1—(I>2)=C-U Q,=-0Q,=Q

Ill

C Kapazitat ,Spezialfal

O /ch
o
0> P,

c; Influenzkoeffizienten = ,allgemeiner Fall“

Q1 = C11(I)1 +C12(I)2 01, O, beliebig
Qz = C21q)1 + szq)z

Elektrostatik
A\‘(!T Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter IX

Ql Cll CIN Q)l
L . .
I
. k=1
Qy Cvi = - 0 Cw P, Ladungen O, der Leiter i

Potential @, im Leiter £

¢« = Influenzkoeffizienten = Kopplungskonstanten, keine echten Kapazitaten

A\‘(IT o 75 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI:E.
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter X

Die Potentiale sind eine lineare Funktion der Ladungen:

(I)l pll

(I)N le

pi Potentialkoeffizienten

pIN

pNN

Q

{pi} ist die inverse Matrix von {c;}

N
< @, =Epik Q,
k=1

Potential @; im Leiter i
Ladungen Q, der Leiter k

Karlsruher Institut far Technologie

Elektrostatik

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter X

Teilkapazitaten c;,

Echte Teilkapazitaten sind wie beim
gewohnlichen Kapazitatsbegriff die
Proportionalitatskonstanten zwischen

Spannungsdifferenzen und Ladungen.

— erwiinschte” Darstellung:

Q,=C, ® +C, ( (
Q,=C,,(®,-®,)+C,,0,+C,, (@,
Q3=C31((D3_(D1)+C32((I)3_(I)z)+C33

Cp=Cy

2 P,
Cy=Cy,

o~

1

Cll—l_

4.

e
Ci3=Cy

0_

D

13

)+C

)

@
-2,)
®

Elektrostatik
A\‘(!T Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter XlI

Teilkapazitaten

»erwunschte” Darstellung
mit Teilkapazitaten C;

Q,=C @ +C,(®,-®,)+C, (@, -,)
Q,=C,,(®,-@,)+C,@,+C, (0,-0,)
Q3=C31((D3_®1)+C32((D3_(D2)+C33(D

»groke” C; =
Kapazitaten

¢,
Q,
Q3= (C31 +C,, (5, )(1)3 -, @, -C, 2,

(C +C +C, )@1-612@2-613@3
(€, +Cp,+Cy )@, -C, @ - C, D,

bisherige Darstellung mit
Influenzkoeffizienten ¢;

Q1 = C11q)1 + C12q)2 + C13q)3
Qz = C21(I)1 + szq)z + 623(1)3
Q3 = 031(131 + C32(I)2 + C33(D3

»Kleine” ¢;; =
Influenzkoeffizienten
(keine Kapazitaten)

Elektrostatik
Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer

Karlsruher Institut far Technologie
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XllI

Lerwunscht”

Ql - (C11 + C12 + C13 )q)1 - C12q)2 - C13(D3
Qz (Cz1 +sz +C23)(I)2 _C21(D1 _623(1)3
Q (631 +sz +C33)(D3 —C31CI)1 _C32(D2

3

Koeffizientenvergleich:

C1y =-C13
Ci3=-C13 Ci1—cpp—cC13=¢pg
Cy=-cx Cc1p+ Cypy—cp3=cy
Cy3 = -Cy3 €31 = C3+ C33=C33
C31=-03
C3=-c3;
N
= | Cy = -Cyi und Cil_ = Ecik
k=1

,bisher”
Q1 = C11(I)1 + C12q)2 + C13q)3
Qz = C21(I)1 + szq)z + C23(I)3

Q3 = C31(I)1 + C32(I)2 + C33(I)3

= Cp=cypteptogs
= Cyp=cptcytey

— (33=c33+C31+Cap

wobei | ¢y = ¢y

Elektrostatik
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XIV

Zusammenfassung

Bestimmung der Teilkapazitaten C;,

1) Bestimmung von Q, als Funktion von @, mittels numerischer Verfahren

O; = {cyt Dy mit {c,} = Influenzkoeffizienten-Matrix

2) Ermitteln der individuellen Teilkapazitaten C

C =-cC

ik ik
N
Cii = )2,Cu
k=1
‘ Elektrostatik ) ) =
) Elektrotechnisches Institut (ETI =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XV

Beispiel: Berechnung der Gesamtkapazitat von Doppelleitern

Frage:

&, = vorgegeben
O, = gesucht
C, l

Ui, Losung mittels numerischer
Methoden, siehe Abschnitt 7.1.3

v

— | U Uy | = l
. Ql - Qi ((I)k)
% 2
Q= Ecikq)k

¢ = Influenzkoeffizienten

Elektrostatik ) i =
| ) E E =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XVI

Gesamtkapazitat - Teilkapazitat

|

_— Cges —
Cf Fir 2 Elektroden mit N = 2 gilt

Cpp=-cp

|
C
12 l C,, Cy=Cpp=-cy

1 Ci1=cppt ey
Cypy=Cp+ ey

C =C +# —|C = €119 ~ €155
/ Cges \ - - i+ i - C11 + C22 + C12 + CZl
T T 11 22
|
Ci : : e : :
Die effektive Kapazitat C,e zwischen zwei
Cll C22

Punkten setzt sich aus den Einfllssen aller

” l “ Teilkapazitaten zusammen.

Elektrostatik ) i =
| ) E E =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XVII

Beweis
C =C + 1 —C + C11C22 _ C11C12 +C22C12 +C11C22
—— Cyes — ges 1271 1 2 ¢ +C C. +C
SR 11 22 11 22
C11 sz
“ B _(Cn +C12)C12 _(sz +tCy )Clz +(C11 +C12)(C22 +C21)
C12 ClTCp Ty t0y,
Cu C2 € = C1Ci ~ Sy ZEC + €y Cop H CChr H T HECh,
” l “ CLatCpTCytey,
_ S % qed
Cla Tl TC, 10y,
Elektrostatik ) ) =
) Elektrotechnisches Institut (ETI =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XVIII

Alternative: Berechnung mittels Potentialkoeffizienten

— Cges T C =7
ij
o | |
d.=?
y || Ciz {7’ (D1=f1(Q1’Q2)
|
. @, =/, (Q1 ’Qz)
Ui,
C,, — | Ui Uy | == C,, ®,=p,0,+p,,0,
(I)z - p21Q1 +p22Q2
L @
2
77777 allg. O = Epika
k=1
-1
Potentialkoeffizienten p;, {pik} = {cik}
Elektrostatik . . =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XIX

q)l = p11Q1 + p12Q2
q)z = p21Q1 + pzzQz

D, =(p11 _p12)Q1

Hin-/Rickleiter = Q,=-0, —
D, =(p21 _pzz)Q1

Spannung U =® -®, zwischen Leiter 1 und 2
U, =(p11_p12)Q1_(p21_p22)Q1
=(p11+p22_p12_p21)Q1

Matrix-Inversion: p =c siehe nachste Folie

l

C = Q1 ‘= 1 ‘= C11%2 "% ’
ges _ _
U12‘ p11+p22 p12 p21‘ C11+C22+C12+Cz1‘
Elektrostatik ) i =
) E E =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fir Vielfachleiter XX

Nebenrechnung: Inversion einer 2x2 Matrix

A A 1 A -A
) 11 12 -1 22 12
Aus der Mathematik: A= — A =A 1 -4 A
4, A, n ~ Aty -4, A,
C
) _ 22
Somit: P, =
2" et +p, =D, =D, = 1 ‘(¢ +c +c_+cC
- Py, t Dy, — Py p21_c C —C C 22 T F11 T 12 T 21
p = ¢y 11722 ~12°21
12
€116 = €156 l
—C, 1 _
P, = _ Y% T
€116 7 C1bn D +p, —D.. =P _C +C 4+C 4C g.e.d.
11 "2 P2 P 11 " 722 T 12 T2
_ €y
Pz C C.—C.C
11722 “12°21
Elektrostatik ) ) =
) Elektrotechnisches Institut (ETI =
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff flr Vielfachleiter XXI

Beispiel: Berechnung der Gesamtkapazitat von Dreifachleitern

Karlsruher Institut far Technologie

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer

87

T — Cges T T Q/ Cges \Q
C
|| | -2 |
Ip |
12
N \< Cis Cs
7\ U | I | —
Ci3 Cos 7
—— Cay3
— — 1 1]
o o i 1 1
@ @ C C
11 22
1. Bestimmung {cik}
2. Teilkapazititen C, =-c,_ C=)>c,
3. Serien/Parallel-Schaltung = C, -
Elektrostatik
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6.4 Verallgemeinerter Kapazitatsbegriff fur Vielfachleiter XXII

Alternative: Berechnung mittels Potentialkoeffizienten

(I)1 = p11Q1 + p12Q2 + p13Q3
(I)z = p21Q1 + pzzQz + p23Q3
(I)s = p31Q1 t pszQz + p33Q3

Aufladung nur _ ~ _ ~
der Elektroden 1 ®,=p,,¢, -, =(py, plZ)Ql

und2: Q,=-0, N (I)z =p21Q1_p22Q1 =P _pZZ)Ql

0;=0
® =p, 0 -p0Q =P, —sz)Ql = Null bei Symmetrie p3; = p3,
U,=0,-, =(p11 ~ Dy, 7Dy +p22)Q1
u Py, T Dy =Dy, =Py
Elektrostatik . . =
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6.5 Zusammenhang gespeicherte Energie und Kapazitat |

Bisher:
Gespeicherte Ladung Q=C-U
Jetzt:
v
: . 1. . 10Q°
Gespeicherte Energie W ==CU — W ===
e e
2 2 C
— Verallgemeinerung auf viele geladene Leiter
Elektrostatik : : —J
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6.5 Zusammenhang gespeicherte Energie und Kapazitat Il

Karlsruher Institut far Technologie

N N N N
1 , 1
Es war: We=EEq)ka mit  |®,=>p,Q, We=EEEP,-k'Q,-'Qk
k=1 k=1 i=1 k=1
Die Feldenergie ist eine quadratische Funktion der Ladungen.
1 N N 1 N N
Und: W=-Y®0 mt [Q=Yc, P, W=>Y%c, @ -,
2 k=1 k=1 2 i=1 k=1
Die Feldenergie ist eine quadratische Funktion der Potentiale.
Vorteil:
Das Feld muss nicht im gesamten Raum bekannt sein,
es genlgt, @ auf den Elektroden zu messen.
Elektrostatik Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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6.5 Zusammenhang gespeicherte Energie und Kapazitat Il

Berechnung Gesamtkapazitat fiir V=1

entspricht
Q=c, P g Q=C-U
Es war fur Teilkapazitaten \
Cik = —Cy /_\A
C__=§C_ — C11=C11 /—\
ii & ik —\ CDI
Feldenergie des Kondensators /
1
W = E(DIQ v
% 1 Q2
1 1 W ==->_
:E(D1(C11q)1) _E(pllQl)Ql ~2¢
1 2 1 12
5611(1)1 = Ecn 1 I
1 1 2 .
W =_qu)i =_& entspricht . |w =1CU2
2 2 C11 ¢ 2
Elektrostatik . . =
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6.5 Zusammenhang gespeicherte Energie und Kapazitat IV

Berechnung Gesamtkapazitat fiir V=2

Weg zur Losung liber @ = f{O) 2 _o,
y Uy
®, =p,Q +p,0,
cI)2 = p21Q1 +p22Q2 l Uio l Uz
D,=0
1 1 ;7/7
W, = EEQ)ka - E((D1Q1 +CI)2Q2)
k=1
W = 1 2 2
~ W= (P +1,,0.0,+P.,0.0,+P,,0})
Fir Kondensator gesetzt: O, =- 0,
1 2
- VVe - E(p11Q1 +Dy, (_Q1)Q1 +p21Q1 (_Q1)+p22 (_Ql)(_QZ))
1
= E(p“ +D,,— D, — P,y )Qf Gesamtenergie
1Q; 1
W = —& — Cges = Gesamtkapazitat
2C Py Dy Dy, =Py
Elektrostatik : : —J
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6.5 Zusammenhang gespeicherte Energie und Kapazitat V

Berechnung Gesamtkapazitat fiir N =3

|

— Cges T

|

L
Cll C33

7007

Berechnung der Gesamtkapazitat zwischen den Elektroden 1 und 2 nun nicht Gber die
Teilkapazitaten, sondern lber die gespeicherte Energie, welche sich durch Aufladung der
beiden Elektroden ergibt.

Elektrostatik ) i =
| ) E E =
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6.5 Zusammenhang gespeicherte Energie und Kapazitat VI

(1)1 = p11Q1 t p1zQz + p13Q3

Q,=-Q
® =p, 0 +p,0,+p,0, ? ' Aufladung nur der Elektroden 1 und 2
Q,=0
D, =p,,Q, +p,,Q, + 0,
1 1
W, = EE(DI'QI' - E((I)1Q1 -®,0,+, .0)
i=1

W, = 1((1911Q1 -P,0, +O)'Q1 _(p21Q1 -P,0 +O)'Q1 +(p31Q1 -p,,0, +O)'O)

2
W = 1 2
e E(pn +D,,~ Py, _pz1)Q1
1 Q° 1
- 2C Py tpy-p,-P
ges 11 22 12 21
Elektrostatik : : =
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7. Bestimmung der Kapazitat bei Anwesenheit von Influenzladungen

* 85

QD"‘QD \/ QD"‘QD v\

Bestimmung von C schwierig mit Coulomb-Integral

o (F)=—l. 2 p"(F') V' +Q fiiri=1
1(1) 4 Elfff‘F—F'd wobei fffpi(F')dv'={ Q furi=

p: | !
’ L ~-Q fiiri=2
1 P (F) ,
(%)= > [l =54
TE “= ’* —F"
=1 2 Problem
Verteilung von .(F') unbekannt
U12 = (I)z _(1)1 5 P
C=i R nur fffp( )dv =+( bekannt
U12
Elektrostatik =
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Voraussetzung:

Poisson-Gleichung

Laplace-Gleichung

7.1.1 Herleitung von Laplace- und Poisson-Gleichung |

€ nicht ortsabhangig

divl3=p Maxwell D=¢-E| Material-Gleichung

diveE =¢-divE =—¢-divgrad® = p

\_Y_/

2 2 2
ACI)=6 (Iz)+a C12)+a (i)
ax“ dy- o0z
Ad=_F
£
AP =0| Gultig fur ladungsfreie Raumgebiete p =0

Elektrostatik . . =
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7.1.1 Herleitung von Laplace- und Poisson-Gleichung Il

Laplace — Gleichung = Partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
Losung = skalare, zweifach stetig differenzierbare Funktion
Anwendungen:

* Elektrostatik
Berechnung des elektrischen Potentials im ladungsfreien Raum

* Gravitation
Die Berechnung der Kraft zwischen zwei Massen ist mathematisch aquivalent zur
Kraft zwischen zwei Ladungen. Das Gravitationspotential kann somit wie das
elektrische Potential mit der Laplace-Gleichung berechnet werden.

* Warmeleitung
Berechnung eines stationaren Temperaturgefalles

* Fluiddynamik
Berechnung laminarer Strdmungen inkompressibler Fluide (z.B. Ol, Wasser)

A\‘(IT o 97 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE

P rOf- D r-_ I n g- M a rti n DO p pe I ba u e r Elektrotechnisches Institut



7.1.2 Eindeutigkeitssatz, Randwertprobleme |

1. In metallischen Leitern (ohne Stréme) gilt:

—

E=0
—grad®=0 — (P =const. innerhalb und auf der Oberflache

2. Die Potentialverteiltung cI)(F) im Raum mit p = 0 hangt nur von der Potentialverteilung

Rand

o(F,.,) ab

3. Die Potentialverteilung wird durch die Laplace-Gleichung A® = 0 bestimmt

Die Potenzialverteilung in diesem Raum ist eindeutig gegeben,

—)
egal wie (I)(FRand) auf dem Rand erzeugt wurde.
Elektrostatik ) ) =
) E E =
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7.1.2 Eindeutigkeitssatz, Randwertprobleme Il

Beispiele:
(D) Punktladung +Q (2) Isolator +0 (3 Leiter +Q
.0 Radius 7, +0 Radius 7, T +0Q
+ T4
e — B0+
)\\ Er Er + = + r
D Dy l
r
L—3 r<r, 0 r<r
Q 1| r<r, g 47 r 0
Erl = _2 r2 = Er3 = Q 1
drer® | r=r Q 1 ., =l
——— rzr, 47e 1?
( ) 0 1 4dmer
d(r)=——= fir r=r Q
0 1 d(r)=——-— flir r=r
aner CI)(r)=i— fir r=r, ( ) Ayer 0
4dmer
Er A
} : Randbedingung bei 7 Potential im Raum r > r:
Fur r > r, gilt: R .
Ly=Ep=Ey P, d=d)(r0)=i— - q)(r)=_Q 1o [N
‘ an 4‘.7TE r() 4.7'[8 r Rand r
Elektrostatik : : —]
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7.1.2 Eindeutigkeitssatz, Randwertprobleme Il

Begrindung

Aus Maxwell-Gleichungen folgt die Laplace-Gleichung fir @:

AP =0
Kartesisch:
3P P 9P
—+——+—=0
ox~ dy° 0z

Die Potentialverteilung (D(F) im leeren Raum muss immer diese DGL erfillen.

Die Losung einer partiellen DGL ist ausschliel3lich
durch ihre Randbedingungen @ = @.__, festgelegt.

A\‘(IT o 100 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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7.1.3 Berechnungsmethode von Kapazitaten und Influenzladungen |

O1=7
Gegeben: @, &,

Gesucht: 04, O,

+ + — —
+ + — —
«— 4 qpl + > — qu — «—
+ + — —
/+ ) ~ p

T

NN

Randbedingung:

Potentiale und Form @, = @,(r = Elektrodenoberflache) = const.
der Elektroden @, = @,(r = Elektrodenoberflache) = const.

Losung der Laplace-GL. AD =0

L (F)

mit Randbedingung aus @

im Raum zwischen/auRBerhalb der Elektroden

Speziell auf der
Elektrodenoberflache:

E(F = Oberﬂdche) = Em,z (FRand) aus @

Bestimmung Ql'2 aus: iﬁgﬁmz’df=#0'df=01,z

@
©
@ Bestimmung von E: E(F)=—grad(l)(?)
@
()

\\‘(IT Elektrostatik

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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7.1.3 Berechnungsmethode von Kapazitaten und Influenzladungen Il

Bestimmung der Influenz-Koeffizienten

Algorithmus @ - @ liefert: Influenzkoeffizienten-Matrix c¢;,
O, = alg(®P,, P,) Q1 =¢11P, +c1, D,
0, = alg(®P,, D)) O, =3Py +cy P,

Bestimmung der Koeffizienten ¢

a) setze ®, =0

O1, = algy(0, ,) und O1a=c1p Py - | €127 alg:(0, P,) / @,
0>, = alg,(0, D,) Qr=Cxn P, Ccyp = algy(0, ®,) / D,
b) setze &, =0
Q1 = algy(Py, 0) und O1p = €11 Py - | cu=alg(P,y, 0) / Py
Q2 = alg,(P,, 0) Qap =y Py Cy1 = algy(Py, 0) / D4
Elektrostatik . . =
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7.1.3 Berechnungsmethode von Kapazitaten und Influenzladungen Il

Bestimmung der Teilkapazitdten bzw. der Potentialkoeffizienten
1) Bestimmung von Q, als Funktion von @,
2) Aus O, = {c; .} D, folgte die Influenzkoeffizienten-Matrix {c;, }

3) Ermitteln der individuellen Teilkapazitaten

C =

ik ¢

ik

N
Cii = 2,C
-1

k

4) Oder ermitteln der Potentialkoeffizienten durch
Invertierung der Matrix der Influenzkoeffizienten

{Put = e f?
Elektrostatik . . =
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@

7.1.4 Beispiel kugelsymmetrisches Problem |

®, @, auf Metallkugel gegeben = @, = const. Randbedingung

/7

Kugelsymmetrie

®d(r) =7 im Aullenraum

— nur radiale Variation von @

® = @(r) unabhangig von J, @

@

1d]|, d(I)(r)

AD=— r

dr

0

Laplace-Gl. (r-Abhangigkeit)
in Kugelkoordinaten

c,, ¢, sind noch unbekannte Integrationskonstanten

Karlsruher Institut far Technologie

Elektrostatik

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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7.1.4 Beispiel kugelsymmetrisches Problem Il

Bestimmung von c¢;, ¢, aus den Randbedingungen:

a) Potential auf der Kugeloberflache ist @, = const.

b) Potential im <= soll gegen Null gehen

(I)(r)=——+c allgemeine Losung der Laplace-Gleichung

mit (r = o) =0 folgt ¢,=0

mit (r=ry)=®, folgt -¢;/ro=®; c;=-ry P,

. (D( ) ® r Losung der Laplace-Gleichung im AuBenraum
= — . .
. bei gegebenen Randbedingungen
Elektrostatik : : —J
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7.1.4 Beispiel kugelsymmetrisches Problem IlI

N—

Bestimmung von E(F

o r

E(F)=—grad<b(?)=—— b L|=D %é

orl 'r

E auf Kugeloberflache r=r,

—

E, =E(r,)=®,Lé -0 rlé
0

Bestimmung von O,

gﬁgsﬁm-df=Q1

=g-<I>1l-4m”02 =& ® 4ar,

"

- |Q =4mer D,

Karlsruher Institut far Technologie

Elektrostatik
Prof. Dr-Ing. Martin Doppelbauer 106
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7.1.4 Beispiel kugelsymmetrisches Problem IV

Bestimmung des Influenzkoeffizienten

Algorithmus @ bis @ liefert: Influenzkoeffizienten-Matrix c;,

Q1=4JTET'0'(I)1 Q].:Cll (pl

Bestimmung von ¢q4:

cy1 = algy(Py) / Py = (4 e 1y Dy) [ P,

ci1=4mer,

mit Cy; = ¢, folgt auch fur die Kapazitat:

C11:47T€]"0

A\‘(IT o 107 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI:E.
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7.1.5 Beispiel rotationssymmetrisches Problem

Keine Kugelsymmetrie mehr

® = P(r,9) abhangig von 9

+ —_—
r* or or r? sin 019 o

Integration ?

Losung mittels Separation der Variablen
oder numerische PDGL — Routine

(z.B. Finite Elemente oder Finite
Differenzen Feldberechnung)

ﬂ(IT Elektrostatik 108 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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7.1.6 Verifikation numerischer Losungen der Laplace-Gleichung |

Beispiel fiir eine fehlerhafte

numerische Simulation \

( T Elektrostatik . . =
. E E =
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7.1.6 Verifikation numerischer Losungen der Laplace-Gleichung Il

Vergleiche Losungen von Verfahren @ und @

Verfahren @ Laplace-Gleichung

Ap=0 P, =... &,=.. Raumladungsverteilung
Laplace geg. Randbedingungen noch nicht bekannt

\—> (I)(F) Losung der Laplace-Gleichung
\—> E'(F)=—grad<l>(?)
B, (F)-cE,

, ~\_ 7R ~\| Oberflachenladungsdichte auf
=D
OHI’Z(r) Hl'z(r) den Metalloberflachen 1,2

Y

) Feld auf Metalloberflachen 1,2

Input fir Verfahren @

Elektrostatik : : —]
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7.1.6 Verifikation numerischer Losungen der Laplace-Gleichung Il

Verfahren @ Coulomb-Integral

Auf den Metalloberflachen 1,2 konzentrieren sich die Raumladungen
an der Metalloberflache £ Oberflachenladungsdichten o

s p(f-’) ={ ,01’2(17) fiir ¥ = Oberfliche 1,2 mit der Dicke ds

0 sonst

oS |

Volumen i

=§(L [ P 'ds-dva Mitp * ds= o

<I>(l7)=j(L ff _i’w%df' ) mit GHi(f)'ér =13Hi(7) Input aus Verfahren @

\—> q)(F);q)(f) Wenn gleich,
@ @ dann Losung OK

Elektrostatik =
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7.1.6 Verifikation numerischer Losungen der Laplace-Gleichung IV

Zusammenfassung

Il
O

Die Losung der Laplace-Gleichung [AD

ist eine geeignete Methode:

= Wenn Aquipotentiallinien durch metallische Flichen vorgegeben sind
= Und wenn das Medium linear und isotrop ist

= Und wenn zwischen den Metallen keine freien Ladungen sind.

Elektrostatik ) i =
) E E =
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten |

Kartesische Koordinaten

A(D=azq2)+azq2)+azq2)=0
ox~ dy°~ o0z
o-0(x)¥(s)w(2)
9’ 9° 9’
-~ V(y) W(Z)~87U(x)+U( )-W(Z)-EV y)+U(x) V(y)-a7w(z)=o
2 2 2
Separationsansatz — U(lx)a ;JX(ZX)"'V(lx)a :}E;)J’th)a ZZEZLO
Funionen £, 100 £ I ()=0
e vt s \
worn diese konstant and @ B
A\‘(!T glrilét';.s—ﬁztgi.l(Martin Doppelbauer 113 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETIEE
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten Il

Wann ist f,(x), /,(v), /,(z) konstant, unabhangig vonx, y, z ?

flx) = -a? — « unabhangig von x
£H) =-p? — 3 unabhéngig von y
filz) = +y? — Yy unabhangig von z
fullt fur: 9°U
T U(lx) aX(ZX) =-a’ dZU(ZX)+a2.U(X)=O U(x)=sin(ax) oder cos(ax)
82[/(}/) dZCII}X
AT )] = i) sl
SW d*w
oy ey e
)/2 =O{2+/32

Jede Linearkombination ist ebenfalls eine Losung der Potentialgleichung

Elektrostatik ) i =
) E E =
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten Il

Partikulare Losung @

(I)I_j(x,y,z)=Al_j-sin(aix)-cos(ﬁjy)-e_y"fz mit yi=a’+p’

\—> noch unbekannter Koeffizient
9D N iy ,
— axz” =Aij(—al.)51n(aix)°cos(/3’jy)°e F=—a®,
I, ]
— 8y2 =...=—/51, CI)I,],
D
—_ J = =+)/2®
aZz " i

D I D D, S l
— by U4 U:(_a_ —-B +y: )CID_.=O-<I>_.=O
x> ay* 9z’ Lo ’

— @; ist eine Teillésung der Laplace-Gleichung

A\‘(IT o 115 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI:E.

P rOf- D r-_ I n g- M a rti n DO p pe I ba u e r Elektrotechnisches Institut



7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten 1V

Partikulare Losung @

2 2

O (x,y,z) =A 'cos(anx)-cos(/a’my)-e'y"mz mit vy =a; +/3:

\—> noch unbekannter Koeffizient
3D D 9
- nm nm nm =0

x>  oy* 9z’

2 2 2
_an _ﬁm +ynm_0

— ¢ . ist ebenfalls Teilldsung der Laplace-Gleichung

Zusammengesetzte Losung:

SD , I°D , D
-2 12,2 ist ebenfalls eine Lésung
0x ay 0z

1+2

o, ,=(®,+®, )

Allgemeine Losung mit allen Kombinationen von sin, cos, exp, *:

(I)=E(I)nm Die unbekannten Koeffizienten 4,
nm ergeben sich aus den Randbedingungen
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten V

Beispiel: Rechteckiges, metallisches Rohr Az
(unendlich lang)
Randbedingungen: 'a/w#’ g
Y
a) P(x,y,z) =0 auf dem Rand /
b) ®(x,y,0) = vorgegeben =V (x,y) X
c) abfallendes Potential in z-Richtung
Einschrankung der Losungsvielfalt durch Randbedingungen ¢ = 0 auf dem Rand:
CI)(X ¥, Z)=EEA’"” sm a x -sin /5 y) y: =at+p:
m=1 n=1
Nur sin-Terme wegen Nur sin-Terme wegen
®(0,y,z) =0, hintere Wand“  &(x,0,z) =0, linke Wand”
Elektrostatik : : —J
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten VI

Bestimmung von «,, und (,,, durch Bertuicksichtigung der weiteren Randbedingungen @ =0

(ID(a,y,Z)=O — o I
am vorderen Deckel xX=a - " a
am rechten Deckel =b
Y ®(x,b,2)=0 — =2
b
. [ nm _
— sin 7a)=0 Rand-
(x v,z ) EEA”’” sm(—x) sm( y)-e_ym"z — bedingungen
et b sin mb)=0 erfiillt
b _

2 2
L I L

Bestimmung der Koeffizienten A4,,,, durch Anpassung an die vorgegebene

Randbedingung des Potentialverlaufs V;(x,y):
®(x,y,z=0) = Vy(x,p)

A\‘(IT Elektrostatik 118 Elektrotechnisches Institut (ETI) ETI_
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten VII
T-X . n'y
Vo(x -y) k- Sln( a j Sln[T]
(X Y Z) EZAW sin| = x |-sin| Ty e o A = 0 nzlm#1
b nm k n:l)m:l

) q)(X,y,Z):k.sm[gx)sm(gy).e-w - BB

Ist die Laplace-Gleichung erfillt?
2

Sei die Randbedingung z.B.:

o°D r) . (« | _

—=—k| — | -sin| —x |sin| —y |-e7”*
0x a a b
2 2
"D T| . |7 |7 L

~=—k| — | -sin| —x |-sin| —y |-e
oy b a b

2 2

0°D T T |z (& _ 2 2 2

—=ky| — | +| — | ¢'sin| —x |sin| —y |-e”" o 8(1) 8(13 I =0
0z a b a b Jx> a y 82

g.e.d
Elektrostatik =
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten VIII

Berechnung der Felder
im Inneren des Rohrs

Potential

(I)(X,y,z) = k-sin[zxj-sin(
a

Elektrisches Feld

E :—agzﬂf-k-sin % x| s
z 0z a

E';:__Ek;i::_J(ZE.COS .Eix'. 1
X 0x a a

E :—agz—kz-sin T x
Y dy b a

.e_yz
byj

1

X

—>

L

0 \ a
O'=€Ey

Felder senkrecht auf Metallrand

o

L

N

/

——————»

komponenten

kein Tangential

Elektrostatik

Karlsruher Institut for Technologie

Prof. Dr.-Ing. Martin Doppelbauer
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7.2.1 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kartesische Koordinaten IX
Vorgehen bei allgemeinen Randbedingungen V,(x,y)
Wenn sich Vy(x,y) als Produkt zweier Funktionen in x und y darstellen lasst, so gilt:
, fo(x): 0anx=0,a entspricht der Rand-

®(x,y,0)=V,(x,y)=£,(x)-g,(¥) mit o (y)=0any=05 tétae:ijngung%Oam

‘D(X,y,0)=ii/lmnsin[m—x]-sinmy j;fo(x)'go(Y)

m=1 n=1 a

Zerlegung von fy(x), go(¥) nach Fourier in eine Summe von Harmonischen:

fO(X)=ianSin[m—X) mit anzszfo(x)sin£m_X]dX

n=1 a a
go(x):;bmsinimzy) mit bngjjgo(y)sin(mzy)dy

|

Koeffizientenvergleich: |A =a -b | «— a,* b,

mn n m

Elektrostatik : : —]
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7.2.2 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Zylinderkoordinaten

=0

2 2
ol [ 00) 1 P do
oR R2 p° az

R OR

Konstanten, unabhangig von ¢ und z

tttttttttttttttttttttttttt
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7.2.3 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen — Kugelkoordinaten

1 0 ,00 1 odf . 00 1 0D r'sin®¢
A(D__Za ( ar]+rzsim‘}aﬁ(smﬁaﬁ}rrzsinzﬁ dp* =0/ u-v-w
©=U(r)V(d)W|(p)
. 1 BZW(go):O

Separationsansatz

awlo)

Gewohnliche DGL der
sin- und cos- Funktionen

- W(¢)~sin(m¢),cos(mq))

m ganze Zahl: Erfiillung der Randbedingungen

(o)-

W(p+2x)
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7.3 Losung der Poisson-Gleichung

(I)(F):(DP(F)+(DL(F) (DP(F) Partikulare Losung

(DL(F) Homogene Losung der Laplace-Gleichung:
Ungleich Null, im Falle von geladenen

Elektroden; Randbedingungen durch deren
Potentiale.

Losung der Poisson-Gleichung (parikulare Losung):

o, (7)1 m‘;’(j;),‘ w”

Coulomb-Integral
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7.4 Spiegelungsmethode |

»elektrisches Spiegelbild“

Anwendungsbereich: Punktférmige Ladungen vor Metallplatten

Vorgehen: Metallplatte wegdenken und durch Anbringen von fiktiven Ladungen
eine Aquipotentialfliche an der Stelle der Metallplatte mit gleichem
Potential erzeugen.
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7.4 Spiegelungsmethode |l

4

/’f,‘ j
4,. K
}L J‘*,/j fhainid k .n :
~ Jiia el --,JLJ-JLIL Jsh,;.;“_

{“I 7 _‘,*| ,
fiit

| L L sl ="

- -~ "
— "‘MW i badd s M= o s
.

-‘\_.‘ 14 ,,;.-»-“’
‘ "" Sl —*—-c.-d.am..mu.*- ....o-‘“‘ Iy )

K
L e

o

QLJ| -‘N"ﬁ’h“‘ -
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7.4 Spiegelungsmethode Il

Beispiel:
(Zylinderkoordinaten
wegen Symmetrie)

Punktladung +Q
/

17 N

/d\MetallpIatte , 2
mit ®=0 =R +(2+2,)

.
virtuelle Punktladung -O

4re rl rz 47[8 \/RZ Z Z \/Rz Z+Z

(I)(R,(D,Z)= 0  Firz=0und beliebige R, ¢ (entspricht Potentialflache der Metallplatte)
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7.4 Spiegelungsmethode 1V

1(Q Q) 1 1 .
®(R0,z ——(———) ) °
( ) 4re r,o, 4re \/R2+(Z—ZO)2 \/R2+(Z+Zo)2

B R N R 5
3/2 3/2 R
(R2+(Z—ZO)2)/ (R2+(Z+ZO)2)/
__9 0.3
4e i
-2)  (z+a,)
,\3/2 2\3/2
(R2+(Z—ZO) ) (R2+(Z+ZO) )
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7.4 Spiegelungsmethode V

_ 27
Auf Oberflachen von Metallplatten bei z = 0 gilt: E(R,z=0)=0-e_— Y 0 e
R 32 "z
47.[8 (RZ +ZOZ)
Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Metalloberflache.
Die Oberflachenladungsdichte o(R) ist gegeben durch: O-(R): cE (R,Z: ())
__Q 2z
- 3/2
47[ (RZ +ZOZ)
Die gesamte Influenzladung auf der Metallplatte:
0 2T
Q,.=[[odf =] [ o(R)RdpdR
00
Q T 2z

=0

=—Qz, -1 =+Q.z0£0—l)=—(g

1/2
(R*+2z,) Z,

-0

Ist gleich groR wie die Punktladung O, aber mit negativem Vorzeichen.
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7.5 Zusammenfassung

Priifen: Welche Randbedingungen sind gegeben? Welche Grolien sind gesucht?

Ladungsverteilung gegeben = Satz vom Hullfluf} — Elektrisches Feld
— Coulomb Integral — Elektrisches Potential
Randbedingungen gegeben = Laplace Gleichung — Potentialverlauf
(ladungsfreier Raum)
— Poisson Gleichung — analytisch kaum losbar
(mit Ladungen) nur numerische Losung (FEM)

Elektrisches Feld gegeben  — Wegintegral £ =-grad @ — Potential
= divD=p — Ladungsverteilung
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