Krimmer / Matalla / Randel Wintersemester 21/22

Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 02

Abgabe bis zum 15.11.2020 um 12:00 via ILIAS

Losung zu Aufgabe 4:

Gegeben sei das magnetische Feld H(z, #) einer harmonischen ebenen Welle im Vakuum, die sich in

z-Richtung ausbreitet
H(z,1) = Hp exp (j(wt - k;2)) €y .

a) Berechnen Sie das zugehorige elektrische Feld aus dem Durchflutungsgesetz fiir Felder mit
harmonischer Zeitabhidngigkeit V x H = j weE.

Ges: Elektrisches Feld E
Geg: Durchflutungsgesetz VX H = jweE

Umformen des Durchflutungsgesetzes fiihrt auf

E=—1vxH
we
= EHO [V X (exp (j(wt — k;z)) ey)]
i)
i, (% ’
= EHO ? X lexp (j(wt — k;z2))
5 0
Z
[~ exp (et - k:2)
= h, 0
we

2 exp (j(wt — k;2))
jkzexp (j(wt - k:2))
= —Hj 0
0

k
= —Hpexp (j(wt — k.2)) e, .
we

b) Berechnen Sie den reellen Poynting-Vektor S = E X H der sich ausbreitenden Welle. Bestimmen
Sie anschlieBend den zeitlichen Mittelwert liber eine Periode T = 25”

Hinweis: Beachten Sie, dass E = R{E} und H = R{H} gilt.
Ges: Reeller Poynting-Vektor S, sowie der zeitliche Mittelwert S
Geg: Elektrisches Feld E, magnetisches Feld H

Mithilfe der Eulerschen Formel

exp (jx) = cos(x) +jsin(x)
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konnen wir das elektrische und magnetische Feld schreiben als

E(z,1) = R{E(z,t)} = %Ho cos (wt — k;z) e
H(z,t) = R{H(z,t)} = Hy cos (wt — k;2)ey.

Wegen e, X e, = e, erhalten wir fiir den Poynting-Vektor
k
S(z,1) = |[—=Hp cos (wt — k;z) | x (cos (wt — k;2) ey)
we

k
= —SH} cos® (wt — k;2) e,
we

o (I+cos (2(wt —k:2)))e;,
2a)

wobei wir cos?(x) = % (1 + cos(2x)) ausgenutzt haben. Diese Umformung wird uns im Folgenden
bei der Berechnung des zeitlichen Mittelwerts S iiber eine Periode 7' = 27/w von Nutzen sein.
Diesen Mittelwert ermitteln wir geméalf

5(2) = / Sdi

2wg or (/ 1+ cos (2(wt - k;2)) dt) e, .

Da der Poynting-Vektor gegeniiber den Feldern die doppelte Schwingungsfrequenz aufweist,
integrieren wir hier iiber zwei Perioden von cos (2(wt — k.z)). Entsprechend verschwindet das
Integral iiber den Cosinus (rechnerischer Nachweis siehe unten) und wir erhalten

k, 1 /T
= H:— dr
2we OT( 0 &

Die ebene Welle transportiert demzufolge Leistung in z-Richtung. Nachweis:

T 1 r
/ cos (2(wt — k;z)) dt = [— sin (2(wt — kzz))]
0 2w

t=0
= i | sin (2(wT - k2)) — sin (-2k;2)) |

_ i [ sin (47 — 2k;2)) —sin (~2k.2)) | = 0

=sin(—2k;z))

¢) Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor S = % (E x H).
Ges: Komplexer Poynting-Vektor S
Geg: Elektrisches Feld E, magnetisches Feld H

Den komplexen Poynting-Vektor erhalten wir gemaf3

1
S=-ExH"
2= 5 Xt

k
= 2sz 5 (exp (j(wt — k;2)) & X exp (—j(wt — k;2)) ) .
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d)

Wegen e, X e, = e, vereinfacht sich der Ausdruck zu

k . .
S= 2ngH§ exp (j(wt — k;2)) exp (—j(wt — k;2)) e,

kz 2
=——H;e;,.
2we 0 °
Das Ergebnis ist identisch zu dem zeitlichen Mittelwert des reellen Poynting-Vektor S. Dieses
Resultat ist zu erwarten, da der Realteil des komplexen Poynting-Vektors gerade den Wirkleis-
tungsanteil widerspiegelt.

Das elektrische Feld weise nun eine Phasenverschiebung von 90° gegeniiber dem magnetischen
Feld auf. Wie wirkt sich diese Phasenverschiebung auf den komplexen Poynting-Vektor und den
Leistungstransport durch die ebene Welle aus?

Ges: Einfluss einer Phasenverschiebung zwischen elektrischem und magnetischem Feld auf den
komplexen Poynting-Vektor bzw. den Leistungstransport

Geg: Phasenverschiebung von 90° = %

Zunichst berechnen wir erneut den komplexen Poynting-Vektor, wobei das elektrische Feld
gemiB der zusitzlichen Phasenverschiebung mit exp (j %) multipliziert wird

k . T )
S = Zajng exp (J(wt —k;z)+] 5) exp (—j(wt —k;z)) e,
k T
= zwst(% exp (.] 5) €;
k
- 2szH§ €

Wir stellen fest, dass der komplexe Poynting-Vektor nun rein imaginir ist. Es wird also nur
Blindleistung und keine Wirkleistung von der ebenen Welle transportiert.
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Losung zu Aufgabe 5:

In der Vorlesung haben wir die Ausbreitung harmonischer ebener Wellen in homogenen Medien mit der
Leitfahigkeit « betrachtet. Dazu haben wir die komplexe Wellenzahl &k (w) = B(w) — j a@(w) eingefiihrt,
wobei S und a die Phasen- bzw. Dampfungskonstante sind, welche folgendermallen definiert sind:

2
ﬁ(w)=%%\/\/ w’;82+1 a(w )___\/,/

Fiir die Dispersionsrelation (d.h. den Zusammenhang zwischen der Phasenkonstante und der Fre-
quenz) ebener Wellen in homogenen Medien haben wir mit der Materialkonstante ; = 5+/u/€ den
folgenden Ausdruck erhalten, wobei wir angenommen haben, dass die Materialparameter &, u und «
frequenzunabhéngig sind:

cB
VI+B2 /3

a) Zeigen Sie rechnerisch, welche Niaherungen von w(g) fiir 8 < B; und fiir 8 > B; moglich sind.

w(p) =

Ges: Niherungen von w(p) fiir 8 < B; und fiir 8 > B;

Geg: Dispersionsrelation w(3)

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass § und S; groBer null sind. Den Ausdruck fiir w(f)
konnen wir umformen zu

e

Dann konnen wir direkt die Ndherungen ablesen: Fiir ...

w(p) =

v B By gilt

w(ﬁ) _ C,82 . C,Bz _ Cﬁz
v B> By gilt

wp) =L

VB +BE B
b) Leiten Sie dle Ausdriicke fiir die Phasengeschwindigkeit vy, = @) ynd die Gruppengeschwin-
digkeit vy, = ;f ) her. Zeigen Sie rechnerisch, welche Form die beiden Ausdriicke fiir § < ;

bzw. B > [, annehmen.

(ﬁ)

Ges: Phasengeschwindigkeit, Gruppengeschwindigkeit vy, = samt Ndherungen fiir § < ;

bzw. > S,

Geg: Dispersionsrelation w(3)

Fiir die Phasengeschwindigkeit erhalten wir

Diesen Ausdruck konnen wir ndhern fiir ...
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v B By
Von = c N c _ % .
Vi+B2B> VBB Pr
v B> Byt
c c
Voh = ——— ~ —= =C.
Vi+pyp2 V1
Fiir die Gruppengeschwindigkeit erhalten wir
L _dop)
er dﬁ
VIt B2/ 32 — opl 22818
_ ¢ +ﬁr /ﬁ CIBQ W
1+ B2/B
_c(L+BB) +cplIp’
(1+82/p2)"
1+252/°
= C—32 .
(1+8218)"
Diesen Ausdruck konnen wir nihern fiir ...
v B Byt
_ 1+28/p 28118 _ 2B B _
Vgr = ¢ R ;=0 T = 2¢ =2vph .
(LB " (BB BB B pcbi
v B> Byt
1+282/5° 1
Vo = C——————— R C—7 =C = Vph .
B> P

(1ep2p)”

c) Berechnen Sie die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit einer harmonischen ebenen Welle in

Luft (€ ~ €9, = 1 x 10714 5-) und in Meerwasser (€ ~ 90s, k = 5 5=) bei Frequenzen von
f =50Hz und f = 500 THz. Gehen Sie von u = ug aus.

Ges: Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit in Luft und Meerwasser bei f =
S50Hz und f = 500 THz

Geg: Eigenschaften von Luft: (e = €9, u = po, k = 1 X 10714 ﬁ), Eigenschaften von Meerwas-
ser: (€ ~ 90gq, 4 = o,k =5 ﬁ

Wichtige Anmerkung: Insbesondere die elektrische Permittivitit weillt in realen Medien eine
signifikante Frequenzabhingigkeit auf. Bei einer Frequenz von f = 500 THz wiirden wir in Meer-
wasser eine deutlich geringeres € von € ~ 1.8¢( beobachten. Der Einfachheit halber verzichten wir
jedoch auf die Berticksichtigung der Frequenzabhingigkeit der Materialeigenschaften. Wiirden
wir diese Abhéngigkeit beriicksichtigen, wire auch die Darstellung der Dispersionsrelation als
w(B) nur bedingt moglich, da die Invertierbarkeit von S nicht gewihrleistet ist wenn auch ¢ eine
Funktion von w ist.
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Die Ausdriicke fiir die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit sind in Abhéngigkeit von 8 gegeben.
Dementsprechend miissen wir zunichst g fiir beide Materialien und Frequenzen ermitteln. Wir
driicken daher g in Abhéngigkeit der gegebenen Grofien aus:

Qnfyet

2
K
,B(f):nf\/Z,usJ 1+ 1.
und erhalten so die Werte in Tabelle 1. Berechnen wir nun auch S; und c, erhalten wir in Luft

Tabelle 1: Angenommene Werte der Phasenkonstante 3.

Werte von 3 [ 1] | bei f = 50 Hz bei f = 500 THz
in Luft 1.048 x 107° 1.048 x 107
in Wasser 3.141 x 1072 9.939 x 107

Br = 1.883x10712 L bzw. ¢ = 2.999x 10% L und in Wasser 3, = 99.25 & bzw. ¢ = 3.161x 107 L,
konnen wir die Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten unter Beriicksichtigung der Ndherungen
aus Teil b) berechnen: Bei f = 50 Hz gilt in Luft 5, < S und in Wasser 5, > . Bei f = 500 THz
gilt in beiden Fillen 5, <« (. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 2 und 3 dargestellt.

Tabelle 2: Angenommene Werte der Phasengeschwindigkeit vyy,.

Werte von vpy [ ] ‘ bei f =50Hz bei f = 500THz
in Luft 2.999 x 108 2.999 x 108
in Wasser 1.000 x 10* 3.161 x 107

Tabelle 3: Angenommene Werte der Gruppengeschwindigkeit vg;.

Werte von vy [2] | bei f = 50Hz bei f = 500 THz
in Luft 2.999 x 108 2.999 x 108
in Wasser 2.001 x 10* 3.161 x 107

d) Nehmen Sie Schwingungsfrequenzen von 1 Hz < f < 1 x 10'” Hz an und nihern Sie o(w)
fiir den Fall schlechter Leiter (« ~ 1 x 107% 5L-) und guter Leiter (k ~ 1 x 10° 5) bei & = &.
Welche Aussagen konnen Sie damit iiber die Ausbreitungsfiahigkeit ebener Wellen in Materialien
mit guter bzw. schlechter Leitfahigkeit treffen?

Hinweis: Eine ebene Welle mit der Kreisfrequenz w erfihrt eine exponentielle Dampfung

gemil exp (—a(w)L), wenn sie eine Strecke L in einem Medium mit Dampfungskonstante a/(w)
durchquert.

Ges: Niherung von a, Ausbreitungsfahigkeit elektromagnetischer Wellen in leitfahigen Mate-
rialien

Geg: 1Hz < f < 1x 10'7 Hz, Leitfihigkeit schlechter Leiter  ~ 1 x 10714 5, Leitféhigkeit
guter Leiter k ~ 1 X 10° &n Permittivitat € = g
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1

Betrachten wir zunéchst das Szenario hoher Leitfahigkeit. Dann gilt mite = ggund k ~ 1% 106 oo

dass Z- > 1 und folglich

w 1 K2
(w):;% +w282_1

w 1 K
Y evaiVowe

ue [«
N2 Ve

WKL
)

Wir sehen also, dass die ohmschen Verluste in guten Leitern mit steigender Frequenz zunehmen
und bei hohen Frequenzen eine sehr kleine Eindringtiefe der Welle zur Folge haben. Nach dem
Zuriicklegen von einer Strecke é ist die Amplitude bereits auf 36.7 % (1/e) abgefallen.

Bei geringer Leitfihigkeit gilt mit & = g9 und k ~ 1 x 10714 Q—lm dass Z- < 1 und folglich

c\2 w?e?
1 2
Y | P 1
c\P 2w?e?
WA\HE K
2 we
. ﬁ<<1
P>

Wir sehen also, dass die ohmschen Verluste in schlechten Leitern frequenzunabhéngig und
vernachldssigbar klein sind. Die Welle breitet sich daher wie im verlustfreien Medium mit « = 0
aus.

Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum wann immer es mdoglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@kit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer@kit.edu
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