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EMW Ubungsblatt 06

Abgabe bis zum 13.12.2021 um 12:00 via ILIAS

Aufgabe 10:

Das Huygenssche Prinzip besagt, dass jede Wellenfunktion mit komplexer Amplitude U(r) an einem
Punkt P mit Ortsvektor r als Uberlagerung von Kugelwellen dargestellt werden kann.

In der Vorlesung haben wir das Huygenssche Prinzip und damit das Phiinomen der Beugung mathema-
tisch beschrieben. Zu diesem Zweck haben wir unsere Betrachtungen auf ein geeignetes quellenfreies
Volumen V mit der Oberflache O beschrinkt, wobei wir den Betrag der in das Volumen gerichteten
Flachennormalen mit n bezeichnet haben (vgl. Abbildung 1a). Da das betrachtete Volumen quellenfrei
ist, miissen alle zu der Wellenfunktion am Punkt P beitragende Kugelwellen auch die Oberfldche O
des Volumens durchlaufen. Demzufolge erwarten wir, dass wir den Beitrag aller Kugelwellen in P
durch den Beitrag aller Kugelwellen auf der Oberfldche darstellen konnen. Unser Ausgangspunkt fiir
die Beschreibung dieses Sachverhalts ist die zweite Greensche Identitét
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wobei wir durch ’ die Integrationsvariablen kennzeichnen. Fiir die Hilfsfunktion ¢ haben wir die
Fundamentallosung der Helmholtz-Gleichung
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verwendet, um das Volumenintegral auf der rechten Seite von (1) zu eliminieren (6 bezeichnet die
Delta-Distribution). Da diese Fundamentallosung eine Singularitit in r’ = r besitzt, haben wir das
Integrationsvolumen in Abbildung 1a so gewdhlt, dass eine kleine (nahezu geschlossene) Kugel den
Punkt P ausschlief3t. Diese Kugel ist wiederum durch einen infinitesimalen Schlauch mit dem ,,AuBeren”
von V verbunden. Demzufolge wird r’ im Zuge der Integration den Wert r nicht annehmen.

a) Nehmen Sie an, dass U eine Losung der Helmholtz-Gleichung darstellt. Zeigen Sie so unter
Verwendung von (2), dass das Volumenintegral auf der rechten Seite von (1) verschwindet.

Hinweis: Ist U eine Losung der Helmholtz-Gleichung, so gilt AU + k?U = 0.

Wie in a) gezeigt, verschwindet das Volumenintegral in (1). Da das Integral iiber den Schlauch
aufgrund der Stetigkeit von U und ¢ verschwindet, konnen wir zudem das Flachenintegral in (1) als
die Summe des Integrals iiber die Hiillflache H und des Integrals iiber die Kugelfliche K auffassen.
Die vereinfachten Integrationsgebiete sind in Abbildung 1b dargestellt und erlauben uns, Gleichung (1)
folgendermallen zu schreiben
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Im néchsten Schritt mochten wir zeigen, dass das Integral iiber die Kugelfliche K gerade dem Wert der
Wellenfunktion U(r) entspricht. Wir schreiben R = |r — r’|. Da sich der Punkt P im Mittelpunkt der

Kugel befindet, zeigt der Normalenvektor stets in die gleiche Richtung wie der Verbindungsvektor von
0 _ 0
on’ — OR"
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b) Setzen Sie ¢ aus (2) ein und verwenden Sie die zuvor gegebenen Informationen, um den

Integranden von
_‘% (U(r,)M_w(r’r’)ag—(r) dF’ (4)
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zu vereinfachen.

c) Dadie Flichennormale zu K ausschlieBlich in radiale Richtung zeigt, gilt fiir das Flichenelement
dF’ in Kugelkoordinaten
dF’ = R?sin® dd d¢,
mit ¥ € [0, 7] und ¢ € [0,27). Setzen Sie in den vereinfachten Ausdruck von (4) ein. Zeigen
Sie anschlieBend, dass im Grenziibergang R — 0 das Integral gerade zu U(r) wird.

d) Erkldaren Sie anschaulich, weshalb das Ergebnis aus Aufgabenteil c¢) nach dem Huygensschen
Prinzip zu erwarten ist.
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(a) Initiales Integrationsgebiet, in dem der Schlauch durch (b) Vereinfachtes Integrationsgebiet, das den Einfluss des
eine Linie dargestellt ist. Schlauchs vernachlassigt.

Abbildung 1
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Aufgabe 11:

Wir nehmen an, dass eine ebene Welle ausgehend vom Halbraum z < 0 auf einen Schirm § mit der
Apertur A in der Ebene z = 0 trifft. Mithilfe des Kirchhoffschen Beugungsintegrals konnten wir nun
die Feldverteilung an jedem Punkt im Halbraum z > 0O ermitteln. Fiir hinreichend gro3e Abstinde von
der Apertur liefert allerdings bereits die Fresnel Nidherung
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eine addquate Integraldarstellung des Beugungsproblems, welche leichter zu behandeln ist als das
Kirchhoffsche Beugungsintegral.

a) Gegeben sei die Aperturfunktion

1 (x,y)eA
0 sonst ’

gA(x’y) = {

Verwenden Sie g4, um die Integrationsgrenzen des Fresnelschen Beugungsintegrals (5) ins
Unendliche zu erweitern.

b) Fiihren Sie nun auch die Raumfrequenzen ¢ = x/Az und v = y/Az ein, um das Fresnelsche
Beugungsintegral in ein Fourierintegral zu iiberfiihren.

Hinweis: Orientieren Sie sich an dem entsprechenden Vorgehen fiir die Fraunhofer Néherung aus
den Vorlesungsfolien.

Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@Xkit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer @kit.edu
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