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Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 07

Abgabe bis zum 20.01.2021 um 12:00 via ILIAS

Strahlenoptik und optische Systeme

Die geometrische Optik oder auch Strahlenoptik beschreibt die Ausbreitung von Licht durch Lichtstrah-
len. Diese Niherung einer elektromagnetischen Welle als infinitesimal diinne Linie gilt allerdings nur
ndherungsweise fiir Wellenldngen 4 — 0 oder sehr kurze Distanzen, fiir welche die beugungsbedingte
Strahlaufweitung vernachléssigbar ist. Diese vereinfachte Darstellung erlaubt es, technische optische
Systeme wie Linsen, Prismen etc. mathematisch einfach zu beschreiben. Ein Lichtstrahl an der Stelle z
kann demnach einzig durch seinen Abstand r(z) und seine Steigung gegeniiber der optischen Achse
tan(a) (bzw. dem Winkel a/(z)) beschrieben werden als

r(z)

a(z)]

r(z) | _
tan (z)

Nehmen wir die Giiltigkeit der paraxialen Ndherung an, ist die Steigung des Lichtstrahls klein und der
Tangens lisst sich geméal tan @ = « annidhern. Mit dieser Definition des Strahls konnen wir ein optisches
System mit einer Matrix M beschreiben, welches einen eintreffenden Strahl r in einen austretenden
Strahl r’ transformiert (siche Abbildung 1)

r(z1)

a(z1)

Bedingt durch ihre Form werden solche Matrizen iiblicherweise auch als ABCD-Matrizen bezeichnet.
Eine Kombination von N optischen Systemen ldsst sich dann durch eine Linksmultiplikation der

r(z) =

A B

r'(z2) = Mr(z;) = c D

r

le Z.2
Abbildung 1

einzelnen Matrizen Mgy = Hf\; 1 M; =My ... M berechnen. Untenstehend sind die Transfermatrizen
einiger grundlegender optischer Systeme gezeigt: Die Transfermatrix eines Strahls, welcher ungehindert
ein Medium der Linge L und Brechungsindex n passiert, einer diinnen Linse mit Brennweite f, eines
sphérischen Spiegels mit Wolbung ¢ und einer sphirischen Grenzfliche mit den Brechungsindizes n;
(einfallend) und n, (transmittiert) mit der Wolbung ¢.

. 1 L/n . . 1 0
Translation: Diinne Linse:
0 1 -1/f 1
iy : 10 iy ; 1 0
Sphirischer Spiegel: Sphérische Grenzflache:
-2/ 0 —(np-m)/¢ 1
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Die Verwendung der Matrizenoptik ist nicht nur auf die Strahlenoptik beschrinkt, sondern lésst sich
auch auf den GauB3schen Strahl aus der Vorlesung anwenden. Hierfiir wendet man die Matrizen nun
nicht mehr auf einen Strahlenvektor, sondern auf den Strahlparameter g gemil3

AQI +B
92 = m
an. Setzt man hier die ABCD-Matrix fiir eine diinne Linse ein, so erhilt man den Ausdruck
1 1
@ oo f

Losung zu Aufgabe 12:

Das elektrische Feld eines sich in +z-Richtung ausbreitenden Gau3schen Strahls sei in Zylinderkoordi-
naten gegeben als

E(p,z,1) = Eoy(p, 2) exp(j(wr — kz))ex .

Hierbei beschreibt Eq die Feldamplitude, ¥ (p, z) die transversale Feldverteilung des Strahls und der
Exponentialterm die riumliche Ausbreitung in z-Richtung und die zeitliche Entwicklung mit . Da wir
den Strahl als rotationssymmetrisch annehmen, ist die transversale Feldverteilung nicht von ¢ abhingig.
Y (p, z) ist mit der Gouy-Phasenverschiebung ¢g(z) = arctan(z/zg) gegeben durch

sion [ e [ oo ve)
Y(p,2) = () (2()) (JzR()eXP jpc(2) |-

a) Die Lichtintensitit des Strahls ist proportional zum Betragsquadrat des elektrischen Feldes,
d.h. I(p,z) « |E(p,z)|*. Berechnen Sie die Lichtintensitit /(p, z). Nehmen Sie hierfiir eine
Proportionalititskonstante /o an.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie das Betragsquadrat einer Phasenverschiebung, also exp(j ¢),
aussieht.

Da sowohl E( und I lediglich Proportionalitidtskonstanten der Feld- bzw. Intensitdtsamplitude
sind, lassen sich diese zusammenfiihren. Einsetzen des elektrischen Feldes in das Betragsquadrat
ergibt

2

2 2
el 385 o1

Aufgrund des Betrags ist die Lichtintensitit eine ungerichtete Groe (die Intensitit elektroma-
gnetischer Strahlung ist der Betrag des zeitlichen Mittels des Poynting-Vektors). Da auBBerdem
eine Phasenverschiebung exp(j ¢) lediglich die Phase, nicht jedoch die Amplitude des Feldes
dndert, d.h. der Absolutbetrag ist stets eins, folgt daraus

I(p,z) =1y

2 2

b) Zeigen Sie nun, dass die Lichtleistung P in einer Ebene z = const mit w(z) = wo4/1 + zz/zfe
durch
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gegeben ist. Erkliren Sie wieso die Leistung nicht von z abhéingt. Wiire dieser Zusammenhang
auch fiir groB8e z in einem realistischen Experiment zu beobachten?

Hinweis: Die Intensitit des Lichtes aus Aufgabenteil a) bezeichnet eine Flachenleistungsdichte
(vgl. Vorlesung zum Poynting-Vektor).

Wir betrachten die Leistung nur in einer Ebene z = const. Da wir zudem Energieerhaltung voraus-
setzen, muss die Leistung in jeder beliebigen Ebene identisch sein. Wir wihlen daher z = 0 und

so vereinfacht sich w(z = 0) = wq. Da es sich bei der Intensitit um eine Flachenleistungsdichte
handelt, berechnen wir nun das Flichenintegral in Polarkoordinaten

00 2r
P = / / I(p)pdpde
0 0

00 2r _29_22
:10/ / pe "0 dpde
0 0
2
© 2
:1027r/ pe
0
s wg 227
= 1gaTt —TC
0

2 [ee]
aw? 2L w2
—e
0

SR

dp

ogmlb

0 2 0
:—I "o :—I
2 0 2 0

Aufgrund des Energieerhaltungssatzes muss in jeder Ebene z = const. dieselbe Leistung
vorhanden sein. In einem realistischen Experiment erfihrt die Welle allerdings eine Didmpfung,
es wird also Energie z.B. in Abwidrme umgewandelt.

Eine diinne Linse mit einer Brennweite f transformiert einen GauB3schen Strahl mit komplexem
Strahlradius g; in einen GauBschen Strahl mit komplexen Strahlradius g5 entsprechend

1 I 1

@ a1 f

Zeigen Sie, dass eine solche Transformation lediglich den Kriimmungsradius der Phasenfront,
nicht aber den Strahlradius direkt nach der Linse dndert. Um dies zu zeigen sollen folgende
Beziehungen fiir den Strahl nach der Linse hergeleitet werden:

1 1 1
- = Wy =Wiq.
R, Ry f ? !

Der komplexe Strahlenradius vor und nach der diinnen Linse ldsst sich berechnen durch:

1 1 .2 1 | )
— === und —=—-]—.
g1 Ri 7 kws 92 Ro 7 kwj

Einsetzen von 1/g; in die gegebene Gleichung gibt

r 1 . 2 I

|

r .2

(_]_2:R_1_ka% f R_z_ka%'
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Vergleicht man den Real- und Imaginirteil miteinander, so erhélt man die zu zeigende Beziehung

1 1 1 nd 2 2 _
— =5 -7 u — = wy =wy.
R, Ry f kw? kw3 S
d) Ein GauBscher Strahl mit Strahlradius wy trifft nun auf eine Linse mit der Brennweite f (sieche
Abbildung 2). Der austretende Strahl, hier durch ein ’ gekennzeichnet, wird in einer Distanz d
auf einen Strahlradius wy, fokussiert. Zeigen Sie, dass folgende Beziehungen gelten

d= f
1+ 25
+ k2w?
0
’r _ wo
wg = —
k*w
1+ i

4f

Verwenden Sie dafiir die gezeigten Beziehungen aus der vorherigen Teilaufgabe.

Hinweis: Beginnen Sie damit jeweils einen Ausdruck von z, durch Betrachtung des Strahlradius
w’(—d) und durch Betrachtung des Kriimmungsradius R’(—d) aufzustellen. Beachten Sie dabei,
dass bei der Linse an der Stelle z = —d R — oo gilt. Leiten Sie hieraus nun eine Gleichung fiir
die Distanz d her. SchlieBlich muss nur noch wy als letzte Unbekannte eliminiert werden.

Abbildung 2

Aus Abbildung 2 lésst sich aus dem Strahlenradius folgendes z, herleiten

’ ’ d2 7”2 deE)Z
W(—d):W():WO 1-|'T2 = ZR:ﬁ (1)
<R Wo =W

Durch Betrachten des Kriimmungsradius ldsst sich auerdem zeigen:

ot r_ 1t 1 1
R(-d) R(-d) f o f  f
Z2
R’(—d):—d+_—’;:—f = R =fd-d* 2)

Zuletzt folgt aus der allgemeinen Definition der Rayleigh-Linge

-
ZR:kT (3)
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Wir erhalten also ein Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und zwei Unbekannten z7, und
wy- Im ersten Schritt eliminieren wir die unbekannte Rayleigh-Léinge z}, indem wir Gleichung
(1) und (2) ineinander einsetzen und nach d umformen

dZW/Z
2 0/2:fd_d2
Wo = Wo
72
w
= 0 —f—l
w%—wi)2 d
2
S
< E W2_w12
0 0
waz
& d=f 1——2 )
wo

Nun eliminieren wir noch w’o2 indem wir Gleichung (3) in (2) einsetzen
14

2o 2 aw_ 4 2
kT:fd—d = W():ﬁ(fd_d)

und anschlieBend in Gleichung (4) einsetzen:

s JEd(f - d)

2

"o
4d(f - d)
& (f—d)zzfsz—wg
42
o f:d(kzj;g+1)
o i-—I __ g 5)
I+

Zuletzt erhalten wir einen Ausdruck fiir w6 indem wir nun Gleichung (5) in (4) einsetzen und
somit das d eliminieren:

k2w? 0
W/Z k2w4
= -2 0
w2 w2 442
0 0
wik krwy+ 417 - kKPwg
@ —_
2 2,4 2
w5 kewg+4f
4w f*
(=1 w'2 =
07 k2wi 442
0
’_ wo
s Wy = O
k2w?
0
1+ 7
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Losung zu Aufgabe 13:

Teleskope aus sphirischen Linsen werden oftmals verwendet, um den Strahlradius von Lichtstrahlen zu
vergrofern bzw. zu verkleinern. Der Aufbau eines Keplerschen Teleskops ist in Abbildung 3 gezeigt.

Optische Achse

Abbildung 3

a) Betrachten Sie ein Teleskop bestehend aus zwei diinnen Linsen mit den Brennweiten f; und f, im
Abstand L zueinander. Stellen Sie einen allgemeinen Ausdruck fiir die gesamte Transfermatrix
Miotal auf.

Die Gesamtmatrix resultiert aus der Linksmultiplikation einer diinnen Linse, einer Translation in
Luft mit Brechungsindex n = 1 sowie einer einer zweiten diinnen Linse:

M 1 ﬂ(ﬂ(l ﬂ
total = 1 1
L 1flo 1f{-+ 1

L
_ i ﬁt—ﬁ ﬂ
A R

L

[ -% L )
L 1T _1 q_L
A fi b b

b) Berechnen Sie nun die Transfermatrix fiir den Fall f = f| = f, und L = 2f. Was stellen Sie
fest? Welches Bild wiirde ein Beobachter hinter der zweiten Linse sehen? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Mit f = fi = fo und L = 2f vereinfacht sich die Transfermatrix aus dem vorherigem
Aufgabenteil zu
-1 L
Miotal = ( 0 _1)

Anhand der Transfermatrix lasst sich bereits erkennen, dass der Austrittswinkel nach der zweiten
Linse invers zum Eintrittswinkel vor der ersten Linse ist. Des Weiteren ist der Abstand zur
optischen Achse nach dem optischen System 7’ fiir einen senkrechten Eintrittswinkel invers zu

dem Abstand r’. Ein Strahl r = (r) wird transformiert zu
, -1 L\ |[r —r
r = = .
0 -1/1\0 0
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9

d)

Ein Beobachter hinter der zweiten Linse wiirde demnach ein zur optischen Achse gespiegeltes
Bild sehen.

Betrachten Sie nun den Fall f; # f, und L = f; + f>. Wie wird ein einfallender Strahl r = (:))

: . . : r’
durch dieses optische System transformiert? Geben Sie den austretenden Strahl r’ = ( ,) an.
o

Mit fi # fo und L = f; + f> erhalten wir die Transfermatrix eines Strahlenaufweiters

T e e R
ol =\ _fixh _ 1 _ 1 q_ fith

fif L S
(—% fi+ fz)
- _h
0 f

Ein senkrecht einfallender Strahl r = ((};) wird zu einem Strahl

)
12

transformiert. Hier ist — f>/ f die Skalierung des Strahlenradius. Fiir f, > f} wiirde ein Beobachter
hinter der zweiten Linse also ein gespiegeltes und vergrof3ertes Bild sehen.

Welchen Vergroerungsfaktor erhalten Sie mit dem optischen System aus Aufgabenteil c¢), wenn
fr=2f gilt?

Der Abstand des Strahls zur optischen Achse ist nun

L 2h
N Lfi

Ein Beobachter sieht ein gespiegelt und doppelt so gro3es Bild.

Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@Xkit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer @kit.edu
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