Matalla / Krimmer / Randel Wintersemester 21/22

Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 11

Abgabe bis zum 31.01.2022 um 12:00 via ILIAS

Losung zu Aufgabe 12:

Gegeben sei ein dielektrischer Schichtwellenleiter, welcher sich aus drei libereinander geschichteten
Dielektrika (Vakuum-Schicht 2-Vakuum) zusammensetzt und die einfachste Form eines dielektrischen
Wellenleiters darstellt. Lings dieses Wellenleiters, d.h. in z-Richtung breite sich eine elektromagnetische
Welle aus. Die Wellenausbreitung kann anhand von ebenen Wellen anschaulich gemacht werden, die
an den Grenzflichen wiederholt vollstindig reflektiert werden und somit einem Zick-Zack-Pfad durch
den Wellenleiter folgen.

Schicht 1
€0, Mo, K=0

€o€r, Ho, K=0

Schicht 2

Wellenfronten @ X
Schicht 3

€0, Ho, k=0

Abbildung 1

Stellen Sie mit Hilfe von Abbildung 1 die Bedingung dafiir auf, damit sich ein konstantes in
z-Richtung laufendes Wellenbild / Feldmuster ergibt. Stellen Sie dafiir zundchst die Bedingung in
Abhiingigkeit der Weglingen auf und ermitteln Sie anschlieBend durch geometrische Uberlegung
wie diese formuliert werden konnen. Gehen Sie davon aus, dass der in der Abbildung gegebene
Winkel a groBer als der kritische Winkel der Totalreflexion ist.

Ges: Eine Form der Selbstkonsistenzbedingung, in der nur noch beeinflussbare Gréen auftau-
chen

Geg: Materialparameter, Einfallswinkel

Damit sich ein festes transversales Feldmuster in z-Richtung in der dielektrischen Plattenleitung
ausbreiten kann, muss entlang des Zick-Zack-Pfades die Selbstkonsistenzbedingung erfiillt sein.
Das bedeutet an den Grenzflachen reflektierte ebene Wellen miissen sich derart {iberlagern, dass
sich zwischen eben diesen Grenzflichen eine stehende Welle ausbildet. Die Gestalt der stehenden
Welle definiert dann das sich ausbreitende Feldmuster. Dieses Muster - eine ausbreitungsfihige
Losung der Wellengleichung - wird auch als Mode bezeichnet. Da sie Eigenfunktionen des
Wellenleiters darstellen, wird die Selbstkonsistenzbedinung auch als Eigenwertgleichung des
Wellenleiters bezeichnet. Die Gestalt und Anzahl der Moden héangt sowohl von der Geometrie
des Wellenleiters (Hohe d), als auch von dessen Material (Brechzahlen bzw. Permittivititen
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der verschiedenen dielektrischen Schichten), der Frequenz der Welle (Wellenzahl im Vakuum
ko) und dem Einfallswinkel («) ab. Damit ergeben sich insgesamt vier Freiheitsgrade. Diese
Abhingigkeit soll im Folgenden hergeleitet werden.

Die Selbstkonsistenz kann auch strahlenoptisch interpretiert werden, wie in der Abbildung
der Aufgabendarstellung visualisiert. Liegen zwei Punkte (A) und (B) zu einem beliebigen
Zeitpunkt auf einer gemeinsamen Wellenfront (in blau), d.h. sind sie identisch in Phase,
so miissen sie auch zu jedem beliebigen spiteren Zeitpunkt noch auf einer gemeinsamen
Wellenfront liegen, da sich ansonsten die Uberlagerung der ebenen Wellen und damit das
Feldmuster zwischen den Grenzflichen verdndert hitte. Dann ldge keine ausbreitungsfihige
Losung der Wellengleichung mehr vor. Die Bedingung ist auch dann zu erfiillen, wenn die beiden
Punkte zwischenzeitlich verschiedene Wege zuriicklegen und dementsprechend unterschiedliche
Verdnderungen ihrer Phase erfahren. Anschaulich bedeutet dies, dass auch die Punkte (C)
und (D) auf einer gemeinsamen Wellenfront liegen miissen. Folglich darf sich die erfahrene
Phasenveridnderung entlang der Strecken (A)-(D) und (B)-(C) nur um ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 unterscheiden.

* Entlang des Weges (A)-(D) ergibt sich die Phasenveridnderung durch zwei Phasenspriinge
bei der Reflexion und der auf der Distanz AD »angesammelten* Phasendrehung, welche
sich aus dem Produkt mit der Wellenzahl k, des Mediums in der zweiten Schicht ergibt.
Dass zwei Reflexionen zu beriicksichtigen sind, ist daran zu erkennen, dass die in der
Abbildungen eingezeichneten Wellenfronten jeweils nach links verkippt sind, und daher in
(A) dem Zeitpunkt unmittelbar vor, in (D) dagegen dem Zeitpunkt unmittelbar nach der
Reflexion zuzuordnen sind.

* Entlang des Weges (B)-(C) muss nur die Wellenzahl des Mediums mit der Distanz BC
multipliziert werden, da keine Reflexion stattfindet.

» Das negative Vorzeichen vor den Wellenzahlen ergibt sich aus der Ausbreitung in positive
z-Richtung, wie in exp(jwt — kz).

Somit erhalten wir die Gleichung
—koAD — 245, + m2n = —k,BC.

In der aktuellen Form der Selbstkonsistenzbedingung sind die Grofe i , und die Weglidngen
AD und BC jedoch noch unbekannt. Auf die Herleitung einer Gleichung fiir den Phasensprung
bei der Reflexion ¢, soll an dieser Stelle verzichtet werden. Das Vorgehen dazu ist ausfiihrlich
im Foliensatz der Vorlesung dargestellt. Die unbekannten Wegliangen konnen jedoch durch
geometrische Uberlegungen bestimmt werden, die in Abbildung 2 zusammengefasst sind.

* Aus Abbildung 2 (1) entnehmen wir unter Ausnutzung des Reflexionsgesetzes, dass die

Distanz AD gerade durch den Kosinus ausgedriickt werden kann mit AD = ﬁ.

* Fiir die Distanz BC gilt nach Abbildung (2) hingegen, dass BC = sin(8)AC. Die Strecke
AC ist noch unbekannt.

e Wir konnen die unbekannte Strecke_A_C ausdriicken durch AC = AE — @, wobei AE =
tan (a)d gemidB Abbildung (3) und CE = tan (y)d gemiB Abbildung (4). Dort sehen wir
auch, dass y = 90° — a gelten muss. Damit folgt: BC = sin(8)d [tan(a) — tan(vy)]

* Noch sind die Winkel 8 und y unbekannt, doch zeigen die Abbildungen (5) und (6), dass
0 =y und dass sowohl 6 = 90° — « gilt, als auch 6 = 90° — B. Dies resultiert in 5 = a.
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Abbildung 2: Geometrische Uberlegungen zur Selbstkonsistenzbedingung

* Insgesamt ergibt sich damit:
BC = sin(a)d [tan(@) — tan(90° — @)]

_ sin(a)d [sin(a) _ sin(90° - @) ]
B cos(a) cos(90° — )
_ 4 sin(@)? _sin(@) cos(a)]

~ | cos(a) sin(a)

=d Sclcr)ls((a(g)z — cos(a)
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Durch Einsetzen der Wegléingen in die Selbstkonsistenzbedingung ergibt sich

~kaAD = 2y, + m2n = —k,BC

2

o o= oy e mom = —kpd | SO _ Cos(a)]
cos(a) cos(a)
od 1 sin(a)? _, 5
< 2 cos(a) B cos(a@) +oos(@)| =2Ysp —mm
N2 2 2 2
o —knd [sm(a/) +cos(a)? — sin(a)? + cos(a) ] — 2y mn
cos(a)

o

dky cos(a) = mm — s .

Wie zuvor erlédutert ergeben sich vier Freiheitsgrade (der Phasensprung bei der Reflexion hingt
nur von den Brechzahlen und dem Einfallswinkel ab): die Geometrie des Wellenleiters (Hohe d),
dessen Material (Brechzahlen bzw. Permittivitiaten der verschiedenen dielektrischen Schichten),
die Frequenz der Welle (Wellenzahl im Vakuum k() und der Einfallswinkel (@). Sind also
Wellenleiter und Frequenz vorgegeben, so ist nur eine diskrete Zahl an Einfallswinkeln erlaubt,
nidmliche solche, mit denen die Selbstkonsistenzbedingung erfiillt ist.

Aus den Uberlegungen in a) wird ersichtlich, dass eine elektromagnetische Welle in der dielektrischen
Platte nur dann ausbreitungsféahig ist, wenn sich die einfallenden und reflektierten ebenen Wellen auf
ihrem Zick-Zack-Pfad derart iiberlagern, dass sich eine stehende Welle zwischen den Grenzflachen
ausbildet. Das aus der stehenden Welle resultierende konstante Wellenbild / Feldmuster breitet sich in
z-Richtung aus und wird auch als Modus (englisch: mode, eingedeutscht: Mode) bezeichnet. Es geniigt
daher, die transversale Verteilung solcher Moden mit E ,, mathematisch zu beschreiben.

b) Gehen Sie vom Durchflutungsgesetz und Induktionsgesetz aus und zeigen Sie, dass es zwei

Modenfamilien (senkrechte und parallele Polarisation oder in der Literatur auch TE- und TM-
Moden) gibt, die sich unabhéngig voneinander im Wellenleiter ausbreiten konnen. Nutzen Sie
dazu die Tatsache, dass der Wellenleiter in x-Richtung unendlich ausgedehnt ist.

Ges: Separation der Maxwellgleichungen in zwei unabhingige Sitze von Gleichungen

Geg: Induktionsgesetz und Durchflutungsgesetz

Fiir ein homogenes, nichtleitendes und raumladungsfreies Medium lauten das Durchflutungsgesetz
und Induktionsgesetz in komplexer Zeigerschreibweise

aHz mfly aEx

dy ~ 0z ot

o, _om.|_ OE _ [4E,
VxH= 7 T | = =€l S5

o, o ot oF

dy _ 0O0x Lz

ox ay ot
OE. _ OE, o,

aJy Jz ot
VxEo|0 ok |__ 08 __ |oH,
CTlE T e T A
9Ly _ OLx i3

ox ay ot
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Aufgrund der unendlichen Ausdehnung der Wellenfronten der einfallenden und reflektierten
Wellen in x-Richtung erstreckt sich auch das Wellenbild (die Mode) unendlich weit in dieser
Dimension. Damit gilt aa_x = 0 und es ergeben sich letztlich zwei unabhéngige Paare gekop-
pelter Differentialgleichungen wie schon im Fall ebener Wellen. Das erste Paar enthilt die
Feldkomponenten {E,, Hy, H.} und wird aufgrund der rein transversalen elektrischen Feldkom-
ponente als TE-Polarisation, TE-Welle oder H-Welle bezeichnet. Hingegen setzt sich das zweite
aus den Feldkomponenten {H,, E, E;} zusammen und wird aufgrund der rein transversalen
magnetischen Feldkomponente als TM-Polarisation, TM-Welle oder E-Welle bezeichnet.

TE-Polarisation TM-Polarisation
al_{z 61—{)’ aEx aEz (9Ey 8Hx
— =& = __ 7 - _y—=
ay 9z ot oy 9z Mo
O0E, 0H, O0H, oL,
= —Iu— =&—
0z ot 0z ot
aEx al_-lz 8Hx aEz
= IJ - =&
ady ot ay ot

Eine Welle mit senkrechter Polarisation (TE-Mode) mit dem elektrischen Feld E,(y) breitet sich in
z-Richtung aus. Demnach gilt fiir das elektrische Feld an jedem beliebigen Ort

B(x3, ) = Bty = Exn()e @ e,

c) Leiten Sie eine allgemeine Gleichung fiir das elektrische Feld E ,,, (y) der TE-Mode her. Wihlen
Sie dazu als Ausgangspunkt die Wellengleichung, welche die Mode erfiillen muss. Wiahlen Sie
anschlieBend einen geeigneten Losungsansatz fiir jede der drei dielektrischen Schichten und
nutzen Sie die Randbedingungen (bzw. Stetigkeitsbedingungen) an den Grenzflachen aus.

Ges: Mathematischer Ausdruck fiir £, (y)

Geg: Harmonischer Ansatz, allgemeine Wellengleichung

Das elektrische Feld der TE-Welle E(x, y, z,t) = Exn(y)e’ (wi-k:e = E €, muss die Wellen-
gleichung erfiillen. Wir formen die allgemeine Wellengleichung um mit

9%E, N 0°E, N 0°E, 0°E,
B
0x2 © ayr a2 Hap
I’E.  0%Ex IE: _
et 0y? " 072 EREPY? =0
3%Expm
S 8_yxz + (wz,usi - k?) Exn=0
azEx,m 2 2
o e (k,. - kz) Exm =0, 1)

wobei k; und g; die Wellenzahl und Permittivitit der i-ten dielektrischen Schicht sind, mit
ie{1,2,3}. Die zweite partielle Ableitung nach der Variable x entfillt aufgrund der unendlichen
Ausdehnung des Wellenleiters und damit auch der Mode in diese Richtung.
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Wie immer bei Totalreflexion ist die Wellenzahl in Ausbreitungsrichtung identisch, k; = kj ; =
k>, = k3, (Brechungsgesetz). Aus der Symmetrie der Anordnung (Schicht 1 = Schicht 3)
ergibt sich zudem k| = k3 = ko. Im Allgemeinen gilt fiir die Wellenzahl der zweiten Schicht

ko| = ky = \/ k% + k% + k% = \/kg + k% und entsprechend in der ersten und dritten Schicht
X Y < Y e

Ks| = k3 = [ky| = k; = \/kix K2 +kD = \/kiy +k7 . Gleichung (1) vereinfacht sich damit
Zu

Die Losung dieser Differentialgleichung ist eine Funktion E ,, deren zweifache Ableitung nach
der Variablen y ein Vielfaches —kzy der Funktion selbst ist. Somit kommen u.a. Sinusterme,
Kosinusterme, Exponentialterme oder Superpositionen solcher in Frage. Als Vorgehen bietet
es sich an einen geeigneten Ansatz zu wihlen und mit Hilfe der Randbedingungen bzw.
Stetigkeitsbedingungen zu priifen, ob es sich tatsdchlich um eine giiltige Losung handelt.
Zu beriicksichtigen ist jedoch, dass bei einem dielektrischen Wellenleiter die Felder auch in
den Bereich jenseits der Grenzflachen eindringen. Aufgrunddessen werden unterschiedliche
Losungsansitze fiir die drei Schichten benotigt. Jenseits der Grenzflachen (Schichten 1 und 3)
muss das elektrische Feld aufgrund der Totalreflexion exponentiell mit y abklingen (evaneszente
Felder), wohingegen zwischen den beiden Grenzflachen (Schicht 2) eine stehende Welle entstehen
muss, damit sich die Welle ausbreiten kann.

Losungsansatz:
Bexp(kB(y+%)), y<- %
Eem(y) = {Acos(kay — ), ~4d<y<d
Cexp(kc(y—%)), y>%

Wir definieren das Koordinatensystem so, dass sich die Hohe d des Wellenleiters gleichméfig
auf den positiven und negativen y-Bereich verteilt. Da das Feldstirkemaximum der ersten
Mode in diesem Fall bei y = 0 liegt, bietet sich ein Kosinus als harmonische Funktion an. Die
Phasendrehung durch Reflexion wird durch die Variable ¢ beriicksichtigt. Zur Bestimmung der
Unbekannten k 4, kg, k¢ setzen wir die Losungsansitze zunéchst einzeln in die Wellengleichung
ein.

Bestimmen von k4, kg, k¢

Fall I: -4 <y <4 ki =k

- Aki cos(kay —¢) + (k% - kg) Acos(kay-y)=0&
2 22 _ 2
ky =ky—kZ = kZ,y

Da die Wellenzahl k5 , rein reell ist, treten in diesem Fall keine Komplikationen auf. In Fall 2
und 3 ergibt sich jedoch eine Besonderheit.

* Der kritische Winkel der Totalreflexion ergibt sich aus dem Brechungsgesetz k; sin(a@) =
k1 sin(a;) fiir einen Transmissionswinkel a; = 90° mit k; sin(ayi) = k1. Da die Sinusfunk-
tion fiir wachsende Winkel a € [0°,90°] groBer wird, gilt fiir Winkel @ > ajj; demnach,
dass k; sin(a@) > ki und sin(a,) > 1. Es gibt keinen reellen Winkel a;, der diese Gleichung
erfiillen kann. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass die Wellenzahl k1 , rein imaginar wird,
wie wir im Folgenden sehen werden.
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* Aus der Abbildung in der Aufgabenstellung lisst sich durch trigonometrische Beziehungen
erkennen, dass k; ; = k sin(a@).

* Wie bereits zuvor erwiahnt, gilt aufgrund des Brechungsgesetzes k, = k;1 = k;2 = k3.
In Kombination mit der vorherigen Beziehung folgt daraus &, ; = k; sin(a) = ki, > ki,
Im Material jenseits der Grenzfldche (d.h. Schicht 1) ist die Wellenzahl in z-Richtung & ;
also groBer als der Betrag der Wellenzahl k| insgesamt, siehe Abbildung 3 unten. Daher

. . . . . o e . _ 2 2
muss die Wellenzahl in y-Richtung rein imaginar werden. Es gilt ky , = [ ki—k 1o < 0

kiy==j kii)y, wobei der Index (i) den Imaginarteil kennzeichnet. Der Imaginirteil ist also

0 _ 12 _ g2
kl’y = \Jkz = k7.
* Wegen der iiblichen Konvention k = k, — jk; in der Elektrotechnik wihlen wir das negative
Vorzeichen fiir den Imaginirteil.

* Aus Symmetriegriinden gilt die gleiche Argumentation fiir Schicht 3.

Abbildung 3: Wellenzahlen bei der Totalreflexion

Fall 2: y < -4, k; = ky
d d
Bk exp (kB (y + 5)) + (k% - kg) Bexp (kB (y + E)) )

_ 2 2 _ (@)
kg = 1/kz — k1 = kl,y
Fall3: y > d, k; = ks = ky

d d
Ck2 exp (kc (y - E)) + (k% - kf) C exp (kc (y - 5)) 0o

_ 2 2 _ () _ @)
kc = ,/kz - k3 = k3’y = kl,y

Fortsetzung Hauptrechnung:
Als Zwischenldsung erhalten wir somit

Bexp (+jk1,y (y+%)), y < —%
Ex,m(y) = ACOS(kZ,yy - lﬂ), _% <y< %
Cexp (—jkl,y (y - %)) , Yy > %.
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Priifen der Stetigkeitsbedingungen:

Die weiteren Unbekannten A, B, C bestimmen wir mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen. E , ist
eine Tangentialkomponente bzgl. der Grenzflache und muss damit am Grenziibergang stetig sein.
Daraus folgt an der Grenzfliche y = —d/2

Bexp (+jk1,y (y + g)) = Acos (koyy —¢)

d

d

y==3 y==—3%
d
& B = Acos (_kz’yi - w)
sowie an der Grenzflache y = d/2
) d
Cexp (—Jkl,y (y — 5)) = Acos (kayy — ¢)
_d -d
y=3 y=3
d
< C =Acos (kz,yz — W)

Daraus folgt abschlieBend durch Einsetzen in den urspriinglichen Ansatz:

A cos (—kz,y% - w) exp (+jkl,y (y + %)) . y<-%
Ex,m(y) = ACOS(k2,yy - lﬁ), _% Sys % (2)
A cos (kz,y% - w) exp (—jkl,y (y - %)) , Y>> % .

Basierend auf unserem Ansatz erfiillt Gleichung (2) nun die Stetigkeitsbedingungen fiir das
tangentiale elektrische Feld. Aus Aufgabenteil b) wissen wir allerdings, dass noch eine tangentiale
magnetische Feldkomponente H,, existiert. Auch diese muss die Stetigkeitsbedingungen
erfiillen. Wir erhalten die H-Feldkomponente aus mit Hilfe der Maxwellschen Gleichung

Hm(y) = —/%(w’b’—’;(”, welche wir zuvor gezeigt haben:
Ajk —ky 4 — i d _d
Jk1,y cos 295 — ¥ )exp(+ikiy |y +5)), y<-5
J .
Hom(y) = o —Akyy sin(kayy = ¥), 4 <y<d
—Ajky y cos (kz,y% - 1,//) exp (—jkl,y (y - %)) , Yy > % .

Analog zum E-Feld betrachten wir die Stetigkeit an den Grenzflachen. Es folgt an der Grenzflache
y=-d/2:

. d . d
Jk1,y cos (—kz,yz - w) = —ky, sin (—kz,yz - 1//)

d jkl,y

- tan (kz,yi N l/,) - R 3)
An der Grenzfliche y = d/2 muss gelten:
d d
jki,y cos (kz’yi - lﬁ) = ko, sin (kZ,yE - lﬁ)

d Jkl y
tan (ko y= — ¥ | = —= 4
4 an( 2,y2 '70) k2,y ( )
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d)

SchlieBlich miissen nun Gleichung (3) und (4) auch erfiillt sein, damit unser Ansatz alle
Stetigkeitsbedingungen erfiillt. Wir substituieren kz,y‘—zl = ¢ und jkl,y% = 1 um die Gleichungen
ordentlicher darzustellen und bilden anschlieBend den Arkustangens.Da der Tangens jedoch eine
periodische Funktion ist, kann das Argument des Tangens verschiedene Losungen haben, welche
hier durch den zusitzlich Term m 7 bzw. mym beriicksichtigt sind. Es folgt daraus

tan (§ +y) =

& €+ Y = arctan (g) +mm

< ™3

tan (£ —y) = = f—w:arctan(g)+m27r.

&
Die Gleichungen dieses Gleichungssystem lassen sich nun ineinander einsetzen um so jeweils &
und ¢ zu eliminieren, bzw. einen Ausdruck fiir beide Grofen zu erhalten. Dazu formt man beide
Gleichungen einmal nach € um und setzt sie ineinander ein und einmal nach 5. Die ganzzahligen
Variablen m; und m>, fasst man des Weiteren als m = m; + m, und m’ = m| — m, zusammen.

n T T
¢ = arctan (E) +m§ U=m 5 &)
Es gilt zudem m’ = 2m; — m. Da 2m stets eine gerade ganzzahlige Zahl ist, folgt hieraus, dass
m’ ebenso eine gerade Zahl ist, wenn m ebenso gerade ist. Umgekehrt ist m’ ungerade, wenn
m ungerade ist. Des Weiteren wissen wir, dass ein i, welches sich um ein Vielfaches von n
unterscheidet, im selben Modenfeld resuliert. Dies ist ersichtlich, wenn wir uns unseren Ansatz,
z.B. in Gleichung (2), anschauen. Da die Kosinus-Funktion eine periodische Funktion ist, erhalten
wir fiir fiir ein ¢ = m% mit geradem m, also m = {0, 2,4, ...} stets denselben Kosinus. Fiir ein
o= m% mit ungeradem m, also m = {1, 3,5, ...} ist der Kosinus um 90° phasenverschoben
und ergibt somit stets denselben Sinus. Es ldsst sich schlussfolgern, dass fiir ein gegebenes
gerades m, alle m” gerade sind und zur selben Mode gehoren und umgekehrt fiir ungerades m.
Die Gleichungen in (5) lassen sich somit mit nur einem gemeinsamen m formulieren

n n V4
f—arctan(§)+m2 w—mz
Die Gleichung mit dem ¢ und 7 beinhalten die transversalen Wellenzahlen und somit die oben
genannten Wellenleiterparameter. Diese Gleichung stellt die Eigenwertgleichung dar und kann
numerisch gelost werden, um je nach Parameter die Moden, welche sich in dem Wellenleiter
ausbilden, zu bestimmen (siehe Vorlesung). Mit dem Ausdruck fiir die Phasendrehung ldsst sich
nun unser Ansatz vervollstandigen:

A cos (—kz,y% - m%) exp (+jk1,y (y + %)) , y<-4
Ecm(y) = {Acos(kyyy —m%), -4 <y<4
Acos (kz’y% - m%) exp (—jkl,y (y - %)) ,  y> % .

Skizzieren Sie iiber der y-Achse das elektrische Feld E ,, () der ersten drei TE-Moden, die sich
im Wellenleiter ausbreiten konnen. Welcher wesentliche Unterschied besteht gegeniiber der in
der 15. Aufgabe diskutierten Parallelplattenleitung mit ideal leitfadhigen Platten?

Ges: Skizze der ersten drei Moden

Geg: Ergebnis aus Aufgabe c)
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Im dielektrischen Wellenleiter dringen die Felder in den Bereich jenseits der Grenzfliche ein
anstatt dort vollstindig zu verschwinden. Anders als bei der Parallelplattenleitung mit ideal
leitfdhigen Platten ist die Mode hier also nicht mehr identisch zur stehenden Welle, sondern diese
ist nur einer von drei Bestandteilen, da zusétzlich zwei evaneszente Felder zur Beschreibung der
Mode notwendig sind.

Exponentieller Abfall
> X

Harmonische
Funktion (Sinus

oder Kosinus)

Schicht 1 (g;) \ l

Schicht 2 (&.£,) >

Schicht 3 (&) ( Exponentieller Abfall
Mode 1 Mode 2 Mode 3

4\

Abbildung 4: T E-Moden der dielektrischen Platte

e) Berechnen Sie die zugehorigen magnetischen Felder H,, ,,, (y) und H_ ,,(y) der TE-Moden. Es ist
eine allgemeine, fiir alle TE-Moden giiltige Darstellung gesucht.

Ges: Mathematische Ausdriicke fiir die magnetischen Felder

Geg: Ergebnis aus Aufgabe c) (Ausdruck fiir die elektrischen Felder), Maxwellgleichungen

Die magnetischen Feldkomponente H ,,(y) und H_ ,,(y) der TE-Mode ergeben sich aus der in
c¢) bestimmten elektrischen Feldkomponente E, ,, (y) mit den in b) aus den Maxwellgleichungen
gewonnen Beziehungen.

Komponente H y.m )

aHy _ aEx
Hor = 0z
S
~ wu 0z
o o 4 OEcm(y)eltd
Y wpu 9z
= Hy = = (k)
L A cos (—kz,y% — mg) exp (+jk1,y (y + %)) , ¥< —%
< Hy,m(y) = w_; ACOS(kZ,yy - m%), _5_21 <y< %
A cos (kz,y%l - m%) exp (—jkl,y (y - %)) , oy > % .
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Komponente H_ ,(y)
_ 8[__[2 _ _aEX
Kot = oy
j OE;
= (1, = ——
wu 0y
j OExm(y)
e Hyn(y) = - Zoamly)
wu 0y

~ |ikiyAcos (_kZ,y% - m%) exp (
e Hou(y = —(j—ﬂ ~kayAsin(kayy — m%),
_j kl,yA cos (kz’y% — m%) exp (_jkl,y (y _ %
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Losung zu Aufgabe 13:

Wir betrachten die Einkopplung von Licht in einen dielektrischen Schichtwellenleiter welcher sich aus
drei libereinander geschichteten Dielektrika zusammensetzt. Damit sich in einem solchen Wellenleiter
gefiihrte Wellen ausbreiten konnen, muss der Winkel 8 unter welchem das Licht auf die Grenzflichen
der Dielektrika trifft, folgende Beziehung erfiillen (siehe vorherige Aufgabe)

mﬂ_ws’p

, N.
i m e

cosf =

wobei ¢, den Phasensprung fiir senkrechte / parallele Polarisation im Zuge der Reflexion darstellt.
Im Folgenden werde das Licht an der linken, seitlichen Kante in den Schichtwellenleiter eingekoppelt
(siehe Abbildung 5).

n, n,
0, 9 & 3
n2
Abbildung 5

a) Welche Bedingung an den Einfallswinkel 6. an der Grenzfliche muss erfiillt sein, damit sich im
Plattenleiter ein konstantes, in z-Richtung laufendes Wellenbild/Feldmuster ausbildet?

Licht, welches von links auf die seitliche Grenzfliche fillt wird nach dem Snelliusschen
Brechungsgesetz gebrochen. Es gilt also

kosinf, = ki siné .

Folglich tritt das Licht unter einem Winkel 7 — 6, auf die Grenzflichen der beiden Dielektrika
(Winkel gegeniiber der Flichennormale). Damit das Licht im Wellenleiter gefiihrt werden kann,
muss eben dieser Winkel % — 6 groBer als der kritische Winkel 6, sein, andernfalls wiirde keine
Totalreflexion auftreten. Es gilt somit

n/2-61 = 6.,
weshalb wir fiir den den Einfallswinkel die folgende Beziehung erhalten

by
. . (T
sinf; < sin (5_00)

ke .
— sinf, < cos b,
1

. [k
6. < arcsin|— cosf.|,
ke
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wobei wir die (abschnittsweise) Monotonie des Sinus und des Arkussinus im Interval [0, 7]
ausgenutzt haben. Die Bedingung der Totalreflexion allein geniigt allerdings noch nicht um
eine ausbreitungsfiahige Mode anzuregen. Auch die Selbstkonsistenzbedingung, welche wir
in der vorherigen Aufgabe hergeleitet haben, muss erfiillt sein. Diese Bedingung liefert alle
Winkel 6,,, welche zu Totalreflexion an der Grenzschicht fiihren (es gilt 8,, > 6.) und zudem die
Selbstkonsistenzbedingung erfiillen. Einfiigen der Bedingung ergibt schlielich

ki mm — s, p

6. < arcsin (ke kd

),meN.

b) Wir betrachten nun Licht mit einer Wellenlinge von A = 0.87 um das in den Schichtwellenleiter
der Dicke d = 2 um eingekoppelt wird. Die fiir den Schichtwellenleiter verwendeten Dielektrika
weisen die Brechungsindizes n; = 1.6 bzw. ny = 1.4 auf. Ermitteln Sie den fiir die Ausbreitung
im Wellenleiter kritischen Winkel 6., den maximalen Winkel 6, unter dem Licht aus der Luft
(ne = 1) eingekoppelt werden kann und die numerische Apertur (NA) des Wellenleiters.

Hinweis: In Luft gilt NA = sin 6.

Zunichst bestimmen wir den kritischen Winkel 6. an der Grenzfliche zwischen den beiden
Dielektrika des Plattenleiters:

6. = arcsin (n ) 61.04° (bzw. 1.065 rad)
nj

In Aufgabenteil a) haben wir bereits den Zusammenhang zwischen dem Einfallswinkel an der
Grenzflache und dem kritischen Winkel hergeleitet. Es ergibt sich somit fiir den Einfallswinkel
mit 7 = 1 und dem Zusammenhang cos(arcsinx) = V1 — x2

k
0. < arcsin (—1 cos 6 )

712
= arcsin —cos arcsin
ny
2
I’l ny
= arcsin 1-(—
ne ni
= arcsin (w/ )

0. < 50.77° (bzw. 0.886 rad)

Die numerische Apertur des Wellenleiters betrigt dabei

NA = sin 6, = y/n? — n3 ~ 0.775
Eine weitere Moglichkeit zur Einkopplung in dielektrische Schichtwellenleiter ist in Abbildung 6
dargestellt und basiert auf der Verwendung eines Prismas. Hier wird die einfallende Welle zunéchst an
dem Prisma mit Brechungsindex 7, gebrochen, bevor sie anschlieBend unter einem Winkel 6, < 6. auf
die Grenzflache zwischen Prisma und Material 2 trifft. Die einfallende und reflektierte Welle bilden
eine sich im Prisma in z-Richtung ausbreitende Welle mit 8, = nyko cos 6.
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\/ \),

Abbildung 6

c) Erkldren Sie, wie Licht in den dielektrischen Plattenleiter einkoppeln kann, obwohl die ein-
fallende Welle im Prisma Totalreflexion erfahrt. Welche Bedingung muss der Abstand d,, erfiillen?

Im Falle von Totalreflexion weist die Welle aufgrund der Stetigkeitsbedingungen einen trans-
mittierten Anteil mit exponentiell abfallender Amplitude auf. Teilen wir die auftretenden
Wellenvektoren in ihren longitudinalen Anteil k£, = 8 und transversalen Anteil k£, auf, so erhalten
im Spalt der Breite dj,
2 2 _ 2
kir=ky =B

wobei aufgrund der Stetigkeitsbedingungen 5, = 5, gelten muss. Einsetzen liefert dann
k2
2 2212 2.2 2 p .2
ki, =ky— By =k;—kycos”0p =k (1 —pcos Gp) .
2

Im Falle von Totalreflexion an der Grenzfliache ist der Winkel 6, hinreichend klein, sodass
mit n, > ny die Beziehung cos#, > 1 (in der Vorlesung finden Sie sinf#, > 1. Wir erhalten
hier einen Kosinus statt einem Sinus, da wir hier den Winkel zur Grenzflache und nicht zur
Grenzflaichennormalen betrachten. Es gilt daher daher sin(z/2 — 6;) = cos(6,).) erfiillt sein
muss:

. (T . (T
kp, sin (5 - Hp) =k, sin (5 - 92)
ky cos 0, = ko cos 0>

k
cos@zzk—pcosep >1.
2

Folglich ist k% , < 0 und somit

L2 =
/_ﬁ,z:—j\/kgcoszep—k%:_j /ﬁ%_kg_

Wihlen wir nun fiir das elektrische Feld im Spalt den Ansatz

E)(r,1) = Ey exp (j(wf —k; 1)),

erhalten wir mitr = ye, +ze; und k, = k, e, + 3, e, (wir wihlen ein Koordinatensystem mit
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d)

der y-Achse in transversaler Richtung und der z-Achse in Ausbreitungsrichtung)

E,(p,z,1) =E, exp (j (wt - (ﬁpz ~i\Bs — k3 y)))
= Ea exp (i(wt - By2)) exp(~ B3 — 3 ¥)

N

=a=0
Unter der Annahme, dass nebenn, > ny auchn; > ny erfiilltist, wird das exponentiell abklingende
Feld reflexionsfrei in die Schicht mit n = n; eingekoppelt. Der eindringende Feldanteil féllt dabei
gemal exp(—ay) wobei y die Linge des Bereichs angibt, indem sich aufgrund der Totalreflexion
keine Welle ausbreitet. Dementsprechend muss der Abstand d, ausreichend klein gewihlt werden,
um einen signifikanten Anteil exp(—ad,) der Ausgangsamplitude im Prisma in das Dielektrikum
mit n = n| einkoppeln zu kdnnen.

Wie dick muss der Abstand d,, gewihlt werden um noch 50 % der Ausgangsamplitude zu
tibertragen?

Um 50 % der Ausgangsamplitude in den Wellenleiter einkoppeln zu konnen muss gelten,
dass

E,( exp (j(U)t - ﬁpz)) eXP(_a'dp) =0.5 E,( exp (j(wt - ,sz))
exp(—ad,) = 0.5

_In2 In2 In2
p = — == =
@ \/ k% cos? 6, — k% ko An3 cos? 6, — n%

P

Welche Bedingung muss fiir die Ausbreitungskonstante S, erfiillt sein, damit sich im Plattenleiter
ein konstantes in z-Richtung laufendes Wellenbild ergibt?

Um tatséchlich eine effiziente Einkopplung zu erreichen, muss die Welle eine Mode im Platten-
leiter anregen. Dazu miissen die Ausbreitungskonstanten im Prisma und Plattenleiter moglichst
exakt libereinstimmen, d.h.

ﬁp ~ B
muw — ‘/’sp 2
kpcos 8, ~ ki sin6,, = k1 sin (arccos (cos 6,,)) = V1 — cos2 0, =11 - (T)

Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@Xkit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer @kit.edu
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