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Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 12

Abgabe bis zum 07.02.2022 um 12:00 via ILIAS

Losung zu Aufgabe 20:

Wir mochten im Folgenden die Stufenindexfaser aus Abbildung 1a unter der Annahme schwacher
Fiihrung niher betrachten. Zu diesem Zweck werden Sie zunéchst alle elektrischen und magnetischen
Feldkomponenten in Abhéngigkeit von E, und E, sowie deren Ableitungen nach x und y ausdriicken.

Sie konnen stets annehmen, dass 2 = —j k, gilt.
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Abbildung 1: (a) Querschnitt der betrachteten Stufenindexfaser. (b) Normierte Ausbreitungskonstanten B der
LP-Moden iiber der normierten Frequenz V.

a) Verwenden Sie das Gaul3sche Gesetz
V-D=0,

um die longitudinale Komponente des elektrischen Felds E, zu ermitteln.
Hinweis: Es gilt 7L ~ 1.

Ges: Longitudinale Komponente des elektrischen Felds E,

Geg: GauBlsches Gesetz, a%, =—jk,, Z—; ~ 1

Im ladungsfreien Dielektrikum liefert das GauB3sche Gesetz folgenden Ausdruck

V-D=V-(n®E)=2nVn-E+nV-E=n(2Vn-E+V-E)=0.

Auch wenn die Brechzahlen im Kern und Mantel nicht exakt gleich sind, konnen wir den
Unterschied vernachlédssigen, d.h. wir setzen Vn ~ 0, und erhalten dann in sehr guter Nidherung

OE 0E, OE
2=

V. E=—
- 0x 0y 0z
j aEx 85)’
— E, =—— 1.
- k. ( ox ¥ dy
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b) Verwenden Sie das Induktionsgesetz und das Ergebnis aus a), um die verbleibenden Komponenten

zu erhalten.
Ges: Verbleibende Komponenten: H,, Hy, H,
Geg: Induktionsgesetz, E,

Aus dem Induktionsgesetz

0E, OE
VXE=|Z72 -7 |=-jwuo[Hy | =—jwuoH,
0Ey  OEx
x 9y =z
folgt mit dem Ausdruck fiir £, aus a), dass
H. = J aEz aEy _ ISZ 1 aZEx + 1 8ZEy +
T wp\ 0y 0z ] wpo \k20xdy k2 9y T

oo (0B OEN_ ke (. 1PE 10K
= wug \ 9z ox wpo \ 77 k2 9x2 k2 0xdy
j aEy _ 0Ex
wpo \ 0x ay

H,=

Aufgrund der schwachen Fiihrung gilt k| ~ k, > k. Welche Niherungen konnen Sie infolgedes-
sen treffen?

Hinweis: Fiir die Ableitungen (% und [)a_y gilt, dass 66—)6, [)a_y ~ k.
Ges: Niherungen fiir Hy, H\, H,, E, unter Annahme schwacher Fiihrung

Geg: Ausdriicke fiir Feldkomponenten aus b), k; =~ k, > k;

Da k, > k gilt und die Ableitungen nach x bzw. y eine Skalierung in der Gré8enordnung von
k¢ zur Folge haben, konnen wir in den Ausdriicken fiir H, bzw. H, die Ableitungen gegeniiber

2
E, bzw. E, vernachlissigen (es gilt schlieBlich % < 1. Wir erhalten also

~—F,
wpo "
k

Hy ~ — E,.
y

WHo

1
=

Fiir die longitudinalen E- und H-Feldanteile konnen wir keine derartigen Ndherungen treffen.
Diese enthalten ausschlieBlich partielle Ableitungen von E, und E, und ermdglichen daher nicht
das Vernachléssigen einzelner Summanden.
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In der Stufenindexfaser breite sich eine in x-Richtung polarisierte Welle aus. Fiir das elektrische Feld
gelte daher

Ev(p.¢) = Exov'(p, ¢) exp (—jk.2)

E y (P ’ QD) =

wobel ¥ durch den Ansatz

Je(Bep)
4O (pg) = | Jipe OO W) P a (1)
- R (aa) sin(fe+y) p>a

gegeben sei.

d) Bestimmen Sie mithilfe Ihres Ergebnisses aus Aufgabenteil a) einen Ausdruck fiir E,.

Hinweis: Sie konnen dabei die folgenden Beziehungen verwenden:

~cosg d sing d nd 0 sin 0 L C0s¢ 0
= N u — =91 -

dx Yop  p de dy Yop  Tp op
Ges: Ausdruck fiir E,

Geg: L., E, =0, Darstellung der Ableitungen nach x bzw. y in Zylinderkoordinaten

Mit E, = 0 und den Darstellungen fiir die Ableitungen erhalten wir

j OE,
S k Ox

_ i (COS JE; sing GEX)
k; " op p Oy
( aw( ) sin g al_ﬁ(g))

:—kJ— 0 exp(—jk:2)

k. COs a — 5 890
Mit
W _ {ﬁt S0 Sin(to+u) p<a
o K‘EJ’; sin(fp+y) p>a
und

Je(Bra)
890 KKK(QtP)

8%,(5) fjf(ﬁtp) COS(ng+lﬂ) o <a
Re(ma) cos(fo+y¢) p>a

erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir £,

;(Bip) 71,0, .
] B Ji(ﬁi)) sin(Cp + ) cos @ — (5888 cos(bp +y) L p < a

E, = k_ E.o exp(—jk;z) K;(ap) K () - .
) ' Ke(ama) sin(ly + ) cos ¢ — gK[(ozta) cos(fp + ) > P > a
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e)

f)

Wihrend bei der Herleitung von (1) bereits die transversalen Feldkomponenten als stetig
approximiert wurden, muss auch die longitudinale Komponenten E, an der Grenzfldche bei
o = a stetig sein. Zeigen Sie, dass mit U = Sia und W = aqa die folgende Bedingung erfiillt sein
muss

UJ(U)  WKy(W)
Je(U) — Ke(W)

2)

Ges: Nachweis von (2)

Geg: Stetigkeit von E; bei p =a, U = fia, W = aia

Fordern wir die Stetigkeit von E, in p = a, erhalten wir folgende Gleichung

Jy(Ba) Je(Ba) sin ¢
B 7B sin(fg + ) cos ¢ — g]g(ﬁta) cos(Cp + ) .
_ Kiama) Ki(aa) sin ¢
= Ko (aa) sin(fg + ) cos ¢ — ng(ata) cos(fo + ) >

welche wir direkt vereinfachen zu

e B K} (awa)
B oy (Lo ) cosp =

Die Stetigkeit muss fiir alle Werte von ¢ erfiillt sein, weshalb

Jé(ﬁta) —w Ké,(a/ta)
“Je(Ba) ' Ke(aa)’

sin(f¢ + ) cos .

gelten muss. Multiplizieren wir nun beide Seiten mit a konnen wir die Variablen U und W
einfiihren, um den gesuchten Ausdruck zu erhalten

UIU)  WK(W)
Je(U) — Ke(W)

Weisen Sie mithilfe der Rekursionsbeziehungen fiir die Ableitungen der Besselfunktionen aus
der Vorlesung nach, dass (2) dquivalent ist zu der Eigenwertgleichung der LP-Moden
JU) KW
UJe-1(U) WK, 1(W) '

3)

Ges: Nachweis der Aquivalenz von (2) und (3)

Geg: Rekursionsbeziehungen fiir die Ableitungen der Besselfunktionen

Aus den folgenden Beziehungen aus der Vorlesung

JO) g U)
UJe(U)  UJe(U) U?
K,(W) K (W) ¢

WK (W) WK (W) W2
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erhalten wir durch Multiplikation mit U? bzw. W? die Form aus 2
Ul U) _Udea(U)
Je(U) — Je(U)
WK, (W) WK, (W)
KeW) — K(W)
Wir zeigen schlieBlich was zu zeigen war, indem wir diese Beziehungen in (2) einsetzen,
vereinfachen und invertieren:

¢

Ul (U) WKy (W)
Je(U) — Ke(W)

Vi), WK (W)
Je(U) Ke(W)
UJe1(U) _ WK 1(W)
Je(U)  Ke(W)
JoU)  _ Ke(W)

UJeo1(U) — WK (W)

Mit der normierten Frequenz V = ako, /n% - n% = VU? + W? kénnen wir die Eigenwertgleichung (3)

fiir gegebenes V numerisch I6sen. Aus den zugehorigen Losungen U konnen wir schlieBlich die Aus-
breitungskonstanten aller ausbreitungstihigen Moden erhalten. Gegeben sei nun eine Stufenindexfaser
mit n; = 1.4485,a = 7Tum und A = 3 X 1073, in der sich eine elektromagnetische Welle mit einer
Wellenlinge von A = 1.55 um ausbreitet.

g) Berechnen Sie V und verwenden Sie Abbildung 1b, um die ausbreitungsfihigen Moden zu
ermitteln. Welche Ausbreitungskonstanten k. besitzen die Moden? Lesen Sie hierfiir die Werte
von B aus der Abbildung 1b ab.

Hinweis: Die LP-Moden mit £ # 0 sind zweifach entartet. Es gilt
U2k -k
V2 T 22
Ve ki k5
Ges: V, Anzahl ausbreitungsfihiger Moden sowie deren Ausbreitungskonstanten
Geg: Abbildung 1b

B=1

Die normierte Frequenz V konnen wir direkt berechnen zu

V= ak(),/n% - n% = akO,/2n%A = akoniV2A =~ 3.184.

Aus der Abbildung 1b konnen wir ablesen, dass sich die LPy;-Mode und die beiden LP;;-Moden
in der Stufenindexfaser ausbreiten konnen. Insgesamt sind also drei Moden ausbreitungsfihig.
Ablesen aus 1b liefert fiir die LPy;-Mode B =~ 0.68 (numerische Losung B = 0.6798) und fiir die
LP;;-Moden B = 0.24 (numerische Losung B = 0.2353).

Um fiir gegebenes B das entsprechende k, zu ermitteln, miissen wir den Ausdruck allerdings
zunéchst umformen
2 _ g2 2,012 _ 12 _ 12 2 2 2 _ g2
:k; kizl_cz+k12 ké ki _ zl_cz 1o 2k1 2:l_<Z 2k1+1
ki— k5 ki — k5 kv —k ki — k35 2k1A
k2= K7 2AB-1)+1)

—
— k,=kiv2A(B-1) +1.
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Alternativ konnen wir auch mithilfe von ny = n; V1 — 2A ohne die Erweiterung im Zihler des
Bruchs nach k, umstellen.

Dann erhalten wir fiir die Ausbreitungskonstante der LPy;-Mode k. ~ 5.866 x 10®/m und
fiir die der LP;;-Moden k., ~ 5.858 x 10°/m. Beriicksichtigen wir nur die angegebenen
drei Nachkommastellen, hat das Ablesen aus dem Diagramm 1b keine Auswirkung auf die
Ergebnisse. Interessant ist an dieser Stelle jedoch, dass sich die Ausbreitungskonstanten der
Moden unterscheiden.

Die Fasermoden zeichnen sich dadurch aus, dass sich ihre transversale Verteilung wahrend der
Ausbreitung im idealen Kanal nicht veridndert. Zudem sind sie orthogonal zueinander, was sogenanntes
Modenmultiplexing fiir die Kommunikationstechnik attraktiv macht. Bei diesem Verfahren werden
die einzelnen Fasermoden als eigenstindige Kommunikationskanéle betrachtet, auf denen unabhingig
voneinander Daten {ibertragen werden.

r(1)

0.5 1 L.5 2 2.5 3

Abbildung 2

h) Nehmen Sie an, dass auf jeder der ausbreitungsfihigen Fasermoden das periodische Rechtecksi-
gnal r(¢) libertragen wird, vgl. Abbildung 2. Welche Aussagen ermoglicht das Ergebnis aus g) iiber
die Signaliibertragung und damit das Modenmultiplexing in der betrachteten Stufenindexfaser?

Ges: Aussagen liber Modenmultiplexing in der Stufenindexfaser

Geg: Jede Fasermode weist eine andere Ausbreitungskonstante auf

In Aufgabenteil g) haben wir gesehen, dass sich die Ausbreitungskonstanten der Moden nicht
identisch sind. Infolgedessen unterscheidet sich auch die Phasengeschwindigkeit vy, = k% der
beiden LP-Moden. Allerdings konnen wir anhand der Phasengeschwindigkeit keine Aussagen
iber die Energie- bzw. Informationsgeschwindigkeit in der Stufenindexfaser treffen. Zu diesem
Zweck miissten wir die Gruppengeschwindigkeiten der beiden Moden miteinander vergleichen.
Im Allgemeinen unterscheidet sich jedoch auch die Gruppengeschwindigkeit der LPy;-Mode
von der der zwei LP;-Moden. Infolgedessen breiten sich die Rechtecksignale mit verschiedener
Geschwindigkeit tiber die Faser aus, weshalb sich die Ankunftszeit der Signale je nach tragender
Moden unterscheidet. Je langer dann die verwendete Faser ist, desto ausgeprigter der Effekt.
Folglich benotigt das erfolgreiche Modenmultiplexing eine Signalverarbeitung, die u.a. die

unterschiedlichen Signallaufzeiten kompensieren kann.
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Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum, wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@Xkit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer@kit.edu
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