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Die Ubung im Uberblick

Allgemeine Informationen

® Unterlagen zu Vorlesung und Ubung findet ihr im ILIAS-Kurs

m Kontaktdaten Ubungsleiter:
jonas.krimmer@kit.edu
patrick.matalla@Kkit.edu

® Ubung bietet Bonussystem fuir die Klausur

® Nehmen Sie Gebrauch von den Umfragen der Vorlesungen
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Themenubersicht ﬂ(".
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Ubung O - Mathematische und physikalische Grundlagen

Ubung 1 Al, A2, A3 Wellengleichung, ebene Wellen, Fourierreihen

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Die Maxwellschen Gleichungen ﬂ(".

® Die Maxwellschen Gleichungen sind ein Grundgertst zur Beschreibung der Wechselwirkung
elektrischer und magnetischer Felder.

Differentielle Form Interpretation

UxH=]+ 6_D Durchflutungsgesetz ZeiEIich veranderliche elektrische I_:elder (Verschiebungsstrom) und elektrische
ot Strome erzeugen magnetische Wirbelfelder
VXE= —g—f Induktionsgesetz Zeitlich veranderliche Magnetfelder erzeugen elektrische Wirbelfelder.
V.-D=p Gaulsches Gesetz Ladungsdichten verursachen elektrische Quellenfelder.
V-B=0 Magnetische Felder sind stets quellenfrei, d.h. Wirbelfelder.

E,D

® Aus diesen Formeln wird uns allerdings noch nicht direkt ersichtlich
® Wie sich elektromagnetische Wellen ausbreiten und in Medien verhalten.
® Wie eine elektromagnetische Welle abgestrahlt und empfangen werden kann.

® Ziel ist es aus den Maxw. Gl. eine Differentialgleichung fur das E- und H-Feld herzuleiten.

R —
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Differentialrechnung (Wdh.)

® Richtungsableitung: Ableitung einer von
mehreren Variablen abhangigen Funktion
entlang einer beliebigen Richtung,
vorgegeben durch einen Vektor v

AT
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®m Partielle Ableitung: Spezialfall der
Richtungsableitung, bei dem entlang eines
kanonischen Basisvektors des R™ differenziert

wird

Ofx) _ f&x+hv)—f(X) m Beispiel: f(x,y,2) = x? + y* + z% + 2xyz

va(x) = va(x) = v v

Richtung: llvii=1

Richtungsableitung

f g+ h-v) -~ fxo)

Dyf (xo) = ;11_7:% i

(xo+h v, f(xg+h :-v))

Bildquelle: https://studyflix.de/mathematik/richtungsableitung-1351
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df (x,y,z) _ 0f(x, const, const)

I I = 2x + 2yz
df (x,y,z) df(const,y,const)
= =2y + 2xz
dy 0y
df (x,y,z) 9df(const,const,z)
= = 2z + 2xy
0z 0z

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
Fakultat fur Elektrotechnik und Informationstechnik


https://studyflix.de/mathematik/richtungsableitung-1351

6

Differentialgleichungen ﬂ(".
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® Definition: Mathematische Gleichung fir eine gesuchte Funktion von einer oder mehreren
Variablen, in der auch die Ableitungen eben dieser Funktion vorkommen.

® Gewdhnliche DGLSs: @ Partielle DGLSs:
® Ableitung von y(x) nach einer Variablen x ® Funktion hangt von mind. 2 Variablen ab
® Kann die DGL nach der hdchsten Ableitung n ® Es gibt partielle Ableitungen nach mind. 2
aufgelost werden, spricht man von einer Variablen

expliziten DGL. Andernfalls von einer impliziten. ® Beispiel: Funktion u(x, y) (zwei Variablen)

y™® = fx,y(x),y" (x), .., 7™ (x))

f(2y00,9' @), ., YW () = 0

f (x, y,u(x,y),

ou(x,y) ou(x,y)  0%u(x,y)
ox ~ ay ' oxay =0

- . Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Beispiel flur eine gewohnliche DGL

® Harmonischer Oszillator: Schwingungsfahiges System
mit linearer Ruckstellgrofie
® Linearer Zusammenhang zwischen Auslenkung und
Ruckstellkraft beschrieben durch gewohnliche DGL
® |dealer Oszillator (ohne Dampfung)
() + wix(t) =0
® Gedampfter Oszillator (lineare Dampfung)
¥(t) + 2yx(t) + wix(t) =0
® Anfangsbedingungen
x(0) = x, x(0)=0
® Losung der Funktion
x(t) = x4 cos(wyt)

Der Begriff ,harmonisch® wird uns auch bei den elektromagnetischen Wellen wieder begegnen.
Beachte ebenso die Gemeinsamkeiten des Federpendels und EMW beim Losen der DGL.

07.11.2022 EMW Ubung 1 — Wintersemester 22/23
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f/"’ 7\\\‘-‘
‘\-’Il‘//
XT F = —=Dx(t) = mix(t)
Winkelgeschwindigkeit: wo =+/D/m
Dampfungsfaktor: 14

Bildquelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Federpendel2.svg
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Gegeben seien die Maxwellschen Gleichungen in ihrer allgemeinen Form in einem zeitinvarianten und

isotropen linearen Medium & = £(r) bzw. y = u(r) (in anisotropen Materialien werden diese Gréfien
A f b 1 durch Matrizen beschrieben):

6[} Karlsruher Institut fir Technologie

a) Leiten Sie je eine partielle Differentialgleichung fiir das elektrische und das magnetische Feld
her. Nehmen Sie dazu an, dass der Satz von Schwarz gilt, also die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen vertauschbar ist.

Hinweis: Leiten Sie dazu zunéchst das Durchflutungsgesetz bzw. das Induktionsgesetz nach der

Zeit ab. Formen Sie die Beziehungen anschlieBend so um, dass Sie die beiden Differentialglei-
chungen bis auf die Stromdichte J entkoppeln kinnen.

b) Nehmen Sie nun zusitzlich an, dass das Medium nichtleitend und raumladungsfrei (J = 0 und
p = 0) sowie homogen (£ = const und i = const) ist. Vereinfachen Sie die in a) hergeleiteten
Differentialgleichungen entsprechend. um die Wellengleichungen fiir das elektrische bzw.
magnetische Feld zu erhalten.

¢) Gehen Sie nun aulerdem davon aus, dass E und H vollstindig durch die komplexen Zeiger

E(r.1) = E(r) exp (j wt)
H(r,7) = H(r) exp (jwr)

beschrieben werden. Setzen Sie diesen Ansatz in die Wellengleichungen aus b) ein und vereinfa-
chen Sie soweit moglich.

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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E b e n e We | | e n Karlsruher Institut far Technologie

® Mathematisch einfachste Losung der Wellengleichung

® Kompliziertere Wellenfronten kbnnen lokal als ebene Welle approximiert werden, was die
Mathematik vereinfacht.

® Verstandnis von Wellenphanomenen wie Brechung, Reflexion, etc., anhand ebener Wellen

Uniform plane wave —__

Maxima/Minima der Wellen B

\ \\/ .
. Der Betrachter sieht

Quelle der Wellen ——» {I’} — ) z | [ naherungsweise eine
2 I +{ ebene Wellenfront!

’ \ ”’ "'X

Ausbreitungsrichtun/ a4
"N

der Wellenfront

- . Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Ebene Wellen

® Wellenfronten (Phasenfronten) sind unendlich
ausgedehnte Ebenen

® Ebene Wellen existieren fur jeden Zeitpunkt und
jeden Ort

® Nur geeignet zur Beschreibung stationarer
Zustande (keine Quelle)

® Fur homogene ebene Welle gilt bei Ausdehnung
In z-Richtung in 3D:
d 0 0

— =0, — =0, — %0
0x dy 0z

® Mit ebenen Wellen sind in der Regel homogene,
ebene Wellen gemeint.

PPN (( |

) Karlsruher Institut fir Technologie

s

Ebene konstanter Phase

Inhomogen

Ebene Wellen & Maxwellsche Gleichungen animiert: https://www.youtube.com/watch?v=W1cTpgM9DaU
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Harmonische Wellen

® Harmonische Wellen sind Wellen, bei denen E- und

H-Feld sinusférmig/kosinusférmig schwingen.

Da Sinus- und Kosinusschwingungen periodisch mit
einer einzelnen, festen Frequenz sind, ist jede
harmonische Welle monochromatisch.

In der Vorlesung werden meist harmonische, ebene
Wellen behandelt. Ausnahmen sind Kugelwellen
harmonischer Anregung.

Harmonische Wellen lassen sich (ndherungsweise)

leicht anregen, z.B. durch Wechselstrom/-spannung.

Erflllt die harmonische Welle die Wellengleichung?
Beispiel fir E, (z, t)

07.11.2022 EMW Ubung 1 — Wintersemester 22/23

AT

Karlsruher Institut far Technologie

E(r,t) = E(r) cos(wt + @)

E(z t)=A cos(wt —kz + <p)

/ Anfangsphase

Wellenzahl

Amplltude Kreisfrequenz

f = cos(wt —kz + ¢), g=>0
0°E, ,
Fyra —Ak“ cos(wt — kz + @)
1 0%E w?
= atzy = —AC—Zcos(a)t —kz+ @)
. 2T w
mit k = 7 = ?

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
Fakultat fur Elektrotechnik und Informationstechnik



Harmonische Wellen
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® Wichtige Wellengrof3en lassen sich am einfachsten flr harmonische Wellen veranschaulichen

Periodendauer T = %

Zeitlicher Abstand zweier Wellenfronten
gleicher Phase (Einheit s)

Sinusschwingung mit der Frequenz f | =500 Hz

1T
0.5} T
= 9
~05
_l | | | |
0 0.005 0o 00T 0.02 0.025
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Fourier-
Transformation

® (zeitliche) Frequenz f
Schwingungen pro Einheitszeitintervall,
meist pro Sekunde (Einheit Hz)

® (zeitliche) Kreisfrequenz w = 2nf

Mormiertes Amplitudenspekirum der Sinusschwingung

f

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fiHz
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Harmonische Wellen
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® Wichtige Wellengrof3en lassen sich am einfachsten flr harmonische Wellen veranschaulichen

Wellenldange 1 = JC—C

Raumlicher Abstand zweier Wellenfronten
gleicher Phase (Einheit nm)

Auslenkung

Ausbreitungsrichtung z

07.11.2022
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Fourier-
Transformation

Ortsfrequenz v = % = £

Schwingungen pro Einheitsraumintervall,
meist pro m (Einheit 1/m)

- Kopplung von
_ — raumlichem und
We”enzahl k _ @& zeitlichem Verhalten

Amplitudenortsspektrum

Ortsfrequenz

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Komplexe Zeigerschreibweise

® Harmonische Wellen erlauben eine leichte
mathematische Handhabung linearer* Systeme,
da Amplitude und Phase mit der komplexen
Zeigerschreibweise simultan erfasst werden
konnen.

® (Implizite) Zeitabhangigkeiten kénnen
weggelassen werden.

*Lineare Systeme sind solche Systeme, bei denen die Frequenz der Welle
unbeeinflusst von Operationen bleibt. Frequenzanteile kdnnen gedampft werden
(linearer Filter), aber es entstehen keine neuen Frequenzkomponenten.
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Reelles Feld
E(r,t) = Acos(wt — kz +>;<)

Komplexes Feld
E(r,t) =A exp(j(a)t — kz +>g<))
= Aexp(—jkz) exp(jwt) = E(r) exp(jwt)

Komplexe
Amplitude

Komplexe Felddarstellung
(komplexer Zeiger / Phasor)

Ermittlung reelles Feld aus komplexem Feld

E(r,t) = R{E(r, 1)}

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
Fakultat fur Elektrotechnik und Informationstechnik
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Komplexe Zeigerschreibweise
® Die tatsachlich physikalisch existierende Welle wird Komplexes Feld
mittels Realteil der komplexen Feldstarke gebildet E(r,t) = Aexp(j(wt — kz))
E(r,t) = R{E(r, 1)} = A exp(—jkz) exp(jot) = E(r) exp(jwt)

® Dies entspricht der Projektion des komplexen Zeigers
auf den Realtell

o~
,\S A A

< e [N /N /0

"R -

- . Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Aufgabe 2 Q(IT
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i)

Eine ebene Welle breitet sich im Vakuum in z-Richtung aus (E =0, % = ’U). In der Vorlesung wurden

die Wellengleichungen im Vakuum aus den Maxwellschen Gleichungen hergeleitet:

oH
VXE= —Ho—- (1)
OE
VxH= e (2)
4*E, 1 d*E,
T2 2 o )
d*E, 1 0*E,
T 922 T2 ar *)
0°H, 1 6°H,
T 92 T2 ar )
d0°H, 1 0°H,
- === (6)

dz2 ¢ o0
a) Zeigen Sie dass jede Funktion f(z + ct) die Wellengleichungen fiir diesen Fall erfiillt.
b) Konnen sich longitudinale Wellen ausbreiten? (Gehen Sievon V-B =0und V-D = p = 0 aus.)

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Harmonische Wellen — Fourierrelhe

® Ebene Wellen bilden eine Basis von Losungen der
Wellengleichung, d.h. jede beliebige Losung kann als
Superposition (Uberlagerung/Linearkombination) aus ebenen
Wellen dargestellt werden.

® Folge: Jede Welle beliebiger, raumlicher Gestalt kann stets als
Superposition ebener Wellen mit verschiedenen
Ausbreitungsrichtungen, Polarisationen und Wellenzahlen
(Ortsfrequenzen) beschrieben werden.

Amplitude

® Ggf. ist Superposition unendlich vieler ebener Wellen notwendig. -2|

® Nur Wellen ganzzahlig vielfacher Schwingungen, da nur so
periodisch im Beobachtungszeitraum und somit orthogonal zu
den anderen Wellen.

® [n linearen Medien lassen sich so physikalische Effekte fur die
einzelnen ebenen Wellen separat betrachten

® Grundprinzip der Fourieroptik (Mastervorlesung)

07.11.2022 EMW Ubung 1 — Wintersemester 22/23
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Ebene Welle 1
Ebene Welle 2| |
Ebene Welle 3
Superposition

0;\ \/\‘v'\
Y NV Y NV

5 10 15 20 25
Ausbreitungsrichtung

o

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Aufgabe 3 ﬂ(".

Mit der Fourierreihe lisst sich jede periodische reellwertige Funktion f(t) als eine Uberlagerung Karlsruher Institut far Technologie
unendlich vieler orthogonaler Sinus- und Cosinus-Basisfunktionen beschreiben. Wihlt man eine
endliche Anzahl N an Basisfunktionen, lisst sich die Funktion f(7) nur noch approximieren.

N

.
£(0) ~ fult) = % + Y aycos2ant/T) + Y by sin(2ant/T) . 7

n=1 n=l

Die jeweiligen Sinus- oder Cosinus-Schwingungen werden mit den Fourier-Koeffizienten gewichtet,
welche sich wie folgt bestimmen lassen:

T
dy =zf f(t)cos(2mnt/T)dr (8)
I Jo

T
b, = % f f(t)sin(2mrnt/T)dr . (9)
0

a) Berechnen Sie den Fourier-Koeffizienten a,, fiir f(r) = cos(2amt/T) in den folgenden Fillen:
sn#m, Ymn#0.
s n=m, Ymn=#0.
*n=m=0.

Um welchen Faktor muss ag verglichen mit a,, fiir n € IN* gewichtet werden? Wie spiegelt sich
das in Gleichung 7 wider?

b) Betrachten Sie nun die Formeln zur Berechnung von ap und by. Wie lassen sich diese fiir n = 0
vereinfachen? Welche Bedeutung haben ap und by fiir eine Funktion f(z)?

¢) Leiten Sie ausgehend von der Gleichung (7) den Ausdruck der Fourierreihe in Amplituden-
Phasen-Form aus der Vorlesung her. Beriicksichtigen Sie dabei die Erkenntnisse der vorherigen
Teilaufgaben.

Institut fur Photonik und Quantenelektronik
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Aufgabe 3 ﬂ(".
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Die Funktion f(t) sei nun f(t) = sin*(¢) mit einer Periode von T = 2rs. Berechnen Sie die
Fourier-Koeffizienten ag, by, a», b>, as sowie by.

Hinweis: Nutzen Sie die Rechenregeln fiir Potenzen einer Winkelfunktion um f(7) umzuschreiben.
Des Weiteren lisst sich eine Multiplikation zweier trigonometrischer Funktionen wie folgt

umschreiben:
1

cos(x) sin(y) = = ((sin(x - y) +sin(x +y)) (10)

cos(x) cos(y) = 5 ((cos(x — y) +cos(x +y)) (11)
- 30/2
=== 2;c08(2t)

agcos(4t)
— f(t)
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