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Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 08

Abgabe bis zum 09.01.2023 um 11:30 via ILIAS

Optisches Element ABCD-Matrix Anmerkungen
. . 1 L
Auspreltung in homogenem Zuruickgelegte Strecke L
Medium 0 1
Brechung an ebener Grenzfliiche h Initiales bzw. finales Medium mit
0 é Brechzahl nq bzw. n»
Brechung an sphirischer 1 0 Initiales bzw. finales Medium mit
Grenzfliche n-my  my Brechzahl n bzw. ny,
Rny  m Kriimmungsradius R
) ) 1 0
Reflexion an ebenem Spiegel 01
. e ® . 1 0 .o .
Reflexion an sphérischem Spiegel 2 Kriimmungsradius R
R
1 0
Diinne Linse | Brennweite f
-+ 1

Tabelle 1: ABCD-Matrizen ausgewéhlter optischer Elemente. Es gelte R > 0 fiir konvexe Flachen bei denen der
Mittelpunkt des zugehorigen Kriimmungskreises hinter der Grenzfliche liegt.

Losung zu Aufgabe 13:

In Vorlesung 8 haben wir den GauB3schen Strahl als elementaren Vertreter der Strahlwellen kennengelernt.
Insbesondere fiir die Ausbreitung von Licht in homogenen Medien stellt der GauB3sche Strahl ein
geeignetes Modell dar. In dieser Aufgabe mochten wir untersuchen, wie wir die Ausbreitung eines
GauBschen Strahls mithilfe von Linsen beeinflussen kdnnen.

Im ersten Schritt sollen Sie die ABCD-Matrix der diinnen Linse in Abbildung 1 herleiten.

Abbildung 1: Asymmetrische bikonvexe diinne Linse.
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a) Nehmen Sie an, dass sich die Linse im Vakuum befinde und ihr Material die Brechzahl »
besitze. Geben Sie zunichst mithilfe von Tabelle 1 die ABCD-Matrizen der zwei sphérischen
Grenzflichen mit den Kriimmungsradien R; und R, an.

Ges: ABCD-Matrizen der sphirischen Grenzflichen
Geg: Kriimmungsradien R; und R, Brechzahl Linse n, Brechzahl Umgebung n = 1

Tabelle 1 entnehmen wir, dass die ABCD-Matrix der ersten Grenzflache

1 0
M; = (1;n L)
Rin n
und die der zweiten Grenzfldche
1 0
wefl )
R

lautet.

b) Bestimmen Sie die resultierende ABCD-Matrix der Linse und zeigen Sie, durch Vergleich mit
Tabelle 1, dass fiir die Brennweite gilt, dass

1 1 1
7=z x):

Ges: Resultierende ABCD-Matrix, Nachweis Beziehung Brennweite
Geg: ABCD-Matrizen M, M,

Die resultierende ABCD-Matrix erhalten wir durch Linksmultiplikation der Teilmatrizen, d.h.
durch

1 0y ({1 0 1 0 1 0
M ; =M, -M; = (n—l ) : (1—;1 1) = (n—l n—1 n) = :
e " " \mw ow &R u ‘(”‘1)(1%1‘1%2) !

Der Vergleich mit der ABCD-Matrix der diinnen Linse liefert den gesuchten Nachweis, dass

1 1 1
F=o-b(z-x):

Im Folgenden betrachten wir nun die Interaktion des Gauf3schen Strahls mit ebendieser diinnen Linse
mit Brennweite f.

c) Zeigen Sie mithilfe des Zusammenhangs von ABCD-Matrizen und dem komplexen Strahlpara-
meter g, dass folgende Beziehung gilt:

1 1 1

9 q f’

wobei g1 bzw g, den komplexen Strahlparameter des Gaufischen Strahls vor bzw. nach der Linse
bezeichnen.

Ges: Nachweis Beziehung komplexer Strahlparameter bei diinner Linse
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Geg: ABCD-Matrix diinne Linse, Vorschrift fiir Rechnung mit ABCD-Matrizen
Laut Vorlesung gilt

1
C+Da

:—_l'
QZ A-|'Bg—1

Einsetzen der ABCD-Matrix der diinnen Linse, dh. A = 1,B =0,C = -1, D = 1 liefert die
gesuchte Beziehung

1
1 a1 1
92 1 '

d) Zeigen Sie, dass diese Transformation lediglich den Kriimmungsradius der Phasenfront, nicht
aber den Strahlradius direkt nach der Linse dndert. Leiten Sie dafiir folgende Beziehungen fiir
den Strahl direkt hinter der Linse her:

1 I 1

— == Wy =wj.
R, R f

Ges: Nachweis der Zusammenhinge von R; und R, bzw. wi und wy

Geg: Zusammenhang zwischen komplexen Strahlparametern g und g

Der komplexe Strahlparameter vor und nach der diinnen Linse ldsst sich berechnen durch

1 I .2 1 r . 2
—=—-j— und
g1 Rt T kw?

q2 - R_Z B kowg '
Einsetzen von ql—] bzw. é in die Gleichung aus c) fiihrt auf (vgl. Vorlesung 08 zum GauB3schen
Strahl) _ i

1 1 1

.2 I .2 1
—=——= = -l =5 "= 7-
9@ q f Ry “kw; Ri “kwi f
Vergleichen wir nun die Real- und Imaginérteile miteinander, so erhalten wir die zu zeigenden
Beziehungen:

= Wy =Wwjq.
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Ein fokussierter GauB3scher Strahl mit Strahlradius wq treffe auf eine Linse mit der Brennweite f
(siehe Abbildung 2). Der austretende Strahl wird in einem Abstand d fokussiert und weist dort den
Strahlradius w, auf.

Abbildung 2

e) Zeigen Sie mit den Beziehungen aus d), dass

_ , WO
= 1+ 472 Yo~ k2wt
1
k2wg 1+ _4f20

Hinweis: Driicken Sie zunichst den Strahlradius w’(—d) und den Kriimmungsradius R’(—d)
jeweils in Abhéngigkeit von z, aus. Beachten Sie dabei, dass der Strahl vor der Linse im Fokus
ist. Leiten Sie aus den gefundenen Beziehungen einen Ausdruck fiir die Distanz d her. Schlielich
muss nur noch wy als letzte Unbekannte eliminiert werden.

Ges: Nachweis der Beziehungen

Geg: Einfallender Strahl im Fokus mit Radius w(, Brennweite f, Entwicklung Strahlradius und
Kriimmungsradius beim GaufB3schen Strahl

Kurze Wiederholung: Fiir den Strahl- und Kriimmungsradius des GauB3schen Strahls gilt im

Allgemeinen
72 25
w(z) =wo, |1+ und R(z)=z+—.
2R Z

Aus Abbildung 2 Idsst sich aus dem Strahlradius w’(—d) folgendes zj, herleiten

’ ’ d2 72 deE)Z
W(—d)ZW():WO 1+ — - IR=—F5—— - (1)
72 2 _ . ,2
ZR WO WO

Da wir annehmen, dass der Strahl vor der Linse fokussiert war, ldsst sich durch Betrachten des
Kriimmungsradius R’(—d) aullerdem zeigen, dass (verwende Beziehung aus d))

1 1 1 1

R(-d) R(=d) f f

bzw.

2
R'(—d):—d+f—’;:—f =  P=d(f-d).
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Mit der Definition der Rayleigh-Lénge

G=hg
erhalten wir schlieBlich
k2W64 d2W62
42— (2)
0 0
bzw.
RO d(f—d 3
Gleichsetzen liefert
2...72
0
=d(f-d
e UL
we f
= 2 n g 1
wg — wg d
2
5w
E - W2 _ w/2
0 0
W/Z
= d=f[1-—% (4)
"o

Nun eliminieren wir noch w62 indem wir (3) umstellen

W/4 4
K= = fd - d? = wit = = (fd - d*

4 k2
und anschlieend in (4) einsetzen:
Ld(f-d)
d=f|1- =
0
4d(f —-d
— (f-ay= 220
Wo
412
— f=d (kzwg + 1)
— d= f O 5
412
1+ Eae

0

Zuletzt erhalten wir den gesuchten Ausdruck fiir w6 indem wir (5) in (4) einsetzen und dabei d
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eliminieren:
f vy
I\
1 kzwg 0
” 2. 4
— 1 - W_O - &
wg w‘o‘k2 +4f2
w62 ~ kzwg +4f% - kzwa1
w(z) kzwg +4f2
2 2
w/2 _ 4W0f
O k2wt 142
0
w
= wy = 0 O
kzwg
1+ W
Losung zu Aufgabe 14:

Teleskope aus sphirischen Linsen werden oftmals verwendet, um den Strahlradius von Lichtstrahlen zu
vergrofBern bzw. zu verkleinern. Der Aufbau eines Keplerschen Teleskops ist in Abbildung 3 gezeigt.
Beachten Sie, dass das Licht das System von links nach rechts durchlauft.

——————————————————— Optische Achse

Abbildung 3

a) Stellen Sie einen allgemeinen Ausdruck fiir die ABCD-Matrix My, des Keplerschen Teleskops
aus Abbildung 3 auf. Modellieren Sie das Teleskop durch die beiden diinnen Linsen mit den
Brennweiten f| und f>, zwischen denen das Licht eine Strecke L entlang der optischen Achse
zuriicklegt.

Hinweis: Der Brechungsindex im freien Raum sein = 1.
Ges: ABCD-Matrix des Teleskops
Geg: Teilmatrizen geméaf Tabelle 1

Die Gesamtmatrix resultiert aus der Linksmultiplikation einer diinnen Linse, einer Translation
im freien Raum (Brechzahl n = 1, wir miissen also keine Brechung beriicksichtigen) sowie einer
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b)

zweiten diinnen Linse:

1 0\(1 L 1 0
Mot = | _ 1 1)(0 1 (_L 1)
f f
L
(L 0) b=7 L
~Loa){ -4
1-L L
=l " _L)
ht A £ f

Vereinfachen Sie die ABCD-Matrix fiir den Fall f = f; = f, und L = 2 f. Was stellen Sie fest?
Welches Bild wiirde ein Beobachter hinter der zweiten Linse sehen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Ges: Vereinfachung und Interpretation
Geg: fi=/fa=/f,L=2f, Mo

Mit f = f1 = found L = 2 f vereinfacht sich die ABCD-Matrix aus dem vorherigem Aufgabenteil

zu
-1 L
Mtotal = ( O _1)

An der ABCD-Matrix lasst sich direkt ablesen, dass der Austrittswinkel nach der zweiten
Linse einen Vorzeichenwechsel gegeniiber dem Eintrittswinkel vor der ersten Linse aufweist.
Des Weiteren erhalten wir fiir einen Einfall parallel zur optischen Achse auch das umgekehrte
Vorzeichen fiir die axiale Position; in diesem Fall wiirde ein Beobachter hinter der zweiten Linse
also gerade ein gespiegeltes Bild sehen. Bei schrigem Einfall unter einem Winkel 6§ kommt es
zusitzlich zu einer axialen Verschiebung, die von 6 und L abhingt.

Betrachten Sie nun den Fall f; # f> und L = f; + f». Wie wird ein Strahl durch dieses optische
System transformiert, der im Abstand x parallel zu der optischen Achse (6 = 0°) einlduft? Geben
Sie den Abstand x” und Winkel 6’ des austretenden Strahls gegeniiber der optischen Achse an.

Ges: Transformation eines einfallenden Strahls
Geg: f1 # Lund L = fi + fo, Miotal

Mit fi # fo und L = f; + f> erhalten wir die ABCD-Matrix eines Strahlaufweiters

B 1— fl}-lfz fi+h
Mtotal = | fitfr 1 1 1= hthH

N i A h

Der Austrittsabstand betragt also gerade x” = —Jf%x und der Austrittswinkel 6" = 0°.
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d) Welchen VergroBerungsfaktor m = |";/| erhalten Sie mit dem optischen System aus Aufgabenteil
c), wenn fr = 2 f] gilt?

Ges: Vergroflerungsfaktor m
Geg: f2 =21, Mol

Der Abstand des Strahls zur optischen Achse ist nun

L 2h
fi 1A
Ein Beobachter sieht folglich ein gespiegeltes und um den Faktor zwei vergroBertes Bild. Es gilt

alsom = 2.

Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@Xkit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer @kit.edu
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