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Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 09

Abgabe bis zum 16.01.2022 um 11:30 via ILIAS

Losung zu Aufgabe 15:

Wir untersuchen nun eine parallel polarisierte ebene Welle im freien Raum (e = €9, ¢ = o) mit
I:Ie(r’ t) = H. exp (J (wt - l_{e ’ l')) €x,

die unter einem Winkel . auf einen idealen Leiter in der Ebene y = O triftt (an dem sie vollstandig
reflektiert wird) und sich in z-Richtung ausbreitet. Fiir den Fall @, — 7/2 weist die Welle nur

='e : Er .
y=0 L Freier Raum
S S [dealer Leiter
// // //: // // // // //
Abbildung 1

transversale Feldkomponenten auf und man spricht auch von einer transversalelektromagnetischen
Welle (TEM-Welle). Neben der TEM-Welle, bei der sowohl das Magnetfeld als auch das elektrische
Feld nur Transversalkomponenten besitzen, unterscheidet man noch die folgenden zwei Spezialfille:

* Die parallel polarisierte bzw. transversal-magnetische Welle (TM-Welle): Hier besitzt das
magnetische Feld keine Komponenten in Ausbreitungsrichtung, d.h. es gilt H, = O und E; # 0.

* Die senkrecht polarisierte bzw. transversal-elektrische Welle (TE-Welle): Hier besitzt das
elektrische Feld keine Komponenten in Ausbreitungsrichtung, d.h. es gilt H, # Ound E, = 0.

a) Welche Aussagen konnen Sie liber die tangentialen und normalen E- bzw. H-Feldkomponenten
an der Grenzflache zu dem idealen Leiter treffen?

Hinweis: Ziehen Sie die Grenzflachenbeziehungen elektromagnetischer Wellen aus der Vorlesung
heran.

Ges: Aussagen liber die tangentialen/normalen E- bzw. H-Feldkomponenten am idealen Leiter
Geg: Grenzflichenbeziehungen

Fiir die tangentialen Feldkomponenten E; bzw. H; an der Grenzfliche zweier Medien gilt

Ht,l - Ht,2 =7
Et,l - Et,2 =0,
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b)

wobei i’ der Oberflachenflichenstrom ist. Ersetzen wir das zweite Medium durch einen idealen
Leiter, erhalten wir

Ht,] = i/

Et,l = 0 )
da das Innere eines idealen Leiters stets feldfrei ist. Folglich geht am idealen Leiter ein tangentiales

Magnetfeld mit einem Oberflichenstrom einher und die Tangentialkomponente des elektrischen
Felds verschwindet.

Fiir die normalen Feldkomponenten E,, bzw. H,, an der Grenzfliche zweier Medien gilt

D nl — D n2 =0
Bn,l - Bn,2 = 0$
wobei o die Oberflichenladung bezeichnet. Ersetzen wir das zweite Medium durch einen idealen
Leiter, erhalten wir
Dn’l =0
B 1’1,1 = O ’
da das Innere eines idealen Leiters stets feldfrei ist. Folglich geht am idealen Leiter ein normales
D-Feld mit einer Flichenladung einher und die Normalkomponente des B-Felds verschwindet.

Stellen Sie mithilfe von Abbildung 1 die Wellenvektoren k. und k, in Abhéngigkeit des Einfalls-
bzw. Ausfallswinkels a. bzw. o, dar. Nehmen Sie dabei an, dass k. = &k, = ko.

Ges: Wellenvektoren k. und k,
Geg: ke = k: = ko, Einfalls- bzw. Ausfallswinkel a. bzw. a;

Anhand geometrischer Uberlegungen erhalten wir mit dem Reflexionsgesetz a = @, = a;, dass

0 0
K. = ke| —cosae | = ko| —cosa
Sin e sin
0 0
K. = kr|cosa; | =ko|cosa
sin a; sin

Geben Sie die einfallenden bzw. reflektieren elektrischen und magnetischen Felder an. Verwenden
Sie dabei das Durchflutungsgesetz um die elektrischen Felder zu erhalten.

Ges: cinfallende bzw. reflektiere elektrische und magnetische Felder E,, E,, H,

Geg: H., Durchflutungsgesetz, Wellenvektoren aus b)

Mithilfe der Wellenvektoren konnen wir das einfallende magnetische Feld schreiben als
H,(r,7) = Heexp (j (wi — k. - 1)) €, = Heexp (j (i + kocosa y — kosinaz)) e, (1)

Da die einfallende Welle am Leiter vollstidndig reflektiert wird, gilt H; = H. und analog zu H,

H,(r,1) = Hrexp (j (wf — k, - 1)) €, = Heexp (j (wf — kocosa y — kosina2)) e (2)
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Stellen wir das Durchflutungsgesetz

oD
VXH=6—;=jCU80E

nach dem elektrischen Feld um, erhalten wir

J

E=-—VxH.
wEe(

Wintersemester 22/23

Damit konnen wir aus den einfallenden und reflektierten magnetischen Feldern die entsprechenden

elektrischen Felder bestimmen. Fiir E, erhalten wir mit (1) und Zp =

ko
WE(

H.exp (j (wt + kocosay — kgsina z))

=——— | zHeexp (j (wt+kgcosay —kpsina z))

cexp (j(wt+kgcosay— kosina z))

=——— | —jkosina |Heexp (j (wt + kopcosa 'y — kg sina z))

)
o ox
__J |9
E.(r,1) = oo |7 X
0z
J | &
we 9
—# L
. 0
J
W&o —jkocosa
0

= —ZpH.| sina |exp (j (wt + kgcosa y — kpsina z)) .

CoS o

Auf dem gleichen Weg ermitteln wir E; aus (2):

He.exp (j (wt —kgcosay — kosina z))

=———|—jkosina |He.exp (j (wt —kocosay — kpsina 7))

f)
; ax
] |9
Ee(l', t) =—— 15y X
weg | %Y
0z
. 0
J
WO\ j ko cosa
0

=-ZoH.| sina |exp (j(wt—kocosay—kosinaz)) .

—COS
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d) Zeigen Sie, dass sich durch Superposition der einfallenden und reflektierten Welle in y-Richtung
stehende Wellen ausbilden.

Ges: Nachweis der stehenden Welle in y-Richtung
Geg: Einfallende und reflektierte Felder

Das Feld im Halbraum y > 0 ergibt sich durch Superposition der einfallenden und reflektierten
Anteile zu

H-= I:Ie + Hr
= H. (exp (j (wt+ kgcosay —kosinaz)) +exp (j(wt —kpcosay —kpsina z))) e
= H. (exp (jkocosay)+exp(—jkocosa)) exp (j (wt — kgsina z)) e,
=2H. cos(kgcosa y) exp (j (wt — kgsina z)) e .

Mit ky, = ko cos @ und k; = k¢ sin @ erhalten wir also
H = 2H. cos(kyy) exp (j (wr — k:z)) ex.

Die Nullstellen von H entlang der y-Achse sind zeitunabhingig weshalb es sich bei der
resultierenden Welle um eine in y-Richtung stehende Welle handelt.
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Losung zu Aufgabe 16:

Anstelle einer Herleitung der Feldverteilungen iiber das Verhalten einer elektromagnetischen Welle
an einer ideal leitenden Platte (siehe Vorlesung), konnen wir die Feldbilder im Parallelplattenleiter
auch direkt aus den Maxwellschen Gleichungen herleiten. Dazu miissen wir lediglich geeignete
Randbedingungen wihlen.

Wir wollen uns im Folgenden mit der sich in z-Richtung ausbreitenden TM-Welle

E(r,7) = E(x,y) exp (j (wr = k:2))

beschiftigen, fiir welche gemill der Maxwellschen Gleichungen im Allgemein gilt, dass

— _jkz 6Ez E. = _jkz aEz
N Wlue — k2 Ox T Wlue — k2 Oy
H = jwe  0E; H. = —-jwe OE;
-t wue — k2 0y =Y wue — k2 0x
und
9’E. O’E
Bx_; + a);zz + (wpe — k?)EZ =0.

Ein Wellenleiter bestehe nun aus zwei in x- und z-Richtung unendlich ausgedehnten, ideal leitenden
Platten im Abstand a, wie in Abbildung 2 dargestellt. Der Raum zwischen den Platten sei vakuumiert.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Abbildung 2

a) Verwenden Sie die Definition der TM-Welle und die Maxwellschen Gleichungen, um das E- und
H-Feld einer TM-Welle zu berechnen, welche sich zwischen den Platten in positive z-Richtung
ausbreitet. Losen Sie dazu zunéchst die Wellengleichung fiir E .

Hinweis: Beachten Sie, dass die Platten in x-Richtung unendlich ausgedehnt sind, weshalb

0E; _
ox

Ges: E- und H-Feld der TM-Welle
0E,
Geg: o = 0,E.(y=0)=E;(y=a)=0

0. Verwenden Sie zudem die Randbedingung E,(y =0) = E,(y =a) =0.

Wegen 66%; = = () ergibt sich die Wellengleichung fiir £, zu

O*E
W; +(w*ue —kE, =0
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b)

Mit k§ = w’ue - kf haben die Losungen dieser Gleichung die Form!
E. = Asin(kyy) + Bcos(kyy), mitA,BeC.

Da E, Tangentialkomponente des E-Felds ist, gilt fiir y = O und y = a die Randbedingung E, = 0.
Wegen
E(y=0=A-0+B-1=8B

muss in jedem Fall B = 0 erfiillt sein. Fiir A = 0 erhalten wir die triviale Losung, gemal der kein
Feld im Wellenleiter existieren wiirde. Andernfalls, d.h. fiir A # 0 muss gelten, dass

E.(y=a)=Asin(kya) =0 = ky="2 neN,
a

erfiillt ist. Damit erhalten wir -
.= asin (1))

a
Aus E ergeben sich schlieBlich die transversalen Komponenten des elektrischen bzw. des
IE,

magnetischen Felds. Wegen —

und H, ergibt sich

= 0 sehen wir sofort, dass E, = Hy = 0 gelten muss. Fiir £,

_j kz aEz _j kz
Ey = = Acos(kyy)
Y k% ay ky y
jwedE, jwe
H, = =——Acos(kyy).

Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse fiir die magnetischen Feldkomponenten mit denen aus Aufgabe
14 Teil d).

Ges: Vergleich zu Ergebnis aus A14 d)
Geg: Aus Al4d): H=2H.cos(kyy) exp (j (wt — k;z)) e,

Die in Teil a) ermittelten Komponenten miissen zunédchst wieder in den iibergeordneten Ansatz
fiir die TM-Welle

E(r,7) = E(x, y) exp (j (wr = k:2))

eingesetzt werden, um mit dem Ergebnis aus A14 d) vergleichbar zu sein. So erhalten wir fiir das
magnetische Feld im Parallelplattenleiter

H = 2= Acos(k,y) exp f (wf = £:2)) e

y
Offensichtlich unterscheiden sich die Ergebnisse ausschlieBlich in der Skalierung. Da A € C
beliebig ist, konnen wir durch geeignete Wahl von A das identische Ergebnis erhalten:

i 2k,
&AZZHC — A:_J‘_)I_"Ier
k
y weé

! Aufgrund der Invarianz des Parallelplattenleiters entlang x muss auch & null sein.
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c¢) Skizzieren Sie die E,-Komponenten (E, = ‘R{E_}) der ersten zwei Moden des Parallelplattenlei-
ters.

>[5
>[5

-1 1 -1 1
Abbildung 3

d) Berechnen Sie die Phasenkonstante in Ausbreitungsrichtung k.. Ab welcher Frequenz kann sich
eine TM-Welle im Wellenleiter ausbreiten?

Ges: Phasenkonstante k., Grenzfrequenz f, der TM-Welle

Geg: Wellenzahl im Vakuum k, transversale Phasenkonstante &,

Zur Bestimmung der Phasenkonstante k, verwenden wir die folgende Beziehung
2 _ 12,2
ko = ki +kz .

Da wir nur die Ausbreitung in positive z-Richtung betrachten, gilt damit

ke =k -k}
_|w? (mr)z
ct a

L w 1 (mrco)2

" co wa

_2f |, (o
co 2fa
co k2

Solange die Phasenkonstante reell ist, breitet sich im Wellenleiter eine Welle in positive oder
negative z-Richtung aus. Wird jedoch der Ausdruck in der Wurzel kleiner als null, erhalten wir
ein rein imaginéres k, wodurch keine Wellenausbreitung mehr moglich ist. Dementsprechend
konnen wir folgendermaBen die Grenzfrequenz f;, der n-ten Wellenleitermode bestimmen:

2
neo 3 2 (nco)2

1- =0 = =(— = n
(2fcgna) fC,}’l 2a fC,

nco
2a
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Dieses Ergebnis zeigt, dass die Grenzfrequenz proportional zur Modenzahl ist. Die geringste
Grenzfrequenz weist folglich die Mode mit n = 1 auf:

_ ‘o

Je= 2a°

e) Zeigen Sie rechnerisch, dass eine Welle, welche die Grenzfrequenz unterschreitet, im Wellenleiter
nicht ausbreitungsfihig ist.
Ges: Nachweis, dass unterhalb der Grenzfrequenz keine Wellenausbreitung moglich ist

Geg: Schwingungsfrequenz f < f;

Ist die Schwingungsfrequenz kleiner als die Grenzfrequenz fc, gilt fir die Phasenkonstante
k, = %] kg') mit kg’) € R. Dann erhalten wir fiir eine Welle, die sich in positive z-Richtung
ausbreitet, eine z-Abhingigkeit gemal

E; ocexp(—jk;z) =exp (ikgi)z) .
Betrachten wir den Fall des negativen Vorzeichens im Exponenten, beobachten wir ein exponen-

tielles Abklingen von E, entlang z; es findet folglich keine Wellenausbreitung statt.

Anmerkung: Wiahlen wir stattdessen das positive Vorzeichen im Exponenten erhalten wir keine
physikalisch sinnvolle Losung, da damit eine exponentielle Verstidrkung der komplexen Amplitude
E. einhergehen wiirde.

f) Bestimmen Sie Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der Welle. Erklédren Sie auBBerdem, weshalb
die Phasengeschwindigkeit groB3er als die Vakuumlichtgeschwindigkeit c( sein kann.

Ges: Phasen- & Gruppengeschwindigkeit
Geg: Phasenkonstante k,
Wir erhalten die Phasengeschwindigkeit gemaB (fiir ausbreitungsfihige Wellen gilt stets ky, < k)

w 2r f co co
Vph = 7— = = = > Cp.

ke ﬂ\/l_(m)z \/1_(m)2 \/1_ﬁ
o 2fa 2fa k?

Wir erhalten die Gruppengeschwindigkeit gemal

-1
-1

@ @ 2
dw 1 C% c% 1 k <
er dk 2
dkz d_af 0 (M)z w [1_ (M)Z kO
c% a co wa

Infolgedessen gilt offenbar vypve, = c(z). Im Parallelplattenleiter ist die Gruppengeschwindigkeit
daher stets kleiner und die Phasengeschwindigkeit stets groBBer als die Vakuumlichtgeschwindig-
keit.

Doch wieso kann die Phasengeschwindigkeit grofer als die Vakuumlichtgeschwindigkeit sein?
Die Phasenfront der sich in z-Richtung ausbreitenden TM-Welle kann als Uberlagerung zweier
ebener Vakuumwellen betrachtet werden, die an den Wanden des Wellenleiters reflektiert werden.
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Die Phasengeschwindigkeit der TM-Welle im Wellenleiter ist die Geschwindigkeit, mit der sich
das Feldbild bzw. Interferenzmuster aus der Superposition der Einzelwellen in z-Richtung bewegt.
Diese Geschwindigkeit ist groB3er als die Vakuumlichtgeschwindigkeit c(. Dieses Verhalten ist
analog zu dem Schlieen einer Schere deren Klingen sich mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit
aufeinander zubewegen: Der Punkt, an dem sich die Klingen treffen bewegt sich dabei schneller
als die Klingen selbst.

Anhand von Abbildung 4 wird zudem anschaulich klar, dass sich ein Wellenpaket nur mit der
Gruppengeschwindigkeit vy < ¢ in z-Richtung ausbreiten kann, da die einzelnen Wellen auf-
grund des schrigen Einfalls einen lingeren Weg als die eigentliche Wellenleiterlidnge zuriicklegen

miissen.
/ / / / /
y
X éL—» Z
/ / / /

Abbildung 4: Beispielhafte Zickzack-Pfade zur Veranschaulichung der Ausbreitung durch den Wellenleiter, «
bezeichnet den Einfallswinkel auf die Leiterplatten.

/

/ / / /

Was Sie bei der Bearbeitung dieses Ubungsblatts gelernt haben sollten

¢ Was die Unterschiede zwischen TE-, TM- und TEM-Wellen sind.
* Wie sich elektromagnetische Wellen an idealen Leitern verhalten.

* Wie das elektrische und magnetische Feld bei Reflexion am idealen Leiter im gesamtem Raum
ermittelt werden kann.

* Wie sich durch Uberlagerung der einfallenden und reflektierten Welle stehende Wellen ausbilden
konnen.

* Welche Ansitze gewidhlt werden konnen, um die Felder im Parallelplattenleiter zu bestimmen.
* Weshalb der Parallelplattenleiter eine untere Grenzfrequenz besitzt.

* Wieso die Ausbreitungskonstante im Parallelplattenleiter frequenzabhingig ist.

* Welche Folgen diese Frequenzabhingigkeit fiir die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit hat.

* Weshalb die Phasengeschwindigkeit grofer als die Vakuumlichtgeschwindigkeit sein kann.
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Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@kit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer@kit.edu
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