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Losungsvorschlag zu EMW Ubungsblatt 13

Abgabe bis zum 13.02.2023 um 11:30 via ILIAS

Losung zu Aufgabe 21:

Wir betrachten eine Glasfaser mit Stufenindexprofil und Kernradius a, in der sich eine elektromagnetische
Welle in z-Richtung ausbreite. Der Faserquerschnitt ist in Abbildung 1a dargestellt. Die Medien seien
nichtleitend, raumladungsfrei und nichtmagnetisch mit y = po. Die Brechzahlen im Kern bzw. im
Mantel seien n| bzw. ny und es gelte A < 1.

y

1: T T T T
ny g
0,8 |-
// 0’6§
i Q
X 1’/ 0,4;
{ 02 F
OE
DI 0

|4

(a) (b)

Abbildung 1: (a) Querschnitt der betrachteten Stufenindexfaser. (b) Normierte Ausbreitungskonstanten B der
LP-Moden iiber der normierten Frequenz V.

a) Benennen und beschreiben Sie das Phinomen, welches die Wellenfiihrung in einem dielektrischen
Wellenleiter wie der Glasfaser ermoglicht.

Ges: Phinomen, das Wellenfiihrung in dielektrischem Wellenleiter ermoglicht

Geg: -

Die Wellenfiihrung in einem dielektrischen Wellenleiter basiert auf dem Phidnomen der Totalre-
flexion. Dabei wird Licht, das sich in einem Medium mit dem Brechungsindex n; ausbreitet und
auf die Grenzfliche zu einem Medium mit Brechungsindex n, < n trifft, fiir hinreichend grof3e
Winkel gegeniiber der Grenzflichennormalen vollstiandig reflektiert.

b) Welche Stetigkeitsbedingungen miissen fiir das tangentiale und das normale E-Feld an der
Kern-Mantel-Grenze der betrachteten Stufenindexfaser gelten? Wie lauten die entsprechenden
Bedingungen fiir das H-Feld?

Ges: Stetigkeitsbedingungen fiir E- und H-Feld

Geg: Medien nichtleitend, raumladungsfrei und u = ug; Brechzahlen n; und n;

Da alle involvierten Medien nichtleitend sind, konnen weder Oberflachenstrome noch Fla-
chenladungen existieren. Zudem gilt g1, = sonfz sowie u = puo. Es gilt folglich (siehe
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Grenzflachenbedingungen aus Formelsammlung)

Et,l = Et,Z Ht,l = Ht,2
I’l% En,l = n% En,2 Hn,l = Hn,2 .
Infolgedessen sind alle elektrischen und magnetischen Feldkomponenten bis auf die Normalkom-
ponente des elektrischen Felds stetig.

¢) Wie werden der Fall A < 1 und die Naherungslosungen der Wellengleichung genannt, die unter
dieser Bedingung erhalten werden?

Ges: Bezeichnung A <« 1 und zugehorige Niherungslosung
Geg: -

Im Fall von A < 1 sprechen wir von schwacher Fiihrung. Die Niherungslosungen, die wir unter
Annahme der schwachen Fiihrung erhalten, nennen wir linear polarisierte Moden oder kurz
LP-Moden.

d) Weisen Sie nach, dass die tangentialen und normalen Komponenten des E- und H-Felds an der
Kern-Mantel-Grenze der betrachteten Stufenindexfaser mit A < 1 ndherungsweise stetig sind.

Ges: Nachweis Stetigkeit
Geg: Ax1

In Aufgabenteil b) haben wir die Annahme iiber die normierte Brechzahldifferenz A < 1 nicht
ausgenutzt. Schreiben wir die Bedingung fiir die elektrischen Normalkomponenten um, erhalten
wir

nj ny—ni+nd
En,l = - En,2 — En,l = - En,Z = En,l = (1 — 2A) En,2 .
n n
1 1

Mit A < 1 erhalten wir also auch E,; ~ E,>. Folglich sind alle Feldkomponenten in der
Stufenindexfaser bei schwacher Fiihrung ndherungsweise stetig.

Wir nehmen im Folgenden an, dass sich in der Faser eine Welle mit E, # 0 und E, = 0 ausbreitet. Als
Losungsansatz fiir £, wihlen wir mit -3 < ¢ < 7

Ec(p,¢,2) = Exo R(p) sin(my + ) exp(—j B:z) .

e) Setzen Sie den Ansatz fiir E, in die skalare Helmholtzgleichung ein. Fiihren Sie eine Fallun-
terscheidung fiir die Fille p < a und p > a durch und weisen Sie nach, dass R(p) jeweils die
Besselsche bzw. die modifizierte Besselsche Differentialgleichung erfiillen muss. Beachten Sie
dabei, dass E, in Zylinderkoordinaten gegeben ist.

Hinweis: Die Besselsche und modifizerte Besselsche Differentialgleichung lauten

9*R IR 9*R IR
pP—+p—+ W?p*-m*)R=0 bzw. 2t p— —(WPP+mHR=0.
ap* " dp P

Ges: Nachweis, dass R(p) im die (modifizierte) Besselsche Differentialgleichung erfiillt

Geg: Besselsche und modifizerte Besselsche Differentialgleichung, Ansatz fiir E,
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Die skalare Helmholtzgleichung in Zylinderkoordinaten lautet

16 ( 0E 1 9°E, O°E

———|p = + — _x+ _x+szx:0.

pdp\" dp | p?ogr 072

Da die Wellenzahl k& von dem betrachteten Medium abhéngig ist, fithren wir eine Fallunterschei-
dung durch. Beachten wir, dass eine ausbreitungsfiahige Welle stets nykg < 8, < nikg erfiillen
muss, konnen wir die Differenzialgleichungen fiir die Funktion R(p) ermitteln:

Kern p < a:
19 ( 0E.\ 19°E.  9E. ,,,
E%(” ap)+? o2 * oz Ttk =0
. . 10 OR(p) m?
sin(me +) exp(~j f:2) (/—@(p o )—FR(p)—ﬁER(p)M%kSR(p))=0

% ( 812,(op)) +((#3k3 - B2) o = m2) R(p) = 0

0 9*R(p) ‘p IR (p)
0p? dp

+ (n%k% —ﬁg) p?>—m*|R(p)=0.
| —

u2

Diese Differenzialgleichung entspricht mit u? = n%k% - ,8% gerade der Besselschen Diffe-
renzialgleichung, was zu zeigen war.

Mantel p > a:
sintmg +0) exp(=18.) (1L (P8 ) i) g2 r(p) #0843 R0 ) =0
p% (paz;;p)) + ((niké - ﬁ?) p° - mz) R(p)=0

20%R(p) . OR(p)
+p —~
op? dp

(ﬁ? - n%k%) p>+m?|R(p) =0.
————

w2
Diese Differenzialgleichung entspricht mit w? = ,Bg - n%k(z) gerade der modifizierten
Besselschen Differenzialgleichung, was zu zeigen war.

f) Welche Funktionen stellen physikalisch sinnvolle Losungen der Differenzialgleichungen fiir die
Funktion R(p) im Kern bzw. im Mantel dar? Begriinden Sie IThre Wahl.

Ges: Physikalisch sinnvolle Losungen der Besselschen/modifizierten Besselschen DGL

Geg: -

Die Losungen im Faserkern bzw. im Mantel miissen fiir alle p < a bzw. p > a physikalisch
sinnvoll sein, d.h. sie miissen endliche Energie aufweisen. Folglich stellen im Kern nur die Bessel-
funktionen erster Gattung, d.h. J,,,(up), sinnvolle Losungen dar, da die Besselfunktionen zweiter
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g)

Gattung bei p = 0 eine Singularitdt haben. Im Mantel stellen hingegen nur die modifizierten
Besselfunktionen zweiter Gattung, d.h. K, (wp) sinnvolle Losungen dar, da die modifizierten
Besselfunktionen erster Gattung fiir grole p divergieren.

Abbildung 2 zeigt die Realteile von E, in der Stufenindexfaser fiir ausgewihlte LP-Moden.
Ordnen Sie den Darstellungen die entsprechenden Modenzahlen (m, n) zu und begriinden Sie
Ihre Zuordnung.

Ges: Modenzahlen zu den LP-Moden
Geg: Abbildung 2

a) Die abgebildete Mode weist eine Periode entlang der azimuthalen Achse auf und besitzt
zwei Extrema in radialer Richtung (m, n) = (1, 2). Die Besselfunktion J ist fiir Argumente
kleiner als ihre erste Nullstelle gro3er null positiv. In ¢ = 0 besitzt E, also ein Maximum in
azimuthaler Richtung, weshalb ¢ = 7 gilt.

b) Die abgebildete Mode weist eine Periode entlang der azimuthalen Achse auf und besitzt ein
Extremum in radialer Richtung (m, n) = (1, 1). Die Besselfunktion J ist fiir Argumente
kleiner als die erste Nullstelle positiv. Fiir ¢ = 0 weist £, ein Minimum auf, es gilt also

v=-%
c) Die abgebildete Mode ist konstant entlang der azimuthalen Achse und besitzt lediglich ein
Extremum auf der Faserachse (m,n) = (0, 1).

d) Die abgebildete Mode ist rotationssymmetrisch und besitzt zwei Extrema in radialer
Richtung (m,n) = (0, 2).

Der Radius des Faserkerns betrage nun a = 4.5 pm. Die Brechzahlen im Kern und Mantel seien
n; = 1.45und ny, = 1.447.

h)

Wie viele Moden konnen sich in der Stufenindexfaser bei einer Wellenldnge von 41 = 1550 nm
ausbreiten? Wie viele Moden sind es bei 4, = 850 nm? Das BV-Diagramm der linear polarisierten
Moden in der Stufenindexfaser finden Sie in Abbildung 1b.

Hinweis: Die normierte Frequenz V in der Stufenindexfaser ist definiert als V = ak, /n% - n%
Ges: Ausbreitungsfihige Moden bei 4; und A,
Geg: Abbildung 1b

Im Fall von A; = 1550 nm bzw. A, = 850 nm erhalten wir V =~ 1.701 bzw. V ~ 3.101. Bei 1 = 1,
ist also ausschlieBlich die LPy;-Mode, d.h. nur eine einzige Mode, ausbreitungsfihig. Bei 4 = A,
hingegen sind zudem die zwei LP{;-Moden, d.h. drei Moden, ausbreitungsfihig.

Welche Aussagen konnen Sie mithilfe von Abbildung 1b iiber die Phasen- und Gruppengeschwin-
digkeit der Moden bei 4] und A, treffen?

BZ=k3

Hinweis: Die normierte Ausbreitungskonstante B ist definiert als B = R
1 2

Ges: Aussagen iiber Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
Geg: V-Parameter aus h), Abbildung 1b

Aus der Definition von B erhalten wir mit w o V, dass

Bo(w) = \B(w) (K] k) + 3.
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Abbildung 2: Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer. Die
gestrichelten Linien zeigen die Kern-Mantel-Grenzfldche.

J)

Vernachldssigen wir die Frequenzabhéngigkeit der Medien in Kern und Mantel (vgl. Vorlesung
4), erhalten wir mit den Definitionen der Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

w

w
Ple) [B(w) (k2 - ) + K

-+ 2\/B(a)) (k2 - k2) + K2
w/zw) (B -)B ()

Vph (w) =

dg:(w’)

dw’

Vgr(w) = (

Wir erkennen also, dass insbesondere die Gruppengeschwindigkeit auch von der Steigung im
BV-Diagramm abhéngt. Bei A = A; breitet sich eine Mode aus, deren Phasen- und Gruppenge-
schwindigkeit wir prinzipiell mithilfe des Diagramms abschitzen konnten. Bei 4 = A; hingegen
breiten sich drei Moden aus, fiir die sich bei gegebenem V nicht nur der Wert von B, sondern
auch die Steigung o« B’ unterscheiden. Wir kdnnen also schlussfolgern, dass die Phasen- und
Gruppengeschwindigkeiten der einzelnen (nicht-degenerierten) Fasermoden verschieden sind.

Koppeln wir Licht in eine Stufenindexfaser ein, werden im Allgemeinen alle ausbreitungsfihigen
Moden angeregt. Dementsprechend teilt sich dann auch bei der Dateniibertragung die Leistung
des Informationssignals auf mehrere Moden auf. Welche Konsequenzen hat das Ergebnis aus 1)
fiir die Dateniibertragung tliber die Stufenindexfaser bei A; und 1,7?
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Ges: Einfluss mehrerer Moden auf Dateniibertragung

Geg: Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten verschiedener Moden aus 1)

In Aufgabenteil 1) haben wir festgestellt, dass die Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten der
Fasermoden nicht identisch sind. Fiir die Geschwindigkeit, mit der ein Informationssignal die
Faser durchquert, ist letztendlich nur die Gruppengeschwindigkeit relevant. Wihrend bei A = A
nur eine Mode ausbreitungsfihig ist und damit das Informationssignal nur eine Trigermode mit
gegebener Gruppengeschwindigkeit besitzt, sind fiir 4 = A, drei Moden ausbreitungsfihig, von
denen sich zwei in ihrer Gruppengeschwindigkeit unterscheiden. Infolgedessen wird der Teil des
Signals, der von der LPy;-Mode gefiihrt wird, eine andere Laufzeit zwischen Faseranfang und
-ende aufweisen, als der Teil, der von den LP;;-Moden gefiihrt wird. Ist diese Laufzeitdifferenz
nicht gerade viel kiirzer als die Dauer eines Datensymbols, beobachten wir am Empfanger bei
A = A3 ein verzerrtes Signal.

Was Sie bei der Bearbeitung dieses Ubungsblatts gelernt haben sollten

» Auf welchen physikalischen Prinzipien die Wellenausbreitung in der Stufenindexfaser beruht.

* Was die schwache Fiihrung ist und welche Konsequenzen diese Eigenschaft eines dielektrischen
Wellenleiters hat.

* Welche Form die Losungen der Wellengleichung in der Stufenindexfaser im Kern und Mantel
haben.

* Wie die Moden in der Stufenindexfaser aussehen.

* Welche Parameter des Wellenleiters bzw. der Welle die Zahl der ausbreitungsfihigen Moden
bestimmen.

* Welche Rolle Phasen- und Gruppengeschwindigkeit bei der Dateniibertragung spielen und welche
Unterschiede dabei zwischen den Fasermoden bestehen.

Fragen und Anregungen:

Bitte nutzen Sie das ILIAS Forum, wann immer es moglich ist. Auf diese Weise konnen alle, die an der
Veranstaltung EMW teilnehmen, von den Antworten sowie der entstehenden Diskussion profitieren.
Unabhingig davon erreichen Sie uns bei Bedarf wie folgt

Prof. Dr.-Ing. Sebastian Randel: sebastian.randel @kit.edu
Patrick Matalla: patrick.matalla@Xkit.edu
Jonas Krimmer: jonas.krimmer @kit.edu

6/6 13. Februar 2023, 15:37:10


mailto:sebastian.randel@kit.edu
mailto:patrick.matalla@kit.edu
mailto:jonas.krimmer@kit.edu

