Aufgabe 1 - Grenzflicheniibergang
Eine homogene, harmonische, ebene Welle mit der magnetischen Feldstérke

j(wt—ker -
H, = H,e'l )ey7 r = ze, + ye, + ze,

breitet sich im Vakuum aus und trifft bei z = 0 unter dem Einfallswinkel «, auf eine Grenzfliche
(siche Abbildung 1). Das Material im Halbraum z > 0 sei zunéchst unbekannt.

X / Ve
€0 Ho €2, o, K3

Abbildung 1

a) Geben Sie zunichst fiir die einfallende Welle die Komponenten des Wellenvektors k. an. Be-
rechnen Sie zudem die elektrische Feldstiarke E, in Abhiingigkeit von H, unter Verwendung
der allgemein giiltigen Maxwellgleichungen.

b) Zeichnen Sie den elektrischen Feldstirkevektor E, der einfallenden Welle in die Abbildung 1
der Aufgabenstellung ein. Um welche Polarisation handelt es sich?

c) In Abbildung 2 (siche nichste Seite) ist der Reflexionsfaktor fiir parallele Polarisation 7, iiber
dem Einfallswinkel o, aufgetragen. Ergénzen Sie die Abbildung um eine qualitative Skizze des
Reflexionsfaktors fiir senkrechte Polarisation . Kennzeichnen Sie in der Abbildung zusitz-
lich den Brewster-Winkel. Worin besteht der Unterschied zwischen den beiden Polaristionen?
Erldutern Sie.

Hinweis: Der Reflexionsfaktor an der Grenzfliache sei fiir ko = 0 allgemein gegeben durch

VE2 cos(ae) — (/g1 cos(ay) Ve cos(ae) — \/Ea cos(ay)

P VB cos(ad) - yEcos(ar) 0 /e cos(ac) + y/E cos(ar)’

wobei oy der Transmissionswinkel hinter der Grenzfliche ist.

Das Material im Halbraum z > 0 sei im Folgenden ein idealer Leiter mit ko — oo.

d) Geben Sie die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes der reflektierten Welle in Abhéngig-
keit von H, an.
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Abbildung 2

e) Berechnen Sie im Halbraum z < 0 die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes der
resultierenden stehenden Welle, d.h. der Uberlagerung aus hinlaufender und reflektierter Welle.
Hinweis: Das Reflexionsgesetz o, = o, wird als bekannt vorausgesetzt.

f) An welchen Stellen auf der z-Achse konnten ideal leitende Platten (parallel zur zy-Ebene)
eingebracht werden, ohne die Gestalt der stehenden Welle zu veridndern?
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Losung 1 - Grenzflicheniibergang

a)

b)

Es lédsst sich mit Hilfe geometrischer Beziehungen (siehe Abbildung) leicht zeigen, dass der
Wellenzahlvektor der einfallenden Welle wie folgt definiert ist:

k. = ko sin () e, + ko cos (ae) e,, mit kg = wy/Eofto-
V’

At
“r

Einsetzen des Wellenvektors in die Gleichung fiir das magnetische Feld ergibt

Hc — Heej(wt—ker)ey

_ Heej (wt— (ko sin(ae)ex+ko cos(ae)ez)(:cez—i-yey-‘,-zez))ey

_ Heej (wt—ko sin(ae)x—ko cos(ae)z)ey'
Mit dem Durchflutungsgesetz fiir Vakuum finden wir aufgrund der unendlichen Ausdehnung
der Wellenfront der ebenen Welle in y-Richtung (a% = O> sowie der Schwingungsrichtung des
magnetischen Feldes (y-Richtung)

V x H, = jweE,
o aﬂe,z aﬂe,y aﬂe,:p aﬂe,z aﬂe,y aﬂe,x
"\ oy 0z )" * 0z or ) * ox dy ext

oH oOH
S— ge’y e, = jkocos (o) H, e, — jkosin (o) H.e..
x

0z
Vorsicht: es gilt weder % = 0, noch % = (0, da sich die ebene Welle nicht entlang einer
der Koordinatenachsen ausbreitet, sondern in einem Winkel o, zur z- bzw. z-Achse. Fiir das
elektrische Feld ergibt sich

B, = 20 cos (a) Hoew — 2 sin (o) Hoe.
We We
ko
—— o) €y — Si o€ H..
wg[cos(oc)e sin (a,) e,] H,

Die rot markierten Elemente miissen hinzugefiigt werden. Es handelt sich um eine parallel
polarisierte Welle (oder auch 7'M -Welle), da das elektrische Feld in der Einfallsebene liegt.

Der Brewster-Winkel ist der Winkel, bei dem der Reflexionsfaktor den Wert O annimmt. Er kann
nur fiir die parallele Polarisation erreicht werden, da fiir diese der Reflexionsfaktor positive und
negative Werte annehmen kann, wohingegen bei senkrechter Polarisation nur negative Werte
moglich sind.
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Nebenrechnung: Die Randstellen der Kurve konnen mit Hilfe des Hinweises und des Bre-

. . - . . (Ve .
chungsgesetzes sin(a.)/€1 = sin(a) /€2 < o = arcsin (sm (\/—%)) bestimmt werden.

. VE2 cos(ae) — /1 cos (arcsin (sin (%)))
V&2 cos(ae) + /21 cos (arcsin (sin (%)))
= Tp %OOZ%>O = Tp aezgoOZ—l
L VE1 cos(ae) — /€2 cos (arcsin (sin <\/‘/g>)>
VEL cos(ae) + /€2 cos (arcsin (sin <\/\/§:;>>>
= Ts|qemp0 = % = Tplgempe <0 = Tslag=0e = 1

d) Der harmonische Ansatz gilt auch fiir die reflektierte Welle mit E. = E, el@t=kw)  Die Tan-
gentialkomponente des elektrischen Feldes muss am Grenziibergang stetig sein. Andererseits
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verschwindet das elektrische Feld hinter der Grenzfliche aufgrund der unendlichen Leitfdhig-

keit (v — o00) des idealen Leiters. Somit folgt: £,y = Ei0 & Eopan + B = 0 &
L, tan = — L tan- Eine Tangentialkomponente ist lediglich die x-Komponente des elektrischen
Feldes.
kU j(wt—k,r)
= Er,tan = _Ee,tan = _Ee,x - _w_s COS (Oér) ﬂeej '

Fiir den Wellenvektor der reflektierten Welle gilt dabei

k, = kosin (a,) e, — ko cos (ay) e, mit kg = wy/Eoio-

e) Mit Z, = % und unter Ausnutzung des Reflexionsgesetzes folgt
Er,tan - Er,x - _Ze CoS (Oée) ﬂeej(Wt_krr)a

E E. . = Zcos (o) H el k),

e,tan = —e,
Fiir die Uberlagerung erhiilt man damit

Ee,x+ﬂr Z COS | g @l (’Jt krr) ej(wt k.r )]

[ej (wt—ko sin(ae)x—ko cos(ae)z) ej(wtfkg sin(ae)z+ko cos(ac)z)]
€

j(wt—ko sin(ae)x) [6

—jko cos(ae)z ejko cos(ae)z}

)
)
)
)

= ﬂeZ cos (o) e@tkosinlae)z) 93y sin (kg cos () 2) -

Dies entspricht einer stehenden Welle.

f) Ideal leitende Platten konnen an allen Stellen auf der z-Achse eingebracht werden, ohne die Ge-
stalt der stehenden Welle zu verindern, an denen sich ein Knoten (eine Nullstelle) der stehenden
Welle befindet.

E..+E., =0 < sin (ko cos () 2) =0
S kocos () z=nm, n€ZL & z= k()#:(oze)’
da H, > 0, Z, > 0, elWt—hkosin(ee)z) > _2j =£ () und cos () = 0 nur fiir den Fall, dass
ae = 90°, der hier nicht vorliegt.

Fiir die erlaubten Stellen auf der z-Achse gilt die Einschriankung, dass z < 0, da sich die
Grenzfliche bei z = 0 befindet. Mit &y > 0 und cos(a,) < 0 fiir a. € [0°,90°], muss somit
n € 7~ gelten.
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Aufgabe 2 - Parallelplattenleitung

Gegeben sei eine Parallelplattenleitung bestehend aus zwei idealleitenden Platten (x — 00), die in y-
und z-Richtung unendlich ausgedehnt sind (siehe Abbildung 3). Die Platten haben einen Abstand a
zueinander und sind von Vakuum umgeben.

x=0
Abbildung 3

Zwischen den Platten breitet sich eine £-Welle (bzw. T'M-Welle) in positive z-Richtung aus.

a) Geben Sie die relevanten Randbedingungen fiir das elektrische Feld an und begriinden Sie an-
schaulich, wie es zu diesen Randbedingungen kommt. Weisen Sie rechnerisch nach, welche der
beiden unten angegebenen Funktionen fiir £, (x,y, z,t) den Randbedingungen geniigt.

(1) B, = Asm(?’”> 2) E, = Acos(?’”>

a a

b) Geben Sie alle elektrischen und magnetischen Feldkomponenten der sich ausbreitenden Welle
vollstindig an.

Hinweis: Nutzen Sie die folgenden Beziehungen aus, die sich direkt aus den Maxwellgleichun-
gen ergeben.

1 OE, 0H
E — —Zz
— w2u6 (‘]k 3 dy )
0H,
£, = w2ue ( Oz )
ﬁ . OE,
H, = ik
w? ue — k2 ( Oz oy )
oH, . Ok,
ﬂy <Jk2’ 8:p )

¢) Um welche E-Mode (bzw. T'M-Mode) handelt es sich? Skizzieren Sie den Verlauf der Mo-

de iiber dem Querschnitt des Wellenleiters. Geben Sie zudem die allgemeine Definition der
Wellenzahl £, in z-Richtung an.

d) Berechnen Sie die Cut-off-Frequenz der vorliegenden £/-Mode (bzw. T'M-Mode) in Abhédngig-
keit des Plattenabstands a. Starten Sie dazu von der allgemeinen Wellengleichung aus.

Hinweis: Die Cut-off-Frequenz ist die Frequenz, ab der sich eine Mode im Wellenleiter aus-
breiten kann.
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e) Bestimmen Sie den Poynting-Vektor und die Richtung des Energieflusses im Wellenleiter. Ver-
einfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

f) In einer Parallelplattenleitung sind auch 7'F M -Wellen ausbreitungsfihig. Leiten Sie aus den
Maxwellgleichungen fiir harmonische Wellen rechnerisch die Cut-off-Frequenz der T'E'M -
Grundmode her. Wie viele 7'M -Moden existieren?
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Losung 2 - Parallelplattenleitung

a)

b)

d)

An den Grenzflaichen zwischen Vakuum und den Leiterplatten miissen die Tangentialkompo-
nenten des elektrischen Feldes (in diesem Fall also die z-Komponente, da £, = 0 aufgrund der
unendlichen Ausdehnung des Wellenleiters) stetig sein. Zugleich kann in den idealleitenden
Platten kein elektrisches Feld bestehen und das elektrische Feld muss an den Grenziibergéngen
den Wert O annehmen.

0

a—yzO

EZ(ZL‘ZO,y,Z):O Ez(x:CL?y?Z)

Diesen Randbedingungen geniigt lediglich Gleichung (1).

(1) E,(r=0,y,2)=Asin(0)=0 (2) E,(r=0,y,2) = Acos(0) #0 fir A#0
(1) E.(x=a,9,2) = Asin (ar) = 0,

wobei E, = E,¢l(@ik:2),
Die zugehorigen Amplituden der Feldkomponenten sind:

1 oF 0H jk. A 3rx\ 31 .
E — _ i, 0%z g TR ) o A OTL\ O §(wt—ks2)
= w?pe — k2 (J Ox Twp oy ) w?pe — k2 cos ( a ) a’

1 OE 0H
E = — kz —Z —= — 0
- w?pe — k2 (J oy L )
1 OH OE
H —— ik, 22 we?=2 ) = 0
= w?pe — k2 (J o ° Jy )
1 0H OF jweA 3rx\ 31
H —— kz 2=z . =z | — _ el J(wt—kzz)‘
- w?pe — k2 (‘] dy T we Oz ) wlue — k2 o8 ( a ) a®

Die Feldkomponenten ergeben sich durch Multiplikation der Amplituden mit dem Phasenterm
ej (wt—k-z) )

Die allgemeine Definition der Wellenzahl in z-Richtung lautet fiir die Parallelplattenleitung
k. = =%, mit m € N. Mit E, = Asin (k,) folgt somit m = 3. Daher handelt es sich um die
T Ms-Mode.

Wir starten von der allgemeinen Wellengleichung der z-Komponente aus und vereinfachen dann
durch Einsetzen des Losung.

aQEz aQEz 82E2 2 3 ? 2 2

. (371')2 \/ (?m)?
kl=wpe—|—| & k,=|w?ue—|—
a a

Die Cut-off-Frequenz ist die Frequenz, ab der sich eine Mode im Wellenleiter ausbreiten kann,
ab der also die Wellenzahl in Ausbreitungsrichtung reell wird. Sie ldsst sich somit durch Null-

. . 1
setzen der Ausbreitungskonstante bestimmen (k, = 0).

=y [w?ue — 312(:)w——1 3—7r<:>f——1 el
B cH a C JIE a T 2n/E a
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e) Bestimmung des komplexen Poynting-Vektors, da komplexe FeldgroBsen vorliegen.

s—lpxm=! [ Asin <37;T:1:> Gtk _ a(Jk—Ai’ﬂf) cos (i’ﬂf_ﬂr) ej(wt—mex] y

2= 2 wlpe — k2 a
jdmwe A cos 3rx itk
a(w?pe — k2) a
Mite, x e, = —e, und e, X e, = e, folgt
j weA? 1weA?%k,
S = _%wzm sin(k,x) cos(kyx)e, + 50}8]@% cos?(k,x)e..

Der zweite Term stellt die Wirkleistung dar, welche in Ausbreitungsrichtung transportiert wird,
wohingegen der erste Term Blindleistung reprisentiert, die zwiscehn den Leiterplatten “hin und
her schwappt*®.

f) Die relevanten Maxwellgleichunge fiir harmonische Wellen lauten:
V x H = jweE, VX E = —jwuH.

Mit Hilfe der Formelsammlung werden die Maxwellgleichungen komponentenweise in karte-
sischen Koordinaten ausgedriickt, wobei fiir eine "M -Welle £, = H, = 0 gilt.

(1) jk.H, = jweE, (4) jkE, = —jwpH,
(2) —jk.H, =jwek, (5) —jk:E, = —jwnH,
0H H 0OE E
3) —2= 04, 6) —¥ = %
Ox Ay Ox y

Auflosen von (2) und (4) nach E, ergibt zum Beispiel

k. Wit
A E,=——H,, B) E,=——H,.
(4) E,--= (B) B,=-7
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Daraus folgt unmittelbar:

k.

%:—©k§:w2u5:k2

k. we
Die Maxwellgleichungen sind somit erfiillt, sofern die transversalen Komponenten des Wel-
lenvektors verschwinden (k, = k, = 0). Ebenfalls ist die Wellengleichung erfiillt, denn mit
g = 0 folgt beispielhaft fiir das elektrische Feld in y-Richtung

Y
O’E 0’E
_ =y 2 2 _ Zy _
AE, =0« o2 + (k" —k)E,=0& 52 =0

Fiir diese Differentialgleichung existiert eine Losung, sodass eine solche Welle existiert.

Die Cut-off-Frequenz wird durch Nullsetzen der Ausbreitungskonstante k&, bestimmt. Wegen
k. = k ist dies gleichbedeutend zu w?yue = 0 < w, = 0 < f. = 0. Daher kann nur eine
einzige T'E'M-Mode existieren, die in jedem Fall ausbreitungsfihig ist.
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Aufgabe 3 - Hertzscher Dipol
Gegeben sei das magnetische Vektorpotential eines Hertzschen Dipols in Kugelkoordinaten. Die Pa-
rameter [ und / bezeichnen dabei die Linge des Dipols und die Stromstdrke. Vom Dipol aus breite
sich eine harmonische Welle aus.
7
A=l

4_6J'W(t_%) [cos(D)e, — sin()ey]
r

a) Berechnen Sie aus dem Vektorpotential A die magnetische Feldstirke H. Benennen Sie in Threr
Losung die Nahfeld- und Fernfeldanteile. In welchem Abstand » zum Dipol sind die Anteile
des Nah- und des Fernfeldes an der magnetischen Feldstédrke gleich grof3?

Hinweis: Es gilt V x A = uH.

b) Berechnen Sie aus dem magnetischen Feld H die elektrischen Feldkomponenten £, £y und
£, im Allgemeinen (d.h. nicht nur im Fernfeld). Es gelte < = 0.

Betrachtet werde nun nur noch das Fernfeld.

c) Bestimmen Sie die mittlere Leistungsdichte im Fernfeld.

d) Betrachtet werde nun die Abstrahlung der von einem Hertzschen Dipol in einem Raumwinkel
() abgestrahlten Leistung (sieche Abbildung 4). Zeigen Sie anhand der eingezeichneten Flichen
mit Flacheninhalt A; und A,, dass Energieerhaltung gilt und sich somit die abgestrahlte Energie
mit zunehmender Entfernung » vom Dipol auf eine immer grof3ere Flache verteilt.

Hinweis: Der Raumwinkel ist definiert als ) = r%.

Hertzscher
Dipol

Abbildung 4
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_ 13—
Losung 3 - Hertzscher Dipol

a) Aus A = £Lei(=7) [cos(¥)e, — sin(v)ey) wird schnell ersichtlich, dass 88—%; = %{f = 0. Mit
A, = 0 ergibt sich dann
V xA=uH
B 1 d(sin(V)A,) 04y o
~ \rsin(9) oV (o0 "
d(rA

-+ 1 1 aAT — (T_SO) €y

r | sin(d) dp or

1 [0(rd,) O0A,
“L(Fl o _819De“"
_(1]o(r4,) 04, .
S \r | or o ’
_ (1o pd je-oy| L0 [l j(w-2)
B (7“ or { = sin(d)e rov |4nr cos(¥)e G
_(_lpd WY iee-zy . L (w(t-1))
= ( oy @) ( . ) e iy sin(d)e e,

wll jw 1 w(i—=

. jw 1Y\ gt
H = —sin(¥) (— + —) dW=e,,

cr  r?

wobel der erste Term in der Klammer die Anteile des Fernfelds und der zweite Term in der
Klammer die Anteile des Nahfelds reprisentiert. Die Anteile von Nah- und Fernfeld sind iden-

tisch fiir
jw 1 c c
— === r=|—|l<r=—.
cr r? jw w

b) Die elektrische Feldstirke ergibt sich mit Hilfe des Induktionsgesetzes fiir harmonische Wellen
mit H, = Hy =0zu

V x H = jweE
B 1 8(Sin(0)ﬁw)e B la(rﬂ@)
~ rsin(d) ov "oor or

€y.
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Daraus folgt:

1 1 0
F =
= jwersin(d) 0V (

I,
 jwersin(v) 4

cr

I 1 j
27 \cer2 werd

=y —

jwe r or

118<U

A7y

I
47
jw

1

r2

in2 W 1Y G-
D=+ =) e :
sin* (%) (cr r2) ‘

) =2 gin (1) cos (V)

¢) Im Fernfeld vereinfachen sich die Komponenten zu

E, =0
7 jw
E, = —si —
= 4re Sm(ﬂ)c%’
i . jw
H, = g sin(@) e

Q=)

=)

Die mittlere Leistungsdichte entspricht dem Realteil des komplexen Poynting-Vektors. Da im
Fernfeld das elektrische Feld lediglich in ¥-Richtung schwingt und das magnetische Feld ledig-
lich in p-Richtung, breitet sich die Leistung vollstindig in radiale Richtung aus (ey X e, = e,).

1

* 1 *
§: _EXH = 52@&5067«

2

111 jw . ey U
- S iw(-%)
 247e sin(v) 027“6 47

LT, W
= 5T e S WS

2
_ ll ( wil ) sinQ(ﬁ)er

~ 2c¢e \drer

sin(v) (—‘E> e iWt=2e,

Das Ergebnis fiir die mittlere Leistungsdichte ist identisch, da der komplexe Poynting-Vektor

hier rein reell ist, R{S} = S.

d) Mit der Definition des Raumwinkels aus dem Hinweis folgt zunéchst % =
1

A A
r_§2<:>_2:

1

A2 & A, = n?A,. Energieerhaltung gilt gerade dann, wenn der mittlere Energiefluss durch

2,2
nery

die erste Fliche mit Flicheninhalt A; dem mittleren Energiefluss durch die zweite Fliche mit
Flacheninhalt A, entspricht. Der mittlere Energiefluss ergibt sich als Flachenintegral iiber die
mittlere Leistungsdichte. Da der Poynting-Vektor (in radiale Richtung zeigend) stets senkrecht
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auf den gekriimmten Kugelteilflichen steht, vereinfacht sich die Integration mit e,e, = 1 zu
einer Multiplikation. Mit dem Ergebnis aus c) folgt

J[RiseoyiE, = [[ Ris1ar: < 1sE)lA = 84  S(D)] = S|
P ( wil )2Sin2(19) _ 11 ( wil )QSmQ(ﬁ)”—Q.

2 ce \ 4mcR 2ce \ 4mcR n2

Diese Gleichung ist erfiillt.
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Aufgabe 4 - Dielektrischer Wellenleiter
Gegeben sei ein zylindrischer Wellenleiter, eine sogenannte Glasfaser, die aus zwei unterschiedlichen
dielektrischen Materialien besteht (sieche Abbildung 5). Der Faserkern weist die Materialeigenschaf-
ten €1 und p; = pp auf, wohingegen im Fasermantel €, und ps = g gilt, wobei €1 > es.

e, \  Fasermantel
o) QN

1 Faserkern

Abbildung 5

In der Glasfaser breitet sich eine elektromagnetische Welle in z-Richtung aus. Im Folgenden soll die
Gestalt der Longitudinalkomponente des elektrischen Feldes £, untersucht werden.

a) Geben Sie zunichst die Helmholtz-Gleichung fiir £, in Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2) an.

b) Nutzen Sie nun einen geeigneten Losungsansatz und iiberfiihren Sie die Helmholtzgleichung
in zwei gewoOhnliche Differentialgleichungen. Kommentieren Sie Ihr Vorgehen knapp in Stich-
punkten. Wie wird der verwendete Ansatz genannt?

c) Geben Sie einen geeigneten Losungsansatz fiir die in b) hergeleitete, winkelabhéngige Differen-
tialgleichung an. Weisen Sie rechnerisch nach, dass es sich tatsdchlich um eine giiltige Losung
handelt. Welche Werte kann die Modenzahl m der winkelabhidngigen Komponente annehmen?

d) Zeigen Sie durch Ausnutzung des Ergebnisses aus c), dass die Differentialgleichung geschrie-
ben werden kann als
E O R(p) paﬁ(p)
0p? dp

+ [(K* = k2) p> = m®] R(p) =0

e) Die radiale Komponente der Gesamtlosung R(p) kann in der gesamten Glasfaser mit Hilfe von
Bessel-Funktionen beschrieben werden. In Abbildung 6 auf der folgenden Seite sind vier ver-
schiedene Klassen von Besselfunktionen skizziert. Welche dieser Klassen kommen fiir R(p) in
Frage? Begriinden Sie Thre Antwort.

Hinweis: Fiir im Wellenleiter gefiihrte Moden gilt ky < k, < k.

f) Welcher physikalische Effekt muss an der Grenzfliche zwischen Faserkern und Fasermantel
auftreten, damit sich die Glasfaser ungestort entlang der z-Achse ausbreiten kann? Welche Pa-
rameter bestimmen dabei, wie viele Moden ausbreitungsfihig sind?

Hinweis: Eine Antwort in Stichpunkten geniigt.
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— Iy I (p) v I5(p) —Y,(p) Y (p) o Y,(p)
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(a) Die Bessel-Funktionen erster Ordnung J, (p) (b) Die Bessel-Funktionen zweiter Ordnung
sind Losungen der Besselschen Differentialglei- Y. (p) sind ebenfalls Losungen der Besselschen
chung aus Aufgabenteil d). Es wird angenommen, Differentialgleichung aus Aufgabenteil d). Es
dass [(k? — k2)p? — m?] positiv ist. wird angenommen, dass [(k? — k2)p? — m?] posi-
tiv ist.
—1,(0) L(p) v L(p) —K, () K, (p) v K (p)

27 2
1.5 1.5

1 1
05t 05

0 ken D — ‘. | | | | . | | | ‘ ‘

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
P p
(c) Die modifizierten Bessel-Funktionen erster (d) Die modifizierten Bessel-Funktionen zweiter
Ordnung I, (p) sind ebenfalls Losungen der mo- Ordnung K, (p) sind ebenfalls Lésungen der mo-
difizierten Besselschen Differentialgleichung aus difizierten Besselschen Differentialgleichung aus
Aufgabenteil d). Dabei wird angenommen, dass Aufgabenteil d). Dabei wird angenommen, dass
[(k% — k2)p? — m?] negativ ist. [(k? — k2)p? — m?] negativ ist.
Abbildung 6
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Losung 4 - Dielektrischer Wellenleiter

a) Um die Helmholtzgleichung AE, +k*E, = 0 fiir die Longitudinalkomponente E_(p, ) in Zy-
linderkoordinaten zu iiberfiihren, muss lediglich der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten
geschrieben werden.

18(8E) 1 0°E, O°E

+

= KE, =
pOp ap p? 0p? T2 072 s =0

b) Mit dem Separationsansatz von Bernoulli kann diese partielle Differentialgleichung in zwei
gewohnliche Differentialgleichungen iiberfiihrt werden. Der Ansatz zerlegt die Losung in un-
abhingige Faktoren, die jeweils nur von einer einzigen Variable abhidngen. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wird die zeitliche Abhingigkeit der GroBsen im folgenden vernachlissigt.

E.(p,¢) = R(p)¥(p)e ik

Einsetzen des Ansatzes in die Helmholtzgleichung, Ausklammern, Ableiten nach z und Kiirzen
des Exponentialterms fiihrt auf

10 ( 9R(p)¥(p)e " s a?E(p)g(@e—szz B2 R(p)¥(p)e k=
g dp p? Dp? 0722
+k*R(p)¥(p)e " = 0,

Luier o (1250 1 ()T KR + R R .

p pz_(p) 00

0
Teilen durch R(p)¥ () und anschlieBsendes Erweitern mit p? ergibt

19 (paﬂ(p)) +%L32E(<ﬂ)+<k k) =
(k*

dp 2W(p) Op?
1 P¥(p)

Lﬁ OR(p) 2, + U= _
R(p) 9p (p dp ) K)o +§(s@) dp? 0

Da die rechte Seite der Gleichung komplett unabhéngig von p und ¢ ist, muss dies auch fiir die

linke Seite der Gleichung gelten. Die beiden leferentlalglelchungen (Terme), — Q (p 6%2” ) ) +
k% — k2) p? fiir die Radiusabhiingigkeit und & L) fiir die kaelabhan igkeit, miissen
g1 w5 oe g8

daher konstante, von p bzw. ¢ unabhéngige Losungen besitzen.

¢) Gesucht ist eine Funktion, deren zweite Ableitung ein Vielfaches der Funktion selbst ist. Damit
stellt U () = cos(mep) mit m € Ny (Periodizitit von 27) eine mogliche Losung dar. Der Fall
m = 0 ist dabei der triviale Fall, bei dem die sich in der Glasfaser ausbreitende Mode keinerlei
Winkelabhiéngigkeit besitzt.
Priifen der Giiltigkeit des Ansatzes:

1 0%%(p) 1 92 cos(myp)

— =(C= t. < =C<&
WU(p) Op? cons cos(mp)  Og?
Osi 2
B sin(me) _ C o — 2 _cos(mp)=C & —m?=C
cos(mp)  Op cos(mep)
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d) Durch Einsetzen der Kosinus-Losung aus c) erhalten wir

9 9 2 2 2 2
Ry (P ap )+ (- =0
pgp( Oh(p ) (K = k2) p* = m?| R(p) =0 &
WP +pa§; D) (82~ £2) 2 — ] B(p) = 0.

wobei sich die letzte Umformung mit der Produktregel ergibt.

e) o Im Glasfaserkern kommt nur eine Besselfunktion erster Art in Frage, da die Losung einen
oszillierenden Charakter haben muss (stehende Welle zwischen den Grenzflichen), aber
fiir p — 0 nicht divergieren darf. Schlieflich wiirde ein solches Divergieren bedeuten,
dass genau in der Mitte des Faserkerns die Feldstirke vom Betrag her unendlich grof3
wird. Dort befindet sich je nach Mode aber eine Nullstelle oder eine Extremstelle mit
endlichem Wert.

e Im Mantel darf keine gefiihrte Mode vorliegen, d.h. die transversale Wellenzahl senk-
recht zur Grenzfliche muss rein imaginér sein. Mit ks < k, < k; ist das der Fall, wenn
[(k* — k%)p? — m?] negativ wird, weshalb nur modifizierte Besselfunktionen als Losung
in Frage kommen. Da evaneszente Wellen mit zunehmendem Abstand p vom Faserkern
exponentiell abklingen, ist eine modifizierte Besselfunktion zweiter Ordnung der einzige
sinnvolle Losungsansatz.

f) An der Grenzflache muss es zu Totalreflexion kommen, damit die Welle vollstindig im Wellen-
leiter verbleibt und sich ungestort in z-Richtung ausbreitet. Die Anzahl der ausbreitungsfihigen
Moden ist dabei u.a. abhiingig vom Einkopplungswinkel in die Glasfaser, von der Frequenz der
eingekoppelten Welle, von der Geometrie der Faser (Radius) sowie vom Brechzahlkontrast bzw.
dem Verhiltnis der Permittvititen ; und &s.
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