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Aufgabe 1: Grenzflachen

Eine homogene, harmonische, ebene Welle mit der Kreisfrequenz w und dem elektrischen Feld E,
propagiert im Vakuum (g1 = g¢) und fillt bei z = 0 unter einem Winkel @ auf eine Grenzfliche zu
einem dielektrischen Medium mit &3 ein. Die reflektierte Welle sei E, und die transmittierte Welle sei
E,. Im gesamten Raum gilt fiir die magnetische Permeabilitét p1 > = po und fiir die Raumladungsdichte
p = 0. Beachten Sie: Fiir den Brechungsindex gilt n1 > = /g1 2 //Eotto-

ke Vakuum 2 Dielektrikum
p1, €1 S me
. |\ ol

Abbildung 1: Ubersicht der Wellenvektoren an der Grenzschicht.

Die Amplitude des elektrischen Felds E. ist gegeben durch

E .
E.(r,1) = — [ex + (er, x e,)] @ 7ken)

V2

a) Welche Koordinaten spannen die Einfallsebene auf? Handelt es sich bei der einfallenden Welle
um eine senkrecht oder parallel polarisierte Welle? Begriinden Sie ihre Aussagen kurz.

b) Handelt es sich bei der einfallenden Welle um eine linear, zirkulir oder elliptisch polarisierte
Welle? Begriinden Sie ihre Aussage kurz.

Die Reflexions- und Transmissionsfaktoren an der Grenzfliche z = O lauten fiir senkrechte bzw.
parallele Polarisation

Z> cos(ay) — Zj cos(az)

= te = 1 +
ks Z> cos(ay) + Z; cos(az) = ks
Y4 -7 V4
r, =2 1 cos(ay) — Zs cos(ay) f= __2(1 iry).
Zj cos(ay) + Zp cos(az) Zy

¢) Berechnen Sie mit Hilfe der Reflexions- und Transmissionsfaktoren die reflektierten und transmit-
tierten elektrischen Feldvektoren. Machen Sie hierfiir Gebrauch von den Materialeigenschaften,
um so weit wie moglich zu vereinfachen.

Hinweis: Sie sollten fiir die Reflexions- und Transmissionsfaktoren Ausdriicke erhalten, die
lediglich von den Winkeln a, a; und dem Brechungsindex n, abhédngen.

d) Die Welle treffe nun unter dem Brewster-Winkel auf die Grenzflache. Was folgt daraus fiir den
Reflexionsfaktor r,? Beschreiben Sie in Stichworten, welche Auswirkung dieser Einfallswinkel
auf die reflektierte Welle hat.
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e) Leiten Sie ausgehend vom Reflexionsfaktor r, mit Hilfe des Snelliusschen Brechungsgesetzes
ki sin(ap) = k; sin(a,) den Brewsterschen Polarisationswinkel | in Abhingigkeit der Brechzahl
ny her. Gesucht ist die nicht-triviale Losung, d.h. mit a1 # ;.

Hinweis: Beachten Sie die Periodizitit der trigonometrischen Funktionen, d.h. es gilt cos(x) =
sin(5 — x).

f) Geben Sie das reflektierte und transmittierte elektrische Feld fiir r, = 0 an.
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Aufgabe 2: Hertzscher Dipol

Gegeben sei das magnetische Vektorpotential eines Hertzschen Dipols in kartesischen Koordinaten.

A=A e
_ HAsIok 1 tr—ir)
=e A kr

a) Berechnen sie das magnetische Vektorpotential A des Hertzschen Dipols in Kugelkoordinaten.

Hinweis: In Abbildung 2 wird ersichtlich, wie die Kugelkoordinaten aus den kartesischen
Koordinaten hervorgehen.

b) Berechnen Sie aus dem Vektorpotential A in Kugelkoordinaten nun die magnetische und
elektrische Feldstiarke H und E im gesamten Raum.

Hinweis: Es gilt V x A = uH.

c) Welche Naherung gilt im Fernfeld? Bestimmen Sie die magnetischen und elektrischen Feldkom-
ponenten im Fernfeld.

d) Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor, d.h. die Energieflussdichte, S im Fernfeld. Die
durchschnittlich abgestrahlte Leistung berechnet sich zu Pg = fo S - dF mit der Kugeloberflidche
dF = r?sin(9) d9 d¢ e,. Wie lautet die gesamte im zeitlichen Mittel abgestrahlte Leistung Ps?

Hinweis: Es gilt / sin’ (x)dx = 21; (—3 cos(x) + %cos(3x)).

Zur grafischen Darstellung der im Fernfeld abgestrahlten Energieflussdichte verwendet man das
Richtdiagramm. Dieses bezieht die Energieflussdichte S = Se, auf die Energieflussdichte eines
Strahlers, der die Leistung isotrop abstrahlt

S
Ps -
4772

D =

e) Berechnen Sie D und skizzieren Sie qualitativ das Richtdiagramm in der Ebene ¢ = const.
(Vertikaldiagramm) und das Richtdiagramm in der Ebene ¢ = /2 (Horizontaldiagramm) in
Abbildung 3.

r - Radius
ri. ) - Polarwinkel
) S ¢ - Azimutwinkel

Abbildung 2: Visualisierung der Kugelkoordinaten. Es gilt 0 < ¢ < 7 und 0 < ¢ < 27.
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270

180 180

Ebene ¢ = const. Ebene & = 3

Abbildung 3: Vertikaldiagramm (links) und Horizontaldiagramm (rechts) des Hertzschen Dipols.
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Aufgabe 3: Rundhohlleiter

Gegeben sei ein Rundhohlleiter mit dem Radius a, wie in Abbildung 4 dargestellt. Das Innere des
Wellenleiters sei vakuumiert und die Wand ideal leitend, d.h. es gelte im Inneren € = gg und u = ug
bzw. auf der Wand k — oo. In diesem Hohlleiter breiten sich nun unabhéngig voneinander zwei

X y

Abbildung 4: Links: Liangsschnitt. Rechts: Querschnitt.

elektromagnetische Wellen aus mit (m € Ny, n € N)

E(p,p,z;t) = Z E7(p, ¢, 251)

m,n

H.(p, ¢, 2t) = Z H"" (p, ¢, 2:1),

m,n

wobei fiir die Summanden mit ¢, y» € [0, ) gilt, dass

Welle (1):

E(p, @, 250) =

HI (p. . 2:0) = ™ cos(me + ) Ju (k") exp (j(wr = K7'2))
Welle (2):

E(pog.zit) = E) cos(me +12) Jn(K[5'p) exp (j(wr = K75'2))

H" (p, @, 2;1) =

Die Funktion J,, bezeichnet hierbei die Besselfunktion erster Gattung und m-ter Ordnung.

a) Handelt es sich bei Welle (1) um eine TE- oder TM-Welle? Begriinden Sie.

b) Ermitteln Sie die transversalen elektrischen Feldkomponenten der Moden der Wellen (1) und (2)

gemil
ma k" 6Em” wu 1 oH"
Ep =~ kmn2 +km,n_ P
(k) P Op
Ema _ k" 1515'"” wu OH""
se T \pTae T KT ap
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¢) Geben Sie die nicht-verschwindenden - relativ zur Wand - rangentialen elektrischen Feld-
komponenten im Rundhohlleiter an. Welche Randbedingungen miissen diese Komponenten
erfiillen?

d) Ermitteln Sie die transversalen Ausbreitungskonstanten k;";" bzw. k";" der Mode (m,n) der
Wellen (1) bzw. (2) mithilfe der Randbedingungen aus Aufgabenteil c).

Hinweis: Wir bezeichnen die n-te Nullstelle (n € N) der Besselfunktion erster Gattung und m-ter
Ordnung als j,, , bzw. die n-te Nullstelle der ersten Ableitung der Besselfunktion erster Gattung
und m-ter Ordnung als j,, .

e) Bestimmen Sie die mithilfe der Tabellen 1 und 2 die jeweils erste Mode (m, n) der Wellen (1)
bzw. (2). Welche Mode welcher Welle ist die Grundmode des Rundhohlleiters? Fiir welche
Frequenzen f = 5> kann sich bei konstantem Hohlleiterradius a ausschlieflich diese Grundmode
ausbreiten? Vereinfachen Sie soweit moglich.

In der Ebene z = 0 werde nun eine ideal leitende Kreisscheibe infinitesimaler Dicke mit dem Radius
b < a eingebracht, wie in Abbildung 5 dargestellt. Zwischen dieser Kreisscheibe und der Hohlleiterwand

X y

Abbildung 5: Links: Liangsschnitt. Rechts: Querschnitt.
liege eine Wechselspannung an, wodurch in z = 0 ein elektrisches Feld mit der komplexen Amplitude

E()2 b<p<a
E(p,ﬁp,Z:O)ZEp(paZ:O)ep:ep{ P
0 sonst

anliege. Dieses elektrische Feld rege elektromagnetische Wellen im Rundhohlleiter an, die sich in
positive z-Richtung ausbreiten. Analog zu der Anregung werden auch die ausbreitungsfihigen Wellen
im Hohlleiter eine im Allgemeinen von null verschiedene E,-Komponente aufweisen. Wir nehmen
an, dass aufgrund der zylindersymmetrischen Anregung alle Komponenten des elektrischen und
magnetischen Felds unabhingig von ¢ sind. Daher gelte stets % =0.

f) Welche der Wellen (1) bzw. (2) kann durch das Feld zwischen Kreisscheibe und Leiterwand
angeregt werden? Begriinden Sie.
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Tabelle 1: n-te Nullstelle der Besselfunktion erster Gattung und m-ter Ordnung jy, .

Jmn \JN

0 1 2 3 4 5

n

2,4048  3,8317 5,1356  6,3802  7,5883  8,7715
5,5201  7,0156  8,4172  9,7610 11,0647 12,3386
8,6537 10,1735 11,6198 13,0152 14,3725 15,7002
11,7915 13,3237 14,7960 16,2235 17,6160 18,9801
14,9309 16,4706 17,9598 19,4094 20,8269 22,2178

N A W N =

Tabelle 2: n-te Nullstelle der ersten Ableitung der Besselfunktion erster Gattung und
m-ter Ordnung j;, ..

T N
’ 0 1 2 3 4 5

n
1 3,8317 1,8412  3,0542 4,2012 5,3175 6,4156
2 7,0156  5,3314 6,7061 88,0152  9,2824 10,5199
3 10,1735  8,5363  9,9695 11,3459 12,6819 13,9872
4 13,3237 11,7060 13,1704 14,5858 15,9641 17,3128
5 16,4706 14,8636 16,3475 17,7887 19,1960 20,5755
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Aufgabe 4: Stufenindexfaser

Nun betrachten wir eine Glasfaser mit Stufenindexprofil und Kernradius a, in der sich eine elektro-
magnetische Welle in z-Richtung ausbreite. Der Faserquerschnitt ist in Abbildung 6 dargestellt. Die
Medien seien nichtleitend, raumladungsfrei und nichtmagnetisch mit u = po. Die Brechzahl im Kern
bzw. im Mantel sei n; bzw. n,, wobei fiir die normierte Brechzahldifferenz gelte, dass

ni —n
A= 3 < 1.
2n1
y
ny

Abbildung 6

a) Benennen und beschreiben Sie das Phinomen, welches die Wellenfiihrung in einem dielektrischen
Wellenleiter wie der Glasfaser ermoglicht.

b) Weisen Sie nach, dass die tangentialen und normalen Komponenten des E- und H-Felds an der
Kern-Mantel-Grenze der betrachteten Stufenindexfaser mit A < 1 ndherungsweise stetig sind.

¢) Wie werden der Fall A < 1 und die Naherungslosungen der Wellengleichung genannt, die unter
dieser Bedingung erhalten werden?

Wir nehmen im Folgenden an, dass sich in der Faser eine Welle mit E, # O und E, = 0 ausbreitet. Als
Losungsansatz fiir £, wihlen wir mit 0 < ¢ <7

E(p,¢,2) = Exo R(p) cos(fp + ) exp (—jk;z) .

d) Setzen Sie den Ansatz fiir E, in die skalare Helmholtzgleichung ein. Fiihren Sie eine Fallun-
terscheidung fiir die Félle p < a und p > a durch und weisen Sie nach, dass R(p) jeweils die
Besselsche bzw. die modifizierte Besselsche Differentialgleichung erfiillen muss. Beachten Sie
dabei, dass E in Zylinderkoordinaten gegeben ist.

Hinweis: Die Besselsche und modifizerte Besselsche Differentialgleichung lauten

d’R OR d°R OR
2 2.2 2 2 2.2, 42

+ + {©)R=0 bzw. + 3 +{)R=0.
P +p (u“p ) ZW. 52 ol (wop )
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e) Welche der in Tabelle 3 dargestellten Funktionen stellen physikalisch sinnvolle Losungen der
Differenzialgleichungen fiir die Funktion R(p) im Kern bzw. im Mantel dar? Begriinden Sie
Thre Wahl.

f) Die Abbildung 7 zeigt Konturplots der Betrige der x-Komponente des elektrischen Felds in der
Faser fiir verschiedene Moden. Ordnen Sie den Darstellungen die entsprechenden Modenzahlen
(¢,n) zu.

Hinweis: Beachten Sie, dass ¢ die azimuthale und » die radiale Modenzahl darstellt.

~
<

a) b)

<
<

c) d)

~

/N
i

~
A
AN
\
’
’
’
’

—o—— —®

\ B
\ /I \
\\ / \\
e
~ , \\
\

_
-
e

Abbildung 7: Die Konturlinien stellen den Betrag der Feldkomponente dar. Je dunkler die Linie, desto groB3er
der Betrag und umgekehrt. Die gestrichelte Linie zeigt die Kern-Mantel-Grenzflache.

Der Radius des Faserkerns betrage nun a = 4,5 pm. Die Brechzahlen im Kern und Mantel seien
ny = 1,45und np, = 1,447.

g) Wie viele Moden konnen sich in der Stufenindexfaser bei einer Wellenldnge von 41 = 1550 nm aus-
breiten? Wie viele Moden sind es bei A, = 1300 nm? Das BV-Diagramm der linear polarisierten
Moden in der Stufenindexfaser finden Sie in Abbildung 8.

Hinweis: In der Stufenindexfaser berechnet sich die normierte Frequenz V gemaB V = akg /n% - n%
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Funktionenklasse Graphische Darstellung

Losungen der Besselschen Differenzialgleichung: Besselfunktionen

1. Gattung J;(up)

up

2. Gattung N¢(up) —Np === Nj o N>

Sl - u
TSI U T

Losungen der modifizierten Besselschen Differenzialgleichung: Modifizierte Besselfunktionen

1. Gattung I;(up) Y A A L

up
3 4
2. Gattung K¢(up) — Ky ---K; e K>
1,5 |
l 1
0,5 |
up
1 2 3 4
Tabelle 3
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Abbildung 8: Normierte Ausbreitungskonstante B aufgetragen iiber der normierten Frequenz V fiir die linear
polarisierten Moden in der Stufenindexfaser.
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Losung zu Aufgabe 1: Grenzflachen (21 Punkte)

a)

b)

c)

Die einfallende Welle hat sowohl senkrechte, als auch parallel polarisierte elektrische Feldanteile.
Dies wird anhand der Orientierung der Einheitsvektoren im Bezug zu der Einfallsebene ersichtlich.
Die Einfallsebene wird durch die Wellenvektoren aufgespannt (0.5) und liegt in der y — z-Ebene
(0.5). Der Wellenanteil in ex-Richtung steht orthogonal auf der Einfallsebene (0.5) und bezeichnet
damit den senkrechten Wellenanteil (0.5). Das Kreuzprodukt (e; X e,) ist orthogonal zum
Wellenvektor und liegt in der Einfallsebene (0.5). Dieser Wellenanteil bezeichnet demnach eine
parallele Polarisation (0.5).

Merke: Ebene Wellen miissen nicht ausschlieBlich senkrecht oder parallel polarisiert sein.
Auch Superpositionen beider Ausrichtungen, also geneigte Ausrichtungen der elektrischen
Feldkomponenten, sind moglich (das Konstellationsdiagramm ist nur ein mathematisches
Konstrukt). Fiir solche Wellen, miissen immer beide Feldausrichtungen seperat beriicksichtigt
werden.

Gesamt: 3 Punkte

Da die beiden orthogonalen elektrischen Feldkomponenten durch den selben Phasenterm el (< ~%.r)
beschrieben werden, haben sie eine Phasendifferenz von Ag = 0 (1). Dies resultiert in einer
linearen Polarisation. (1)

Gesamt: 2 Punkt

Beide Regionen sind nichtleitend (k = 0). Das Dielektrikum kann durch die Brechungsindizes
n1 = +/e; = 1 sowie ny = 4/, beschrieben werden:

2= [Fi_ [Fo _,
1 E0€1
2 0 1
N L 0
2 E0E2 ny

Die Koeffizienten vereinfachen sich somit zu

=

)

=

)

_ cos(ay) — na cos(an)

rg = ts=1+rs
- cos(ay) + np cos(ay) = -

_ nacos(ay) —cos(az)
I'n =

1
t,=—(1+ (1
ny cos(ay) + cos(ay) =P n2( ) (1)
Da die Welle sowohl senkrechte, als auch parallele Feldanteile besitzt, muss die Reflexion/Trans-
mission ebenso fiir beide Fille betrachtet werden. Der reflektierte, senkrechte bzw. parallele
Anteil ergibt sich zu

_ cos(ay) —nycos(an) Eo

=% cos(ar) +na cos(az) 2
ny cos(ay) — cos(az) Ey i(wi—k r)
- = X e;) e\ W5 1
=P nycos(ay) + cos(ar) \/i(ekr &) )

e, ej(wt—l_(rr) (1)

Die gesamte reflektierte Welle resultiert somit zu

_ Ep [cos(ay) —nacos(ar) ny cos(ay) — cos(ay)
B V2 [ cos(ay) + ny cos(ay) Y nocos(ay) + cos(az)

=T

(e, X €,)| el &0
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Analog das Vorgehen fiir die transmittierte Welle:

_ 2 cos(al) @ex ej(wt—l_([r) (1)
cos(a) +nycos(az) 2

_ 2cos(ay) E
“UP Ty cos(ay) + cos(az) 2

L s

(e, x e,) el k) (1)

E 2 2 ~
L cos(a) et cos(a1) (e, X &) | @)
\2 | cos(ai) + na cos(az) ny cos(ay) + cos(ay)

Gesamt: 6 Punkte

d) Fiir den Brewsterschen Polarisationwinkel gilt r, = 0 (1). Von einer beliebig polarisierten Welle,
welche unter dem Winkel « auf die Grenzfliche einfillt, wird lediglich der senkrecht polarisierte
Anteil reflektiert. Die reflektierte Welle ist folglich senkrecht polarisiert (1).

Gesamt: 2 Punkte
e) Es gilt

ny cos(ay) —cos(ay) 1
'p = =

ny cos(ay) + cos(ay) B
Daraus folgt, dass der Zihler gleich Null sein muss.
cos(az)
npy =
cos(ayp)

(1)

Mit Hilfe des Snelliuschen Brechungsgesetzes sin(a;) = ny sin(az) (1) und k12 = kon; 2, lasst
sich dieser zu
_cos(ap) _ sin(ay)
2T cos(a;)  sin(az)

erweitern. Die Gleichung
sin(az) cos(az)
sin(a;) cos(a)

(1)

hat die triviale Losung a> = @ und die nicht-triviale Losung a; = 5 — @ (1). Damit ergibt sich

sin(ay) _ sin(ay)

ny = =tan(a;) (1)

~ sin (5 —a1) ~ cos(a)
SchlieBlich resultiert der Brewster-Winkel zu

a) =arctan (np) . (1)

Gesamt: 6 Punkte

f) Fiir den Brewster-Winkel wird der parallel polarisierte Teil der Welle gar nicht reflektiert sondern
vollstdandig transmittiert. Die reflektierte Welle ergibt sich somit zu

E - .
E - Eo cos(ai) —np cos(az) e ek (1)
12 cos(ay) + na cos(az)

und die transmittierte Welle resultiert zu
_Ep 2cos(ay)

=t —

1 .
L+ — (e, xey) | @R (]
V2 |cos(ay) +no cos(a/z)e ny (€r, x &) (D

Gesamt: 2 Punkte
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Losung zu Aufgabe 2: Hertzscher Dipol (20 Punkte)

a) Mit Ay = Ay = 0 vereinfacht sich die Darstellung des Vektorpotentials in Kugelkoordinaten zu

Aslok 1 :
A = A, cos(9) =E : 0F ~ cos(®) @ (1)
T
Aslok 1
A = =A;sin(9) = -ES2E sin() SO0 (1)

Ap=0. (1)
Das gesamte Feld resultiert somit zu
A=Are +Agey.
Gesamt: 3 Punkt
b) Mit dem Hinweis folgt

1
H=—-(VxA)
u
11 [(0rAy O0A,
= —— — - — 1
ur ( or 09 )% 1
AS—IOk3 J 1 (wt— kr)
=~ (kT+k3 2)sm(ﬂ)eJ (1)
und fiir das elektrische Feld mit E = (V x H) (1)

1 1 6(s1n(z9)[_—1¢)

E, =
=" jwersin(9) 09
Aslpk® 1 j -
— = 2 _ 9 eJ(a)l‘ kr) 1
drwe (kzr2 k3r3)cos( ) )

=7 jwer Or

1 Aslok® 1 j .
=-—— (ﬁ)—[(— R )ej(t )

jwe 4n . k?
1 Aslpk31 . 1 1
- Nl= - — — e](a)l kr)
jwe 4n rsm( )(k k3r? kzr)
Aslok® . j 1 i\
== %) [ = + - = |k (g
drnwe sin( )(kr k2r? k33 M
Ey=0 (1)

Gesamt: 6 Punkte

¢) Weit weg vom Hertzschen Dipol, d.h. fiir > 27 /k = A (1) spielen in der Klammer jeweils nur
die Terme proportional 1/r eine Rolle und wir erhalten

Asly k
Hy~j ?—sm(ﬁ) ellw=kn) (1)

E ~0 (1)
Aslok3 1

Ep~j—2— —sin(®) @+ (1)
47Ta)8k

Gesamt: 4 Punkte
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d) Der komplexe Poynting-Vektor ergibt sich mit S = %(E x H*) zu

S = J(ExHY)

1 .
= EEﬂH €,

11 (Aslo) i3

2
= — 1
Qwe\ 4 | 12 sin“(d)e, . (1)

Der komplexe Poynting-Vektor beschreibt bereits den zeitlichen Mittelwert der Energieflussdichte.
Das bedeutet, man muss lediglich das Kugelintegral bilden, um die gesamte abgestrahlte Leistung
zu berechnen. Einsetzen des Poynting-Vektors in das Kugelintegral ergibt

2r 7

PS://Srzsin(z?)dﬁdgo

2r o«

11 (Asl
//——(ﬂ) k3 sin® (9) de dg
2w

T

11 (As]
:/1d¢—— 2500 k3/sin3(ﬁ)dﬁ (1)
2we \ 4x
0

0
2 Ve
11 (As]
zznig(%) k3/sin3(ﬁ)dﬁ (1)
0
- L(A Ip)? k3 —300s(ﬂ)+lcos(30) ' (1)
T4 l6rwe 3 .
11 ol 1 1
- — (As] S S
FEST O (3 3+ 3)
1
ZEM—(ASIO)ZIC3 (1)

Gesamt: 4 Punkte

e) Die Energieflussdichte normiert auf die mittlere Leistung pro Kugelflichenelement ist

2
11 (Aslo\" k2 . 2
55(47{) ;7 sin (19)

_3 .2
—Esm (P (1)

Jeweils (1) Punkt fiir Richtdiagramm
Gesamt: 3 Punkte
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270

180 180

Ebene ¢ = const. Ebene # = 3

Abbildung 9: Vertikaldiagramm (links) und Horizontaldiagramm (rechts) des Hertzschen Dipols.
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Losung zu Aufgabe 3: Rundhohlleiter (25 Punkte)

a) Da bei Welle (1) lediglich das magnetische Feld eine longitudinale Komponente aufweist, d.h. es
gilt £, = 0 und H; # 0, handelt es sich um eine H-Welle bzw. TE-Welle (1).

Gesamt: 1 Punkt
b) Welle (1):

K aE’"’” wp 10H™"
Emn — _ —j +
- (k"> K™V p Oy
wu 16Hm"
. (1)
(k 2 p Oy
_WH 1 0 cos(my + 1)
= T (kY r—
(km n)2 —() ( p) CXP (_](a) 1 Z)) p (990
n (k" P)
=j— il I_—I(')”"—msin(mgo+1//1)exp(j(wt—km"z)) (1)
(k ")?
Eman - -Z11" 1‘9Emn_ wp OHT"
Y (k "2 \p d¢ KN dp
. wu OH!M"
=j s (1)
(K')? op
0Jy (k "p)
wi
Hmn t kmn
i G 0 costme + ) exp (i(wr = K21'2)) —5
- km“n HI™" cos(mg +yn) Iy, (K™"p) exp (](a)t e z)) (1)
i1
Welle (2):
gy ML (082 o
=p - mn2 + m,n (9
(k ) ky p 0y
. ]—‘zmzn 35?’” (1)
(k (K52 dp
'kmnE (mg +2) ((z k’""))J(k 2P)
cos ex - _
mn
:_jkmnEan (km”p) cos(me +y2) exp(J(a)t k'gnz)) (1)
%2
g ,k’"" 1aEm” wu OH"
se T 2 \p e T KT ap
' kmn laEmn
= —j s (1)
(k") p 0o
. kmn m,n m,n m,n lf?cos(mga+z//2)
=—] EF" T, k t—k —
(kmn)z =0 ( p) eXp (J(w Z)) 0 a(p
. kmn Jm(kmz’np) . .
=] (km”)z—omn b m sin(me + yr2) exp(_](wt_]_(’z’z”z)) (1)
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Gesamt: 8 Punkte

¢) E, und E; sind die komplexen Amplituden der tangentialen elektrischen Feldkomponenten
(1). Da ideale Leiter stets feldfrei sind, muss aufgrund der Grenzflichenbedingungen (siche
Formelsammlung) fiir diese Tangentialkomponenten gelten, dass

Eo(p=a)=0 (1) E:(p=a)=0 (1)

Gesamt: 3 Punkte
d) Welle (1): Es gilt tiberall E, = 0, weshalb lediglich

EJ(p = a) = j o Hy'™ cos(me +y1) J;, (k") exp (j(wr - K1{'2)) £ 0

kmn

=1

J,’n(kza’”a) =0 (1)

erfiillt sein muss. Folglich muss km "a Nullstelle der ersten Ableitung der Besselfunktion
erster Gattung und m-ter Ordnung Jm.n s€in. Es gilt also

g = Ime
> a

Welle (2): Im Allgemeinen sind E, und E; von null verschieden. Es miissen also

K Jm(kifg’”a)
(k{™™)? "

El(p=a)=] msin(me +2) exp (j(wr - k13'2)) £ 0
In(KS"a) =0 (1)
EN(p = a) = Eg™ cos(mg +2) Jn(kl5"a) exp (j(wr - Kl'3'2)) 20
In(KS"a) =0 (1)

erfiillt sein muss. Allerdings besitzen die ¢- und z-Komponenten offenbar in radialer
Richtung die gleichen Nullstellen, weshalb k:”z’"a Nullstelle der Besselfunktion erster
Gattung und m-ter Ordnung j,, , sein muss. Es gilt also

jm n
k=2 (]
t,2 a ( )

Gesamt: 5 Punkte

e) Aus den gegebenen Tabellen lesen wir ab, dass die erste Mode der H-Welle (1) die (1,1)-Mode ist,
da j 1,1 ~ 1,8412 die kleinste Nullstelle der ersten Ableitung der Besselfunktion erster Gattung
und m-ter Ordnung j,, , darstellt (1). Die erste Mode der E-Welle (2) ist hingegen die (0,1)-Mode
ist, da jo1 = 2,4048 die kleinste Nullstelle der Besselfunktion erster Gattung und m-ter Ordnung
Jmnist(1).Da j i | < Jo.iistdie (1 1)-Mode der H-Welle (1) die Grundmode des Rundhohlleiters
(1). Solange kia groBer gleich j’ J1, aber kleiner als jo ; ist, ist ausschlieBlich diese Grundmode
ausbreitungsfihig (1). Allgemem erhalten wir fiir die Grenzfrequenzen der (m, n)-ten Moden
(fiir ausbreitungsfahige Moden muss l_c? > ( gelten)

¢ c? ¢ 21 gy '
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f)

Infolgedessen bereitet sich fiir alle Frequenzen f im folgenden Intervall ausschlieBlich die
Grundmode im Rundhohlleiter aus

Lot a1 1 g

— — 1
21 \Jpogo a <f 21 \Jpogo a (D

Gesamt: 6 Punkte

Fiir H-Wellen wie die Welle (1) erhalten wir nur dann eine nicht-verschwindende radiale elektri-
sche Feldkomponente, wenn die Ableitung % von null verschieden ist (1). Dementsprechend
kann das elektrische Feld an der Kreisscheibe keine H-Wellen, sondern nur E-Wellen (wie die
Welle (2)) anregen (1). Bei den letztgenannten verschwindet fiir 6‘9—90 = 0 nur die azimuthale
Komponente des elektrischen Felds, nicht jedoch die radiale.

Gesamt: 2 Punkte

Auch ohne Begriindung gibt es noch 1 Punkt (Wissen konnte noch aus Ubung vorhanden sein)
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Losung zu Aufgabe 4: Stufenindexfaser (24 Punkte)

a)

b)

d)

Die Wellenfiihrung in einem dielektrischen Wellenleiter basiert auf dem Phanomen der Totalre-
flexion (1). Dabei wird Licht, das sich in einem Medium mit dem Brechungsindex n; ausbreitet
und auf die Grenzfliche zu einem Medium mit Brechungsindex ny < ng trifft, fiir hinreichend
groBBe Winkel gegeniiber der Grenzflachennormalen vollstdndig reflektiert (1).

Gesamt: 2 Punkte

Da alle involvierten Medien nichtleitend sind, konnen weder Oberflichenstrome noch Fla-
chenladungen existieren. Zudem gilt g1, = sonfz sowie u = po. Es gilt folglich (siehe
Grenzflachenbedingungen aus Formelsammlung)

Eyy = Et,z (0,5) Hyy = Hip (0,5)
ny Eni =n3Ena (0.5) Hni = Hno. (0.5
Infolgedessen sind alle elektrischen und magnetischen Feldkomponenten bis auf die Normal-
komponente des elektrischen Felds stetig. Bislang haben wir allerdings die Annahme {iber die

normierte Brechzahldifferenz A <« 1 nicht ausgenutzt. Schreiben wir die Bedingung fiir die
elektrischen Normalkomponenten um, erhalten wir

n’ nj—n?+n?
En = ; Eq» — En = T Eq» — En1 = (1-2A) Enp . (D
1 1

Mit A < 1 erhalten wir also E,, | = Eq (1).

Auch ausreichende Alternative:

Wegen A < 1 muss nj = np gelten (1). Mit A < 1 erhalten wir also Ey, | = Eyo (1).
Gesamt: 4 Punkte

Im Fall von A < 1 sprechen wir von schwacher Fiihrung (1). Die Nidherungslosungen, die wir
unter Annahme der schwachen Fiihrung erhalten, nennen wir linear polarisierte Moden oder
kurz LP-Moden (quasi-TEM Wellen ist dieses Mal auch in Ordnung) (1).

Gesamt: 2 Punkte

Die skalare Helmholtzgleichung in Zylinderkoordinaten lautet

+k*E, =0.

18 ( 0E:\ 10°E, 0%E,
——|p +— +

pdp\" dp | p?oer 072
Da die Wellenzahl k von dem betrachteten Medium abhiingig ist, filhren wir eine Fallunter-
scheidung durch (1) (diesen Punkt gibt es fiir die korrekte Zuordnung der Wellenzahlen zum

Kern/Mantel). Beachten wir, dass eine ausbreitungsfihige Welle stets nokg < k,; < njkq erfiillen
muss, konnen wir die Differenzialgleichungen fiir die Funktion R(p) ermitteln:
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Kern p < a:

10 ( 0E 1 8’E, 9*E,

- ) L P L 2K2E =0
pﬁp(pap) P og? | a7 o

: 16 ( 4R ?
cos (Lo + ) exp(—m(;%(p a(p”))—;R(p)—kimp)m%kémp))=o )

o ( OR

e (P52 ¢ (3 -12) =) i =0 0

7 9?R(p) ip OR(p)
dp? ap

+ (n%kg—kﬁ)pz—fz R(p)=0. (1)

~———

u2

Diese Differenzialgleichung entspricht mit u? = n%k(z) - k% gerade der Besselschen Diffe-
renzialgleichung, was zu zeigen war.

Mantel p > a:
10 ( 0E,\ 10°E, 0*E., ,,,
- |+ ——= — +n5koEy =0
0 0p (P ap) 02 052 922 NyKo L
. 10 OR(p) £?
cos(Lo +y) exp (—jk:2) (/—)% (p app )—;R(p) —kf,R(p)+n§k§R(p)) =0
0 OR(p)
5 (P52 (345-) 2= ) i =0

0 0*R(p) +p IR(p)
dp? dp

(k§ - ngkg) 2+ R(p)=0. (1)
[ —
W2

Diese Differenzialgleichung entspricht mit w? = k% - n%k(z) gerade der modifizierten
Besselschen Differenzialgleichung, was zu zeigen war.

Da die Rechenschritte im Kern und Mantel quasi identisch sind, wird fiir die zweite DGL lediglich
ein Punkt vergeben.

Gesamt: 6 Punkte

e) Die Losungen im Faserkern bzw. im Mantel miissen fiir alle p < a bzw. p > a physikalisch
sinnvoll sein, d.h. sie miissen endliche Energie aufweisen. Folglich stellen im Kern nur die
Besselfunktionen erster Gattung, d.h. J;(up), sinnvolle Losungen dar (1), da die Besselfunktionen
zweiter Gattung bei p = 0 eine Singularitit haben (0.5). Im Mantel stellen hingegen nur die
modifizierten Besselfunktionen zweiter Gattung, d.h. K,(wp) sinnvolle Losungen dar (1), da die
modifizierten Besselfunktionen erster Gattung fiir grole p divergieren (0.5).

Gesamt: 3 Punkte

f) a) Die abgebildete Mode ist konstant entlang der azimuthalen Koordinate konstant und besitzt
lediglich ein Extremum in radialer Richtung (¢, n) = (0,1) (1).

b) Die abgebildete Mode weist eine Periode entlang der azimuthalen Achse auf und besitzt
lediglich ein Extremum auf der Faserachse (¢, n) = (1,1) (1). Optional: Fiir ¢ = 0 weist E,
ein Extremum auf, es gilt also ¢ = 0.
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c) Die abgebildete Mode weist eine Periode entlang der azimuthalen Achse auf und besitzt
lediglich ein Extremum auf der Faserachse (¢, n) = (1,1) (1). Optional: In ¢ = 0 besitzt E,
eine Nullstelle, es gilt also ¢ = 7.

d) Die abgebildete Mode weist zwei Perioden entlang der azimuthalen Achse auf und besitzt
lediglich ein Extremum auf der Faserachse (¢, n) = (2,1) (1). Optional: Fiir ¢ = 0 weist E,
ein Extremum auf, es gilt also ¢ = 0.

Gesamt: 4 Punkte
Sehr gnidige Korrektur: Immer ein halber Punkt pro richtiger Modenzahl

g) Im Fall von 41 = 1550 nm bzw. A, = 1300 nm erhalten wir V = 1,701 (1) bzw. V = 2,028 (1).
Bei 4 = A; und A4 = A, sind also ausschlieBlich die LPy;-Mode, d.h. nur eine einzige Mode,
ausbreitungsfihig (1).

Gesamt: 3 Punkte
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