Aufgabe 1 - Hohlleiter

Gegeben sei ein Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt aus unendlich gut leitendem Material. Die
Kantenlidngen des Querschnitts seien a und b, sieche Abbildung. Im Innern des Hohlleiters befinde
sich ein Vakuum und es breite sich eine Welle mit den Wellenzahlen £, (m) und k,(n) in positive
z-Richtung aus.

)

t

Gegeben ist die folgende Grenzflichenbedingung.

E . (a,y,z) =0, aber E_(x,y,z) # 0 im Allgemeinen

a) Handelt es sich bei der sich ausbreitenden Welle um eine H-Welle (1T'F-Welle) oder um eine
E-Welle (T'M-Welle)? Ergédnzen Sie die Randbedingungen fiir die Longitudinalkomponente.

Gegeben sei der Ansatz £, = EyP(x)Q(y)e?“*-2) fiir die Longitudinalkomponente mit

1 0*P(z) 1 9%Q(y)
P(x) 2 = const. W ayQ

= const.

b) Bestimmen Sie die Longitudinalkomponente £, der sich ausbreitenden Welle. Gehen Sie dazu
wie folgt vor:
e Begriinden Sie in einem Satz, warum der obige Ansatz gerechtfertig ist.
e Wiihlen Sie einen geeigneten Losungsansatz fiir die Differentialgleichungen.

e Nutzen Sie die Randbedingungen aus a) um die Wellenzahlen k,(m) und k,(n) zu be-
stimmen.

e Geben Sie die vollstindige Losung an.

¢) Wie verindert sich die Losung aus b), wenn der Hohlleiter in y-Richtung unendlich ausgedehnt
ist? Begriinden Sie kurz.

d) Berechnen Sie, ab welcher Frequenz f, die Fundamentalmode des Hohlleiters ausbreitungsfihig
ist. Fiir die Kantenlidngen gelte b = 3a.
Hinweis: Fiir die Wellenzahl in z-Richtung gilt: k., = |/w?ue — k2 — k2

e) Berechnen Sie die Phasengeschwindigkeit v,,;, der Fundamentalmode in Abhingigkeit der Va-
kuumlichtgeschwindigkeit cy. Vereinfachen Sie so weit wie moglich. Ist die Phasengeschwin-
digkeit groBer oder kleiner als die Vakuumlichtgeschwindigkeit?
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Losung Aufgabe 1 - Hohlleiter

a) Eshandelt sich um eine £-Welle (T'M-Welle), da die Longitudinalkomponente des elektrischen
Feldes nur an der Grenzfliche verschwindet, nicht aber im Allgemeinen bzw. im Innern des
Hohlleiters.

E.(a,y,2) =0,  E0,y,2)=0
E (x,0,2) =0, E (x,0,2) =0

b) Der Ansatz ist gerechtfertigt, da die Erfiillung der Randbedingungen fiir eine stehende Welle in
2- und y-Richtung vollstdndig unabhiingig voneinander ist.

ﬁ% = const. = —k? & 82;;(;6) = —kIP(x)
1 2Qy) 5 PQy) L,
W o const. = —k, < 22 —k,Q(y)

Gesucht sind somit Funktionen, deren zweite Ableitung ein Vielfaches ihrerselbst sind. Dies ist
u.a. fiir eine Sinusfunktion der Fall.

P(z) = Asin (k,x) Q(y) = Bsin (kyy)
Damit folgt als Zwischenldsung
E_ = EyAsin (k,2) Bsin (k,y) /@ =%=2)
Die Parameter A und B ergeben sich aus den Randbedingungen in a).

E_(a,y,2) = EyAsin (k,a) Bsin (k,y) /@' %2 = 0 & sin (k,a) = 0 & kya = mm, meN
E_(,b,2) = EyAsin (k) Bsin (kyb) ¢/ “'~"%) = 0 < sin (k,b) = 0 < kb = nm, neN

Als vollstindige Losung erhalten wir
L, = EyAsin <mx> Bsin <%y> ol (wi—k=z)
a

c) Istder Hohlleiter in y-Richtung unendlich ausgedehnt, so gilt a% = (0 und die Randbedingungen
in y-Richtung entfallen. Die Losung veridndert sich dann zu

EZ = EOA sin <ml'> ej(Wt—kzz)
a

d) Gesucht ist die Cut-off-Frequenz f. der Fundamentalmode (m=1, n=1). Bei f, hat die Ausbrei-
tungskonstante eine Nullstelle.

ko= 06 fwne — k2 -k =0
en= (") + ()
[Ty ]
=53 |55+ ()]
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Mit m=1, n=1 und b = 3a finden wir

f_l 1 7T2+7T2 N
2 \lep a2 9a?

f = 1 10x2 N
N 4r2ep 9a?

/[ 5 1

fc = )

18 a

e)
w? 1072 - 1 5  10m2c2 - 10722
9a? cow T T 9a2 T 9a2w?
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Aufgabe 2 - Hertzscher Dipol

Gegeben sei das magnetische Vektorpotential eines Hertzschen Dipols in kartesischen Koordinaten.
Die Parameter [ und / bezeichnen dabei die Linge des Dipols und die Stromstirke.

A - Azez

_pm o
A, = —Texp(ju(t = r/c))

a) Berechnen Sie das magnetische Vektorpotential A des Hertzschen Dipols in Kugelkoordinaten.

b) Berechnen Sie das elektrische Potential gb in Kugelkoordinaten. Nutzen Sie dazu die harmoni-
sche Zeitabhédngigkeit aus und verwenden Sle die Lorenz-Eichung

1 do
A =l _ ),
\Y + 3= 0

c) Berechnen Sie das elektrische Feld E des Hertzschen Dipols mit Hilfe der zuvor berechneten
Potentiale.
Hinweis: Es gilt:

O0A
(aﬁw)

Das magnetische Feld sei gegeben mit H, = L sind - (2 + L) - e2*(=0),

™

E

d) Betrachten Sie nun die Fernfeldnidherung £r >> 1. Geben Sie die elektrischen und magnetischen
Feldkomponenten im Fernfeld an.
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Losung Aufgabe 2 - Hertzscher Dipol

a) In Kugelkoordinaten ist das Vektorpotential fir A, = A, = 0 gegeben mit
l
A = A cost = s exp(jw(t —r/c)) cos v
4drr

[
Ay=—A_sind = _ Texp(jw(t —r/c))sin¥
4mr
A, =0

o
b) Bei harmonischer Zeitabhidngigkeit vereinfacht sich die zeitliche Ableitung zu einer Multipli-
kation mit jw und die Lorenz-Eichung fiihrt zu

VA+ By —o0.

2 el

Das zeitlich oszﬂherende elektrische Potential ergibt sich unter Beriicksichtigung von a) zu

10,4 1 0
VA = ﬁg(r _T)—i_rsmi?aﬁ(Aﬁsmﬁ)

_ 12 <r2 M” . dw(t=1) -COSQ9> _ 1 ﬁ (M” elwt=%) . (sinﬁ)2>

r2 or 4rr rsind 09 \ 4nr
= il; cos v - {Tl (1 — 71];}) — 3 slinﬁ 2511119} e(t=3)
= _4L7:. cos v - (T_lz + ‘%) Cet=3)
Fiir das gesuchte elektrische Potential folgt
bg = %02 VA= %02 : [—ZL{ cos ) - (T—12 + ‘L—CZ) : ejw(t_z)]
=¢, = Z—Z cos 1 - (g — i)i;) =)
¢) Aus dem Hinweis E = —(% + Vcb ) folgt fiir die einzelnen Komponenten des E-Felds
0A, 10
Ly = ( ot 5 r 8?)
= % . {gt (er(t_f)) sing — /(=2 . (; — j}%i) . %(cosﬁ)}

1 12 . .
g, = Mgy, (Jw L& L) i)

4 rooor2 o wrd
99
D ——
& ( ot 87")
ull 10 O ((c i\ ur
— 7 e0sd- -2 I O T L I ()
ar O L” ot (e )+ ar \\r ~wr2) €
o :U/ZI c jcz jw(t—1)
=B = sy (——r) e
v ot rsind 0
=E, =0
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d) Mit der Néherung fiir das Fernfeld kr > 1 folgt é > 7%2 Dadurch bleibt der dominierende
Term 1/r iibrig:

/Ll] . jw iw(t—T
E, ~ "= .sing.—= .00
9 1, Sind-Toe
E =~ 0
I jw r
~ w(t—1%
H, =~ E-smﬁ-ﬁ-ej )

Priifung EMW am 16.06.2020

Institut fiir Photonik u. Quantenelektronik
Prof. Dr. S. Randel

Karlsruher Institut fiir Technologie



_ 8=

Aufgabe 3 - Grenzflicheniiberginge
Betrachtet werde eine homogene, ebene und harmonische Welle mit der elektrischen Feldstirke

j(wt—Ke 11
Ee,l _ Ee71€]( 1 )ey7

die sich im Medium 1 ausbreitet und bei z = 0 unter dem Winkel o ; auf die Grenzfliche zu einem
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Medium 2 trifft.
Medium 1 Medium 2 Medium 3
Ho, €0 Ho, €1 K — o
k=0 H;
kr,Z
Hr,l
k., v\a/-
Epq Eii =Eep 7 K1 =Kep
-------- +--—------" Hi1 =Hep
ae‘%
. ke,l
Ee,l X
He,l
y (];—»z

a) Leiten Sie aus den allgemeinen Maxwellgleichungen in Integralform die Stetigkeitsbedingung
fiir die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes beim Ubergang von einem Medium 1 in
ein zweites Medium 2 allgemein her.

b) Leiten Sie aus der Stetigkeitsbedingung der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes das
Brechungsgesetz her. Die Gleichung muss fiir alle r = xe, und ¢ = 0 gelten.
Hinweis: Es ist sinnvoll zunichst die Wellenvektoren k., k, und k; komponentenweise mit Hilfe
der Winkel «, o, und o darzustellen.

¢) Bestimmen Sie die magnetische Feldstirke H, ; in Abhéngigkeit von der elektrischen Feldam-
plitude F, ; unter Verwendung der Maxwellgleichungen.

d) Bestimmen Sie das elektrische Feld der reflektierten Welle E, ; und das elektrische Feld der
transmittierten Welle E; ; in Abhingigkeit der Feldamplitude der einfallenden Welle E ;.
Hinweis: Nutzen Sie die Stetigkeitsbedingungen fiir Felder an Grenzfldchen:

Et,2 - Et,l =0, Ht,2 - Ht,l =i, Bn,Q - Bn,l =0, Dn,2 - Dn,l =0
e) Geben Sie das elektrische Feld der reflektierten und transmittierten Welle am Ubergang von

Medium 2 (Dielektrikum) zu Medium 3 (idealen Leiter, x — 00) an. Eine Herleitung ist nicht
erforderlich.
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Losung Aufgabe 3 - Grenzflicheniiberginge

Medinm 1
Medinm 2

a) Wegen hn — 0 verschwinden die Verschiedungsstromdichte und der magnetische Fluss in der
Maxwellgleichung.

0B 0B
%Eds = — / —dF & E; 1ASl + E; QASQ = ——h|ASl| ~
ot ’ ’ ot
s F

Et’1A51 —+ Et’QASQ =0 Et,lAsl — Et,QAsl =0« Et,l = Et72

b) Fiir die Wellenvektoren ergibt sich unter Ausnutzung geometrischer Beziehungen zeigen, dass

Ke1 = ke 18in (a) €, + ke 1 cos () €, mit k.1 = wy/€ollo
ky1 = ke1sin(ap) e, — kg cos (ay) e, mit k.1 = ke1 = wy/€otlo
ki1 = ky1sin (o) e, + ki1 cos (o) e, mit k= w\/€1p0

G

Das elektrische Feld besitzt lediglich eine Tangentialkomponente. Aus dieser kann unter Aus-
nutzung des Hinweises t = 0,r = xe, sowie von e;e; = 1 und e;e; = 0 fiir ¢ # j das
Brechungsgesetz abgeleitet werden.

E,=LE,&
E  +E  =E; .0

Ee 1ej(wt—ke,1r) + Er 1€j(wt—kr,1r) _ Et 1€j(wt—kt,1r) |z—0 o

Ee71€7jke’l sin(ae)ezres + Er,leijkr’l sin(ar)ezxes _ Enlefjkt’l sin(ay)ezzey |z:0 o
Ee,leijke’l sin(ae)x + Er,leijkr’l sin(ar)z — Enlefjkt,l sin(a)x ’z:O
Die Gleichung ist nichtlinear in x und muss fiir alle x, damit auch insbesondere fiir den trivialen
g
Fall x = 0 erfiillt sein. Aus dem trivialen Fall folgt die Stetigkeit der Feldamplituden, F,; +
g g p ;
E,. = E, 4, die in die obige Gleichung eingesetzt wird. Es folgt
b b g g g g
Ee,le_jke'l sin(ae)x + Er,le_jkr’l sin(ay)x _ EeJe—jkt,l sin(a )z + Er’le_jkt’l sin(at)x|Z:0‘
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c)

d)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir zwei Gleichungen

(1) —jkersin(e)z = —jkyqsin (ay) x

(2) —jkrasin (o) x = —jkyysin (o) z &

(1) elsm( e) = k¢ 1sin (o)

(2) — kyasin(ay) = —kgqsin (o) = —ke 1 sin (o) -

Die erste Gleichung ist das Snelliussche Brechungsgesetz, wohingegen die zweite Gleichung
das Reflexionsgesetz darstellt.

Wir verwenden das Induktionsgesetz mit Ee 1z =ELe1,=0und 3 8 = 0 aufgrund der Homo-
genitit der ebenen Welle. Jedoch muss - 7& 0 aufgrund des schragen Einfalls beriicksichtigt
werden. Beim harmonischen Ansatz gilt zudem a = jw.

V X Ee,l = _jw:uOEe,l Ang

aEe,l aﬂe,l

0z €+ ox
0

0z

+ 2 [Ee 1ej(wt—(k’e,1 sin(ae)r—Fke,1 cos(ae)z)):| e,

ox
jke cos (ae) B, €0 — jkensin (ae) E, €. = —jwpoH, | <

€= _jWMOEe,l =

[Ee 1ej(wt—(k911 sin(ae)x—Fke,1 Cos(ae)z))} e,

= _jw/LUHe,l A

ken ken
H ,=———cos(a)E, e+ —=sin(a)E,  e. &

e,

W,UO w,uo
1 1
He,l = _70 cos (ae) Ee,lew + 70 sin () Ee,lez

Alternativ kann das gleiche Ergebnis mit H = Zioek x E bestimmt werden.

Mit Hilfe des Ergebnisses aus Aufgabe c) konnen wir fiir das magnetische Feld der reflektierten
und transmittierten Welle schlussfolgern:

1 1
H = 70 cos (o) E, e, + 70 sin (o) E, e.

1 1
Ht,l = _Z cos (ay) Emex + Z sin (at)Et,lez

Aufgrund der endlichen Leitfihigkeit des Mediums 2 ergeben sich die Stetigkeitsbedingungen
der Tangentialkomponenten zu

Eyn=Es  Hyp= Hyo.

Fiir das magnetische Feldes entspricht die x-Komponente der Tangentialkomponente. Es erge-
ben sich fir 2 = 0,2 = Ound ¢t = 0 und mit ke; = k.1 und . = @, zwei unabhingige
Gleichungen

Ee,l + Er,l = Et71

1 1 1
——c08 () Eo1 + = cos (o) Eyp = —— cos (o) Ey 1
0 k] ZO I Zl ’
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Die Amplitude des elektrischen Feldes der reflektierten Welle erhilt man durch Einsetzen der
ersten Gleichung in die zweite und Auflosen nach E ;.

1 1 1
—70 cos () Een + 70 cos (ay) By 1 = A cos (o) Feg — 7 cos () By 1 <
L cos (ae) — = cos (a
O () % ( t)E,e1<:>
T gocos(ae) + 5 cos(ag)
Zy cos (ae) — Zy cos ()
E = E.1 &
1T 7 cos (ae) + Zo cos (ay)

Die Amplitude des elektrischen Feldes der transmittierten Welle erhélt man durch Umformen
der ersten Gleichung zu F, ; = F; ; — E. 1, Einsetzen in die zweite und Auflosen nach FE ;.

1 1 1 1
A cos () Eeq + 7 cos (ae) Eyg — —cos (ae) Eeq = A cos (o) By 1 &

0 0 Zy 1
2
= cos ()
Et,l =1 Zo 16 Ee,l =
7 cos (ae) + 5 cos ()
27, cos (o
Eiq ! (cc) E.. &

~ 7 cos (ave) + Zo cos ()
Als Endergebnis ergibt sich damit zu

71 cos () — Zp cos (ay)
Zy cos (ae) + Zp cos (o)
27 cos ()

Z1 cos (ae) + Zo cos (o)

Er,l =

j(wt—ky 1T
Ee,lej( Tr,1 )ey7

E,, = el eme

Yo

mit k, ; und k;; von oben. Anmerkung: Die Verwendung von x = 0 ist nicht notwendig, da
sich der Exponentialterm auch sonst aufgrund des Brechungsgesetzes herauskiirzt.

e) Das elektrische Feld der reflektierten Welle fiir die Reflexion am idealen Leiter mit x — o0
ist schnell bestimmt, da die Welle vollstindig reflektiert wird und eine Phasendrehung von 180
Grad auftritt (Reflexionsfaktor R = —1. Folglich existiert kein elektrisches Feld in Medium 3.

’Er,2| = _|Et,1’ = _|Ee,2’
271 cos () e
=E ,=— ° E, el Wi—keor) :
=e2 Zy cos () + Zg cos (o) 1€ ©y
Et,z =0
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Aufgabe 4 - Polarisation und dielektrischer Wellenleiter

Eine homogene, ebene und harmonische Welle breite sich im Vakuum aus. Gegeben sei das elektri-
sche Feld in z-Richtung.

]E1 _ Eoej(“t_klz)ex

a) Mit welchem zweiten elektrischen Feld E, muss E, iiberlagert werden, damit sich fiir die Su-
perposition E, .. der Jones-Vektor a = \/% (1 —j)" ergibt? Wie nennt man den zugehorigen
Polarisationszustand?

b) Berechnen Sie die mittlere Leistungsdichte der superponierten Welle E, .
Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst das zugehorige magnetische Feld indem Sie das Vorzeichen
des Wellenwiderstandes 7 sinnvoll wihlen. Nehmen Sie an, dass das magnetische und elektri-
sche Feld in Phase schwingen.

Die Welle treffe nun unter einem Winkel 6; auf eine Grenzflache.

¢) Weisen Sie rechnerisch nach, dass fiir einen Winkel von #; = arctan <\/\/—z:f> = 90° — 05 nur
senkrechte Polarisationsanteile reflektiert werden. Wie wird dieser Winkel genannt?
Hinweis: Der Reflexionsfaktor bezogen auf das elektrische Feld sei fiir die parallele Polarisation

gegeben mit

_ V€2 cos(0) — /g1 cos(6s)
V&2 cos(bh) + /1 cos(by)

Tp

Gegeben sei ein dielektrischer Plattenleiter, siche untenstehendes Bild.

%
—

Damit sich im Wellenleiter ein konstantes, in z-Richtung laufendes Wellenbild ergibt, muss folgende
Bedingung erfiillt sein:

2kyd cos(b.) + 295 = m2m, m e Ny

d) Beschreiben Sie in Stichpunkten die verschiedenen Terme in der Gleichung sowie die anschau-
liche Bedeutung der Bedingung.
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andamentalmode

\/ nz

> Wellenleiter 1 n id Y

"t h n,
h m,

Wellenleiter 2 n, id X

e) Ein Teil der Leistung der im obigen Bild skizzierten Fundamentalmode des Wellenleiters 1
soll in den Wellenleiter 2 gekoppelt werden. Berechnen Sie die maximale Dicke h des Wel-
lenleitermantels in Abhéngigkeit der Brechungsindizes n; und 7y, wenn mindestens 50% der
Feldamplitude iibertragen werden sollen.

Hinweis: Nutzen Sie das Brechungsgesetz n, sin(f.) = nssin(6;) um die Wellenzahl £, , im
Mantel in Abhéngigkeit der Brechungsindizes n; und ns auszudriicken.
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Losung Aufgabe 4 - Polarisation und dielektrischer Wellenleiter

a) Damit der Jones-Vektor a = \/% (1 — j)T fiir das Gesamtfeld resultiert, muss E, in y-Richtung
schwingen, betragsmiBig mit E, iibereinstimmen und um —j = e~7% in der Phase verdreht
sein. Es gilt dann

Eges — Ewoej(wt—klz)em . jEOej(wt—klz)ey
b) Die Amplitude des zugehorigen magnetischen Feldes kann liber den Wellenwiderstand ermittelt

werden. Das magnetische Feld steht senkrecht auf dem elektrischen Feld, wobei die Vorzeichen
derart gewihlt werden, dass sich mathematisches Rechtssystem ergibt.

Die mittlere Leistungsdichte bzw. Energieflussdichte kann als Realteil des komplexen Poynting-
Vektors ermittelt werden. Jedoch ist bei der Berechnung des Poynting-Vektors zu beachten, dass
das Superpositionsprinzip nur fiir Felder, nicht aber fiir Leistungen gilt. Bei der komplexen
Konjugation muss das Vorzeichen aller Terme mit j gedreht werden.
1
S, = -E,.H,

—ges 2 —ges——ges
E? . .
_ 0 [(ej(wt—k1z) (eaz . jey>) % (6—J(wt—klz) (ey _Jex))}
279
Ej . .
- 2_Z0 [(ex - Jey> X (ey - Jem)]
Eg . o B2
=5 le. x e, — je, x e, — je, x e, +]’e, x e,] = —Le,
0

Zo
E2
= |R{S,e}| =

¢) Die Bedingung fiir den Winkel ¢, 1dsst sich umschreiben zu

0, = arctan (\/—\/i__j) & tan(6,) = (\/\/:) ((le) (%) &

cos(fy) = (£> sin(f;) < cos(#y) = ( ) cos(90° — 0;) <
NG

VEa cos(01) = \/eacos(bh) & /feacos(0y) — \/ea cos(01) =0
Der Term auf der linken Seite der hergeleiteten Gleichung entspricht gerade dem Zihler des

Reflexionsfaktors fiir die parallele Polarisation. Folglich ist der Polarisationsfaktor r, = 0 und
es wir nur die senkrechte Polarisation reflektiert.

d) Die Bedeutung der Bedingung wird durch eine leichte Umformung schnell ersichtlich.
2k1d cos(0.) + s = m2m

e Es geniigt die senkrechten Wegkomponenten zwischen den Grenzflichen zu betrachten.

e Damit sich eine stehende Welle (ein konstantes Wellenbild) ergibt, miiss nach dem Hoch-
laufen in —z- und Herunterlaufen in xz-Richtung die urspriingliche Phase oder ein ganz-
zahliges Vielfaches dieser vorliegen. Dies erklart den Term m2r.
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e Die Phasendnderung entlang des Weges kommt zustande durch die Ausbreitung entlang
der Strecke 2d mit der Wellenzahl k, = k cos(f.) sowie die Phasenspriinge o bei den
beiden Reflexionen.

e) In z-Richtung klingt das elektrische Feld exponentiell ab (evaneszentes Feld). Der Damp-
fungsterm ist durch eine reelle Exponentialfunktion gegeben, welche mit der Wellenfunktion
Eoel@t=k=2) multipliziert wird. Damit 50% der Feldamplitude in Wellenleiter 2 eingekoppelt
werden kann, muss gelten:

Die Dampfungskonstante « entspricht gerade der rein imaginidren Wellenzahl in x-Richtung.
Unter Ausnutzung des Hinweises ergibt sich

2
ko = kycos(0;) = koy/1 — sin?(6;) = kg\/]_ — n_; sin?(6,) mit 6; imaginér
L

. 2 9
= k;; = ko % Sin2(98) — 1= )\27;;2 \/n% Sinz(Qe) . n%
2

. 111(07 5))\2712
4r+/n3sin®(6,) — n?

= h =
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