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Aufgabe 1: Grenzflachen

Ein Retroreflektor ist ein optisches System, welches eine einfallende elektromagnetische Welle
unabhingig vom Einfallswinkel in die Richtung aus der sie gekommen ist, zuriickstrahlt. Im Folgenden
soll untersucht werden, ob sich ein Prisma, wie in Abbildung 1 dargestellt, als ein solcher Riickstrahler
eignet. Die einfallende Welle mit den Feldvektoren H, und E, propagiert in Luft (n; = 1) und trifft

+/\
A

Abbildung 1

unter einem Einfallswinkel von @, = 60° auf die Grenzschicht 1 (GS1) zu einem gleichschenkligen
Glas-Prisma mit Brechungsindex n, = 1,9.
Hinweis: Das Snelliussche Brechungsgesetz ist im Allgemeinen definiert als

ne sin(ae) = nesin(ay) .

a) Geben Sie zundchst die Einfallsebene an. Welche Polarisation weist die elektromagnetische
Welle auf? Begriinden Sie.

b) Berechnen Sie den Winkel «a;, unter welchem der transmittierte Anteil der Welle auf die GS2 des
Prismas trifft.

¢) Welcher physikalische Effekt muss an GS2 auftreten, um eine moglichst effiziente Riickfiihrung
des Strahls zu ermoglichen? Geben Sie die mathematische Bedingung fiir den Einfallswinkel a,
an und priifen Sie, ob diese Bedingung erfiillt ist.

d) Die an der GS2 reflektierte Welle trifft anschlieBend auf die GS3. Vervollstindigen Sie den
Propagationspfad der Welle im Prisma und der austretenden Welle in Abbildung 2. Geben Sie
den Austrittswinkel der Welle zur Grenzflichennormalen der GS3 fiir @, = 60° an.

e) Der Eintrittswinkel an GS1 sei nun a. = 20°. Welcher Austrittswinkel ergibt sich dadurch an
GS3? Fungiert das Prisma auch bei diesem Eintrittswinkel als Retroreflektor? Begriinden Sie in
Stichworten.
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Abbildung 2
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Aufgabe 2: Parallelplattenleiter

Wintersemester 2021/22

Ein Parallelplattenleiter bestehe aus zwei in x- und z-Richtung unendlich ausgedehnten, ideal leitenden
Platten im Abstand a, wie in Abbildung 3 dargestellt. Der Raum zwischen den Platten sei vakuumiert.
Fiir das elektrische Feld im Wellenleiter stehen folgende Ansitze zur Verfligung

E.(r,1) = Eqcos (zz_y) exp (j (wt — k;2)) (1

E.(r,1) = Egsin (zg—y) exp (j (wt = k:2)) . 2

LR S R R R R R R R R E R R E R E R R E)

Abbildung 3: Der Koordinatenursprung befindet sich im Schnittpunkt der Koordinatenachsen.

a) Geben Sie alle Randbedingungen fiir das elektrische Feld im Wellenleiter an und bestimmen Sie
die giiltige Feldverteilung fiir E.

b) Handelt es sich um eine E- oder H-Welle? Geben Sie die Modenzahl an und begriinden Sie Thre
Antwort.

c) Zeigen Sie ausgehend von den allgemeinen Maxwellschen Gleichungen in differentieller Form,
dass fiir die transversalen Feldkomponenten

_j kz aEZ _j kz aEz

w-pe — kz 0x wue — kz 0y

_ Jwe  0E; _ —jwe 0E;
N Wlue - k2 dy T Wlue — k2 Ox

gilt. Begriinden Sie die Annahmen, welche Sie treffen.

d) Nutzen Sie die geometrischen Eigenschaften des Parallelplattenleiters um die transversalen
Feldkomponenten aus Aufgabenteil c) weiter zu vereinfachen. Begriinden Sie Ihre Annahme.

e) Berechnen Sie alle Feldkomponenten der gegebenen Mode.

f) Skizzieren und kennzeichnen Sie nun den Verlauf des Real- und Imaginirteils aller Feldkom-
ponenten iiber dem Querschnitt des Parallelplattenleiters zum Zeitpunkt # = 0 am Ort z = 0 in
Abbildung 4.
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Aufgabe 3: GauBscher Strahl, Beugung & Strahlenoptik

Gegeben sei das elektrische Feld einer elektromagnetischen Welle mit Wellenlidnge A bzw. Wel-
lenzahl k = 27” in der Ebene z = 0. Das Feld weise lediglich eine x-Komponente auf und die
Amplitudenverteilung ist durch den GauB3schen Fleck

2 2
Ex(x,y,2=0) =exp _x_2 exp _y_z ,
W0 WO

mitdem 1 /e-Strahlradius wq gegeben. Die Welle breite sich in positive z-Richtung in den Halbraum z > 0
hinein aus. Der gesamte Raum befinde sich im Vakuum. Mithilfe des Kirchhoffschen Beugungsintegrals
unter der Fresnelschen Néiherung

.exp(—jkz <o, o (x=x)2+(y-y)? ),
U(x,y,z)ﬂ%// U(x,y,z=0)eXp(—Jk( )zz(y y))dxdy, 3)

konnen wir in guter Nidherung die Entwicklung einer komplexem Amplitude U entlang z beschreiben.

a) Transformieren Sie die allgemeine Darstellung des Kirchhoffschen Beugungsintegrals (3) in ein
doppeltes Fourierintegral mit den Ortsfrequenzen ¢ = - und v = /le

Hinweis: Sie sollten einen Ausdruck der Form

U632 =) S pan) [ ue=0) f6yo e Ganter o) v ay

erhalten.

b) Welche Bedingung muss z erfiillen, damit wir das erhaltene Fourierintegral fiir U(x,y, z) =
E.(x,y, z) vereinfachen und das Fraunhofersche Beugungsintegral

cexp (—jk L Py (T .
U0 = 2 0 (< 52) [ ueya =0 expliznter sy av ey,

verwenden konnen? Begriinden Sie.

Hinweis: Beriicksichtigen Sie dabei, welchen Einfluss die Verteilung von U(x, y, z = 0) auf das
Integral hat.

¢) Nehmen Sie die Giiltigkeit der Fraunhoferschen Niherung an, um E, im Halbraum z > 0 zu
ermitteln. Vereinfachen Sie soweit moglich.

Hinweis: Zerlegen Sie dafiir das zweidimensionale Beugungsintegral in das Produkt zweier
eindimensionaler Integrale und nutzen Sie aus, dass

o0 7”2
/ exp (—X—Z) exp (j2néx") dx’ = Vawg exp (—ﬂzw% 52) :
- w

& 0

d) Zeigen Sie, dass das Ergebnis aus c¢) gerade dem Gaul3schen Strahl

w

. xz + 2 . k x2 + 2 .
ES™(x,y,7) = 0 exp (—jkz) exp (— - ) eXp (—J w) exp (j ¢c(2))

w(z w2(2) 2R(2)
im Fall z > zr entspricht.

Hinweis: Es gilt

kw z2 22 z
IR = —— w(z) =woq |1+ R(z)=z|1+—= ¢G(z) = arctan [ — | .
2 7 Z ZR
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e) Welche Bedeutung haben die beiden Strahlparameter w(z) und R(z)?

f) Bei z = L > zg treffe die betrachtete elektromagnetische Welle auf eine unendlich ausgedehnte
diinne Linse. Welche Brennweite f benétigt die Linse, damit die Phasenfront von E, direkt
hinter der Linse keine Kriimmung mehr aufweist?

Hinweis: Es gilt R% = Ril - % wobei R; bzw. R, die Kriimmungsradien vor bzw. nach der Linse

mit Brennweite f bezeichnen.
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Aufgabe 4: Stufenindexfaser

Nun betrachten wir einen Glasfaser mit Stufenindexprofil und Kernradius a, in der sich eine elektro-
magnetische Welle in z-Richtung ausbreite. Der Faserquerschnitt ist in Abbildung 5 dargestellt. Die
Medien seien nichtleitend, raumladungsfrei und nichtmagnetisch mit u = po. Die Brechzahl im Kern
bzw. im Mantel sei n; bzw. n,.

Abbildung 5

a) Welche Stetigkeitsbedingungen miissen fiir das tangentiale und das normale E-Feld an der
Kern-Mantel-Grenze der betrachteten Stufenindexfaser gelten? Wie lauten die entsprechenden
Bedingungen fiir das H-Feld? Vereinfachen Sie die Ausdriicke soweit moglich.

2
Fiir die normierte Brechzahldifferenz gelte nun A = 4 > 22 < 1.

b) Welche Rolle spielt diese Eigenschaft bei der Wellenausbreitung und welche Niherung konnen
wir damit fiir die Stetigkeitsbedingungen des E- und H-Felds treffen?

Wir nehmen im Folgenden an, dass sich in der Faser eine in y-Richtung linear polarisierte Welle
ausbreitet, d.h., es gilt E;, = O und Ey # 0. Zur Bestimmung von E, wihlen wir mit £ € Ny den Ansatz

Ey(p,p,2;t) = Eyo R(p) exp(jly) exp (j(wt - k;2)) .

c) Setzen Sie den Ansatz fiir E, in die skalare Wellengleichung ein und ermitteln Sie eine
Differenzialgleichung fiir R(p).

Hinweis: Beachten Sie, dass Ey, in Zylinderkoordinaten gegeben ist.
Die Besselfunktionen J;(up) und N¢(up) 16sen die Besselsche Differentialgleichung

,0%w  Ow
— t+p— - Hw=0,
p? 307 +pap+(u )w

und die modifizierten Besselfunktionen I,(up) und K, (up) l6sen die modifizierte Besselsche Differen-

zialgleichung
,0%w  Ow

Gy pa——(u2p2+€2)w 0.
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d) Fiihren Sie die Variablen 87 = n?kj — k2 und o = k? — n}k ein und zeigen Sie, dass die
Differenzialgleichung fiir R(p) im Faserkern der Besselschen bzw. im Mantel der modifizierten
Besselschen Differenzialgleichung entspricht.

e) Welche der in Tabelle 1 dargestellten Funktionen stellen physikalisch sinnvolle Losungen der
Differenzialgleichungen fiir das elektrische Feld im Kern bzw. im Mantel dar? Begriinden Sie
Thre Wahl.

f) Spezifizieren Sie auf Basis Ihrer Auswahl in €) den Ansatz fiir E,. Welche Stetigkeitsbedingung
muss E erfiillen? Ist die Erfiillung dieser Stetigkeitsbedingung ausreichend, um die longitudinalen
und transversalen Ausbreitungskonstanten zu bestimmen? Erldutern Sie.

Der Radius des Faserkerns betrage nun a = 4 um. Die Brechzahlen im Kern und Mantel seien
ny = 1,4485 und n, = 1,4470.

g) Wie viele Moden konnen sich in der Stufenindexfaser bei einer Wellenldnge von 41 = 1,55 ym
ausbreiten? Wie viele Moden sind es bei blauem Licht mit Ay = 400 nm? Das BV-Diagramm der
linear polarisierten Moden in der Stufenindexfaser finden Sie in Abbildung 6.

Hinweis: In der Stufenindexfaser berechnet sich die normierte Frequenz V gemiBV = ako./ n% - n%.
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Abbildung 6: Normierte Ausbreitungskonstante B aufgetragen iiber der normierten Frequenz V fiir die linear
polarisierten Moden in der Stufenindexfaser.
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Funktionenklasse

Graphische Darstellung

Losungen der Besselschen Differenzialgleichung: Besselfunktionen

1. Gattung J;(up)

2. Gattung N¢(up)

up

= P

Losungen der modifizierten Besselschen Differenzialgleichung: Modifizierte Besselfunktionen

1. Gattung I;(up) Y A A L
up
3 4
2. Gattung K¢(up) — Ky ---K; e K>
1,5+
1 1
0,5 +
up
1 2 3 4
Tabelle 1
10/22 30. Mirz 2022, 15:05:13
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Losungsvorschlag zur EMW Klausur

10. Mirz 2022

Losung zu Aufgabe 1: Grenzflichen

a)

b)

c)

d)

Die Einfallsebene wird durch die Wellenvektoren k. und k, aufgespannt. Demnach liegt die
Einfallsebene in der yz-Ebene. (1)

Da das elektrische Feld senkrecht zur Einfallsebene steht, handelt es sich um eine senkrecht
polarisierte Welle. (1)

Gesamt: 2 Punkte

Der Winkel zur Grenzflaichennormalen der transmittierten Welle an GS1 14dsst sich mit dem
Brechungsgesetz bestimmen

ni sin(ae) = ny sin(ay)

a¢ = arcsin (ﬂ sin(a/e)) (1)
ny

Die Grenzflichennormale der GS1 und GS2, sowie der Pfad der transmittierten Welle ergeben
ein Dreieck. Der Winkel zwischen den beiden Grenzflachennormalen ergibt sich aus der Neigung
des Prismas zu 90° + (90° — 60°) = 120° (Summe aller Winkel eines Dreiecks ist 180°) (2).
Daraus ergibt sich a; zu

ap = 180° — ay — 120°

— 60° — arcsin (ﬂ sin(oze)) = 32,8834°(1)
np

Gesamt: 4 Punkte

Der Retroreflektor soll moglichst viel Leistung der einfallenden Welle in dieselbe Richtung
zuriickfiihren. Um an GS2 die Welle vollstindig zu reflektieren muss Totalreflexion auftreten.
Damit dies moglich ist, muss der Winkel a;, groer als der kritische Winkel ayj; sein:

.. m
ap > it = arcsin — = 31,7569°
p ~

Die transmittierte Welle erfiillt also die Bedingung fiir die vollstandige Reflexion.
(Erkennen der Totalreflexion (1), Formel fiir ay; (1), Bedingungen «, > ax; und korrekte
Folgerung ob erfiillt (1).)

Gesamt: 3 Punkte

Pfad: Siehe Abbildung 7 (1). Da das Prisma symmetrisch ist, trifft auch auf der rechten Seite die
Welle unter einem Winkel a; gegeniiber der Grenzflachennormalen auf GS3. Entsprechend dem
Brechungsgesetzes ist der Austrittswinkel dann gleich dem Eintrittswinkel

@, = ae = 60°(1)

Gesamt: 2 Punkte
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e) Zunichst stellt sich die Frage, ob immer noch Totalreflexion auftritt. Da @, nun kleiner ist, wird
ayp groBer. Das heift, Totalreflexion tritt auch unter dem verénderten Eintrittswinkel auf. Analog
zu der Argumentation in Aufgabenteil d), ist der Austrittswinkel a, aufgrund der Totalreflexion
und der Symmetrie des Prismas gleich dem Eintrittswinkel a.. Die Welle propagiert nach Austritt
an der GS3 also zur rechten Seite unter einem Winkel von 20° (1). Da die Welle nicht in die
Richtung zuriickgelenkt wird, aus der sie eintrifft, ldsst sich mit dem Prisma kein Retroreflektor
realisieren (2).

Das Erkliaren und Zeigen, dass immer noch Totalreflektion auftritt, gibt zusétzlich (1) Punkt,
falls nicht die volle Punktzahl erreicht wurde.

Gesamt: 3 Punkte

Abbildung 7
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Losung zu Aufgabe 2: Parallelplattenleiter

a) Folgende Randbedingungen miissen fiir das elektrische Feld erfiillt sein:

b)

E,(y=0,1)=0 E,(y=a,1)=0
E (y=0,1)=0 E(y=a,1)=0

(Bedingung fiir x-Komponente (1). Bedingung fiir z-Komponente (1))
Einsetzen von Ansatz 1 mit jeweils y = 0 und y = a ergibt

E (y=0,1) = Egcos(0) exp (j (wf — k:z)) = Eo exp (j (wf — k:z)) # 0 (1)
E.(y =a,1) = Egcos(2n) exp (j (wt = k;2)) = Ep exp (j (wr — k:2)) # 0

und erfiillt offensichtlich nicht die Randbedingungen. Einsetzen von Ansatz 2

E (y =0,1) = Epsin(0) exp (j (wf = k:2)) =0 (1)
E.(y = a,1) = Egsin(2n) exp (j (wr = k;2)) =0

zeigt, dass die Randbedingungen erfiillt sind.
(Zeigen fiir Kosinus (1). zeigen fiir Sinus (1). Wenn das mathematische Beweisen fiir den Kosinus

oder Sinus fehlt, dafiir aber das Folgern der korrekten Feldverteilung richtig ist, gibt dies einen
halben Punkt.)

Gesamt: 4
Da eine E,-Feldkomponente ungleich Null vorhanden ist, handelt es sich um eine E-Welle (1).

Da fiir die Wellenzahl k, = “* gilt, ldsst sich hieraus die Modenzahl m = 2 ablesen.

(E-Welle (1) + Modenzahl (1) + Erkldrung der Modenzahl (1))

Alternativ: Da die E_-Feldkomponente entlang y zwei Extrema aufweist, gilt fiir die Modenzahl
m=2.

Gesamt: 3 Punkte
Aus dem Induktionsgesetz V X E = —,u% = —jwuH ergibt sich

OE, JE,

H, P " 0%

: _|oE. oE.
_Jw/‘ Hy - 0z - ox (l)

OE,  JEx

H:) \o — %

Mit H, =0 (1/2)und d/0z = —j k. (1/2) lassen sich diese Differentialgleichungen vereinfachen
zu

j OE.  k;
= -—FE 4
T “)
k- j OE;
=*F - 5
=V wu wu Ox )
H. =0(1) (0)
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Analog erhilt man aus dem Durchflutungsgesetz Vx H = J + aa—];) = jweE (mit J = 0 da ideal
leitende Leiterplattenwénde)

oH, _ OH,

Ex dy 0z

: _ | 90H: _ 90H;
Jwe Ey —\| 6z T Tox (1)

9H,  OH,

E) \T - %

Und schlieBlich mit H, = 0 und d/0z = —j k, zwei Ausdriicke, welche jeweils das E- und H-Feld
miteinander verkniipfen

E=Yp 7
we€
k

Ey :__lex(]) )
weé

Einsetzen von Gleichung (6) in Gleichung (4) ergibt

~j9E: K
wu 0x  w?ue

H(l @)_;w&
=y -

C Wlue|  wp Ox
-
_ Wi aEz
= 1 k% ox
- ke
w?us
-] OE
Hy=—1222) o

Y wWue — k2 Ox

Das E-Feld lasst sich schlieBlich aus der Beziehung in Gleichung (6) ermitteln

E - k; —jwe OE;
= wEe a)zlug—k% ox
_jkz aEz
= 1 ]
wlue — k? 0x ()

Einsetzen von Gleichung (7) in Gleichung (3) ergibt

j 0E,  k:
_x:J_ — + s I:Ix(l)
wu 0y  w?ue
o L D I
-t wue|  wp dy
i
wu OE
_ wi =7
w?ue
j OE
Ho=—2 ") o
w?ue — k% 0y
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Das E-Feld lasst sich schlieBlich aus der Beziehung in Gleichung (7) ermitteln

T wewlus — k2 dy
—Jk. OE;

- wue — kZ 0y

Gesamt: 11 Punkte

d) Da der Parallelplattenleiter in die x—Richtung unendlich weit ausgedehnt ist, verdndert sich das
Feld nicht in x-Richtung (1). Dadurch gilt 9/dx = 0 (1) und die transversalen Feldkomponenten
vereinfachen sich zu

E,=0 Ey =

T Hy=0(1).
wue — k2 Oy

Gesamt: 3 Punkte

e) Aus Aufgabenteil d) bzw. mit den Maxwellschen Gleichungen, welche in Aufgabenteil ¢) gegeben
sind, lassen sich alle Feldkomponenten berechnen:

(2 :
E.(y.21) = Egsin (?) exp (j (@r = k:2))

Ex(yazat) :0
—jk:Ey 2m 2n )
Ey(y.2.1) = ——= = cos (—y exp (j (wr — k:2)) (1)
w-ue — k% a a
H:(y,2,1) =0
jwe  2rm 2y .
Ho(y.2.1) = — o= cos [ 22 | exp (j (wr - k:2)) (1)
w-pue — ki a a
I_‘Iy(y,Z,l) :0

Gesamt: 2 Punkte
f) siehe Abbildung 8

Je Feldkomponente (1)
Gesamt: 3 Punkte
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Abbildung 8: Realteil: Durchgiingige rote Linien. Imaginérteil: Gepunktete blaue Linien.
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Losung zu Aufgabe 3: GauBischer Strahl, Beugung & Strahlenoptik (25 Punkte)

a) Um das Fresnelsche Beugungsintegral als Fourierintegral zu schreiben, multiplizieren wir
zunichst das Argument der komplexen Exponentialfunktion im Integranden aus

(=) =y
27
Davon ausgehend konnen wir an

2
U(xy,)_JM‘//H U()Cy Z—O)GXp( (X x);'z(y y))dx’dy'

k
=5 (x +y2 = 2xx’ = 2yy +x2 +y ) (1).
Z

=1
folgende Umformungen durchfiihren (Einsetzen & Aufteilen Exponentialterme (1), Herausziehen
aus Integral (1), Einsetzen fiir k£ (1), Erhalt von Fourier-Term (1)):

00 2 2
= // U(x,y',0) exp (—jkx i

k 7”2 72
Y ) exp (j — (xx" + yy')) exp (—j k
z
2442 o0 + k
= exp - jk— // UK,y ,0) exp [—jk———] exp (j - (xx’+yy’)) dx’ dy’
. Z

y ) dx/ dyl

2z 27
2+ 2 00 /2+ ”
—exp [—jk 2zy // U, y',0) exp [-jiZ 2Zy exp (j27r(/%x'+/%zy’)) Ay’ dy’

2 42 oo +
= exp —jkx 5 Y // U(x',y',0) exp —jkx 5 4 exp (j 2 (éx" +wvy’)) dx’'dy’.
Z —oo z

Alternativ zu Einsetzen, Aufteilen und Herausziehen auch Zuordnung von f(x,y,z) bzw.
f(x’,y, z) moglich.

Das Integral (und damit auch der Ausdruck fiir U(x, y, z)) weist nun die Form eines Fourierinte-
grals auf. Wir erhalten also

exp (—jkz) exp (_jkx2+y2) |

Ulx,y,7) =
(x,y,2) =] = 2

: // U(x',y’,0) exp (—J k

Gesamt: 5 Punkte

7?2
Y ) exp (j 27 (éx" +vy')) dx'dy’

b) Wir erhalten die Fraunhofersche Niherung, wenn wir f(x’,y’,z) ~ 1 annehmen bzw. den

Exponenten — j k=—-— Vernach1a551gen (1). Diese Ndherung diirfen wir nur durchfiihren, wenn
der Betrag des besagten Exponenten viel kleiner als 27 ist (1) (akzeptiere auch Exponent — 0
bzw. x'% + y < z, nicht aber z — oo oder z > 0). Eine Ausnahme stellt der Fall dar, in dem
U(x’,y’,z = 0) vernachldssigbaren Beitrag liefert: Dann konnen wir diese strenge Forderung
unberiicksichtigt lassen, da der gesamte Integrand des Beugungsintegrals verschwindet (1). Wir
betrachten nun E,. Gilt x’2 + y’2 > wg, so nimmt E,(x’,y’,0) einen Wert kleiner gleich 1/e
an. Folglich ist E(x’,y’,0) fiir x> + y* > w? vernachléssigbar (1) und die Fraunhofersche
Niaherung gilt wenn
w2 2

=2 <2 — > 2 1
2z =7 > W
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Der letzte Punkt wird fiir die mathematische Formulierung der verallgemeinerten Giiltigkeitsbe-
dingung aufgrund von E,(x’, y,0) — O fiir x’* + y’* > w{ vergeben.

Gesamt: 5 Punkte

¢) Gilt die Fraunhofersche Naherung, vereinfacht sich das Beugungsintegral zu

Ex(X,y,Z) :J

exp (-] kz) Xt 4y?
FPUIEY xp =ik
P exp ( jh—;

) // "B, y'.0) exp (27 (&X' + vy)) di' dy’

Setzen wir nun fiir E(x’,y’, z = 0) ein, und teilen das Integral gemall dem Hinweis auf, erhalten
wir (1) (fiir die Aufteilung in Produkt zweier Integrale)

jexp (—jkz) Cox2+y?
PEPAIZE exp |- x(0) Y (y),
Az 2z

Ex(X,y,Z) =

wobei (1)

[oe] ,2
X(x) = / exp (_x_z) exp (j 2xex’) dx’ = VAwo exp (_ﬂzwg 62)
- w

0 0

00 ”
Y(y) = / exp (—y—z) exp (j2rvy’) dy’ = Vrwg exp (—JTZW% vz) .
- w

oo 0
Fiihren wir die Teilergebnisse wieder zusammen, erhalten wir

2

x2+y?

. exp (—jkz) .
Ec(x,y,2) =J7TW(2)p(/1—ZJ exp (—J k

) exp (—KZW(Z) (&% + vz)) (1)
v )

. 2.,,2
. ,exp(—jkz) L X4y TWo 2 2
:JT[WOT exp —_]k 27 exp _,12—22 (x +Yy )

2 2 kw2
_ L X7+
exp(—jkz)exp|—jk Y exp |— O X2 +yY)] .
2z 472

2
ot
27

Gesamt: 3 Punkte
2
d) Zunichst fiihren wir zg = % ein. Im Zuge der Fraunhoferschen Niherung haben wir gefordert,

dass

=— < 2r — 7> 7R

2
"o _
Z Z

gilt. Dementsprechend konnen wir im Zuge dieser Naherung die Parameter des GauB3schen
Strahls folgendermafen approximieren

2 z

<
w(z) =woq |1+ rwo— (1)
5 R

Z2
R(z):z(1+—§) ~z (1)
Z

G = arctan (i) ~ E. (1)
7R 2

18722 30. Mirz 2022, 15:05:13



Krimmer / Matalla / Randel Wintersemester 2021/22

Stellen wir nun £, mithilfe von zgr dar, erhalten wir

2 2
Ty )exp(—kzij(x%yz)). (1)

Der Vergleich mit dem GauB3schen Strahl zeigt mit kz_»zo = vf—gz ~ ﬁ dass wir unter Verwendung
der obigen Naherungen das Ergebnis aus Aufgabenteil c) erhalten: Fiir das korrekte Einsetzen

und Umformen jeder der drei Ndherungen je (1)

2 2 k 2 2
e [-i555 ) e Gea

k k 2 2
Niherungen — R exp (—jkz) exp (—%(}C2 + yz)) exp (—j M) exp (j z)
Z Z

27 2
. ZR . Ck(x?+y?) kzr
— _]? exp (—jkz) exp (—] 2 exp —Z—Z(X2 +y2) .

. Z . .
Ec(x,y,2) =] ?R exp (—jkz) exp (—Jk

M0 exp (—jkz) exp (—
w(z)

Alternative: Wir setzen direkt die Ndherungen in den Gauf3schen Strahl ein und formen diesen
Ausdruck anschlieBend so um, dass wir den Ausdruck aus c) erhalten. Dann entsprechend je (1)
fiir korrektes Anwenden jeder der drei Ndherungen sowie (1) fiir das abschlieBende Umformen.

Gesamt: 7 Punkte

e) w(z) beschreibt den 1/e-Strahlradius (1), R(z) den Kriimmungsradius der Phasenfront in
Abhingigkeit von z (1).

Gesamt: 2 Punkte

f) Beiz = L > zg betridgt der Kriimmungsradius der Phasenfront von E, unter der Fraunhoferschen
Néherung R(L) = L (1). Soll die Phasenfront nach der Linse keine Kriimmung mehr aufweisen,

so muss der Kriimmungsradius unendlich grofl werden und damit Riz = 0 gelten (1). Es folgt also
fiir die Brennweite der Linse

1 1
R—l—?:O [— f:RlzL. (1)

Letzter Punkt fiir korrekte Umformung nach f.

Gesamt: 3 Punkte
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Losung zu Aufgabe 4: Stufenindexfaser (25 Punkte)

a)

b)

c)

Da alle Medien in der Faser nichtleitend und raumladungsfrei sind gilt mit ¢ = pg (0.5) pro
Bedingung fiir £ und H
Et,l - Et,2 =0 Ht,l - Ht72 =0
n%En,l - n%En,z =0 H,1-H,2=0.
Damit sind alle Komponenten bis auf die Normalkomponente des elektrischen Felds an der
Grenzflache stetig.
Gesamt: 2 Punkte

Ist die normierte Brechzahldifferenz sehr klein, so ist nur fiir sehr groe Winkel die Bedingung
fiir Totalreflexion erfiillt (1) und der Wellenvektor und die Faserachse sind nahezu parallel zuein-
ander. Aufgrund der Rechte-Hand-Regel iiberwiegen dann die transversalen Komponenten des
elektrischen und magnetischen Felds (1). Alternativ zu Uberwiegen transversaler Komponenten:
LP-Moden (1)

Beriicksichtigen wir nun bei den Stetigkeitsbedingungen auch die schwache Fiihrung, konnen
wir zudem n?/n3 ~ 1 annehmen. Damit ist bei schwacher Fiihrung auch die Normalkomponente
des elektrischen Felds ndherungsweise stetig (1).
Gesamt: 3 Punkte
Die skalare Wellengleichung fiir £, lautet
0°E
Aby — et =

Da Ey in Zylinderkoordinaten gegeben ist und eine harmonische Zeitabhingigkeit (zeitliche
Ableitung j w) (1) aufweist, erhalten wir

1 8 aEy 1 azEy 02Ey (,()2
——|lp—|+S5—=+—+—E,=0.
pdp \" dp | p? de* 072 2

Betrachten wir zunéchst die partiellen Ableitungen separat:

li( aEy)=Ey,o exp(j £) exp (j(wr — k.2) % 9 (paR(”)) ()

pop \"op ap\" ap
1 ’E,  (j¢)? £2
—— = E,oR 14 i(wt —k.z2))=——E, (1
27 g 2 2r0 (0) exp(jLy) exp (j(wt — k;2)) il (1)
6’E, . . . 5
52 = (=jkz)" EyoR(p) exp(jly) exp (j(wt — k;z)) = —k; Ey. (1)

Setzen wir die einzelnen Ableitungen in die Wellengleichung ein und klammern soweit mog-
lich aus, erhalten wir ((1) fiir korrektes Einsetzen, (1) fiir Vereinfachen, letzter Schritt nicht
erforderlich)

Eyo expli€g) exp (j(w - k.2)) (li (paR(p)) + (k"‘ K2 - 5—22) R<p>) =0
pap ap P
10 ( dR(p) £?

T o B (T LR

9*R(p) = OR(p) _

P e g (8 k) 07 - 8) R(p) = 0.

Gesamt: 6 Punkte
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d)

f)

Da die Wellenzahlen £ im Kern und im Mantel verschieden sind, miissen wir zwei Fille
unterscheiden:

92 0
P IR p O s (242 - K2 >~ ) R(p) =0 p<a

0p?
3’R AR .
p2 Bp(zp) +p Ol(op) + ((n%kg - k%) p2 - 52) R(p) =0 p>a

Fiihren wir nun die Variablen 87 = ntkj — k2 und af = k2 — n3kj ein (je (1) fiir korrektes
Einsetzen gemil3 Fallunterscheidung), erhalten wir im Kern fiir R(p) die Besselsche und im
Mantel die modifizierte Besselsche Differenzialgleichung ((0.5) je korrekter resultierender DGL):

8%*R OR
o’ ap(Zp)+p aLp)Jr( Zp?-C) R(p)=0 p<a
2 9*R(p)

OR :
PGP 8l(op)—(at2p2+{’2) R(p)=0 p>a

Gesamt: 3 Punkte

Die Losungen im Faserkern bzw. im Mantel miissen fiir alle p < a bzw. p > a physikalisch
sinnvoll sein, d.h. sie miissen endliche Energie aufweisen. Folglich stellen im Kern nur die
Besselfunktionen erster Gattung, d.h. J,(B.p), sinnvolle Losungen dar (1), da die Besselfunktionen
zweiter Gattung bei p = 0 eine Singularitéit haben (0.5). Im Mantel stellen hingegen nur die
modifizierten Besselfunktionen zweiter Gattung, d.h. K;(ap) sinnvolle Losungen dar (1), da die
modifizierten Besselfunktionen erster Gattung fiir grole p divergieren (0.5).

Gesamt: 3 Punkte

Auf Basis der Uberlegungen in e) wihlen wir folgenden Ansatz fiir E, (1) (Faktoren A und B
bzw. zumindest einer davon entscheidend!):

AJe(Bp) p<a

E,(p,0,2) =E,0exp(jly) exp (j(wt — k,z .
Ey(p,¢,2) = Eyo exp(jLe) exp (j( Z)){BKg(a/tp) o> a
Die y-Komponente des elektrischen Felds kann in Abhéngigkeit von ¢ an der Kern-Mantel-
Grenzflache Tangential- oder Normalkomponente sein. Jedoch gehen wir von dem Fall schwacher
Fiihrung aus, weshalb die Tangential- und Normalkomponenten des elektrischen Felds néhe-
rungsweise stetig sind. Daher muss auch Ey in p = a stetig sein (1). Dementsprechend fordern
wir

AJi(Bia) = BKi(aua) ,

was z.B. fiir 1/A = J¢(Ba) und 1/B = K/(aqa) erfiillt ist. E, driicken wir dementsprechend
folgendermal3en aus (1)

Jé’(ﬁlp) < a
E -E L p . —k Je(Ba) P =
Ey(p,¢,2) = Eyo exp(j ly) exp (j(wf — kz2)) { K lop) :

Ke(awa) P =4

Die longitudinalen und transversalen Ausbreitungskonstanten sind allerdings weiterhin unbe-
stimmt. Diese konnen nur mithilfe einer weiteren Stetigkeitsbedingung, etwa der der Tangential-
komponente E, ermittelt werden (1).

Gesamt: 4 Punkte
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g) MitV = ako, '/n% — n3 erhalten wir im Fall von 4 = 1,55um V ~ 1,069 (1) und fiir 2 = 400 nm
V ~ 4,141 (1). Bei A = 4; ist also ausschlieBlich die LPy;-Mode, d.h. nur eine einzige Mode,
ausbreitungsfihig (1). Bei 4 = A, sind hingegen die LPg;-, LP;;-, LP3;- und LPy,-Mode
ausbreitungsfihig. Da die Moden mit £ > 0 zweifach entartet sind, sind also insgesamt sechs
Moden ausbreitungsfihig (1).

Gesamt: 4 Punkte
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