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Beispiele fiir Wellenleiter Q(IT

a Wellenleiter sind wesentliche Komponenten in einer Reihe von Anwendungen
wie der Kommunikationstechnik oder der Energieiibertragung.

u Beispiele fiir Wellenleiter sind:

Parallelplattenleitung

Dielektrische Platte

Hohlleiter

Optische Faser

Sommerfelddraht
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Maxwellsche Gleichungen in Wellenleitern Q(IT

a Im Folgenden betrachten wir Wellenleiter, die in z-Richtung unendlich aus-
gedehnt sind und deren Querschnitt sich in z-Richtung nicht veréndert.

au Wir betrachten dabei den quellenfreien Fall, d.h. Wellenleiter in denen weder
eingepragte Strome noch Raumladungen existieren.

a Bei harmonischer Zeitabhéngigkeit werden die Maxwellschen Gleichungen in
diesem Fall zu

V xH =jweE
VXE =—-jwuH
V-E =0
V-H =0

a Fiir leitende Medien kénnen wir dabei mit der komplexen Permittivitéit
e =¢[l —jK/(we)] rechnen.
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Gefiihrte Wellen in Wellenleitern Q(IT

Im Folgenden wollen wir fiir einen Wellenleiter mit gegebenem Querschnitt
die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen beschreiben.

Hierbei sind wir insbesondere an gefithrten Wellen interessiert, welche sich
ungeddampft in +z-Richtung ausbreiten

Wir konnen zeigen, dass im Fall von gefiihrten Wellen nur zwei der insge-
samt sechs Feldkomponenten voneinander unabhéngig sind. Die Maxwell-
schen Gleichungen stellen in unserem Fall also ein iiberbestimmtes Glei-
chungssystem dar.

In den meisten Féllen ist es zielfiihrend, die longitudinalen Feldkomponenten
E, und H, als gegeben anzusetzen und die transversalen Feldkomponenten
daraus abzuleiten.

Ein eleganter Losungsansatz ergibt sich mit der Einfithrung der Vektorpo-
tentiale A® und A, welche jeweils nur eine z-Komponente aufweisen. Die
Vektorpotentiale sind dabei als mathematische Hilfsgréolen zu verstehen.
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Vektorpotentiale fiir E- und H-Wellen Q(IT

a Alle Feldkomponenten lassen sich aus den Vektorpotentialen ableiten

_AE = Afez AH = Aﬁlez
HEZVXAE EH:VXAH
jweE?P =V x H —jwpH? =V x EA

a Da die Vektorpotentiale nur iiber Komponenten in longitudinale z-Richtung
verfiigen, folgt aus der Definition der Rotation, dass die Feldvektoren HZ
bzw. E¥ nur transversale Feldkomponenten aufweisen.

a Daher werden E-Wellen auch als transversal magnetische (TM) Wellen und
H-Wellen als transversal elektrische (TE) Wellen bezeichnet.

a Das gesamte elektrische bzw. magnetische Feld ergibt sich als Uberlagerung
von E-Welle und H-Welle zu

E=E +E¥ sowie H=H"4+HY
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Vektorfelder in kartesischen Koordinaten Q(IT

a In kartesischen Koordinaten ergeben sich die Feldkomponenten zu

0AE 0AE
HE _ z . — z
- y © ar Y
oAl oAl
EH _ z . — z
- dy © ar Y
ge_ 1 {021_45 92 AP

B ‘]75 0xdz €t 0y0z

ey + AtAzEez:|

g L [PAl oral

= z AcAle,
- —jwu[@x@ze +8y82ey+ t_ze}

a mit dem transversalen Laplace Operator

0? o?
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Vektorfelder in Zylinderkoordinaten Q(IT

a In Zylinderkoordinaten ergeben sich die Feldkomponenten zu

B _ laAzEe B BAfe
Tp 0 " 9 !

10AH oAl

EH P z Y
ST a0 T Tap
) 2 \E
g L {a Az 10!
jwe | Opdz p 000z
ai 1 {32415 19248

- z AAH .
8p82ep+p8¢8ze¢+ t_ze}

es + AtAfez]

—Jjwp

a mit dem transversalen Laplace Operator

0? 1 02

At=—+ 5=
t 3p2+p28¢2

29. Januar 2020 EMW WS19/20 8



Wellengleichung (I) Q(IT

a Aus der Definition der Vektorpotentiale und mit Hilfe der Maxwellschen Glei-
chungen folgt, dass

Vx EF = —jupH? = —jwp (V x AF)
VxHY =jueE"  =jwe (V x AT)

a Diese Gleichungen werden gelost durch

E¥ = —jwpA¥ + V¥
HT = jwe A" + Vol

wobei die Gradienten der Skalarpotentiale ¢ und ¢ die Integrationskon-
stanten bilden (beachte, dass V x (V¢) = 0).
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Wellengleichung (IT) Q(IT

a Bilden wir nun die doppelte Rotation iiber die Vektorpotentiale, so erhalten

WIr

Vx (VxAP)=V (V- -A") - AA" =V x H” = jweE”
Vx (VxA"T)=v (V- -A") - AA" =V x E = —jupuH"

a Mit obigen Ausdriicken fiir EZ und H¥ und der Lorenz-Eichung

V-AF =jweof
VAT = —joue”

sowie der Wellenzahl k2 = w?pue erhalten wir die Helmholtzgleichungen

AA" + A =0
AAT + AT =0
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Wellengleichung fiir gefiihrte Wellen Q(IT

a Wir wollen gefithrte Wellen beschreiben, welche sich ungeddmpft in
+z-Richtung ausbreiten. Dies ist der Fall fiir Vektorpotentiale der Form

AE :AzEez — Aftefjkzzez

AH :Afez :Agtefjkzzez

wobei Aft und Agt jeweils nur von den transversalen Feldkomponenten
abhéngen.

a Fiir die zweite Ableitung der Vektorpotentiale nach z ergibt sich damit
32 AE 82 AH

2AFE = 2AH
gz~ kAT wd e = kA

a Also gilt A = Ay — k? und mit K2 = k? — k2 ergeben sich aus den obigen
Helmholtzgleichungen die zweidimensionalen Helmholtzgleichungen

AtAzE’t + K2A2E7t - O
AtAgt + K2Agt =0
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Transversale Feldkomponenten (I) Q(IT

a Kommen wir nun nochmals zuriick auf die oben diskutierten Vektorfelder, so
erhalten wir mit Hilfe von A AF = —K2?AP bzw. A AH = —K2AH

K? K?
A_7=—A"  und E.=EF=_-j—AF

a Fiir kartesische Koordinaten ergibt sich

1 [, OFE, 0H,
Ew:jKQ _kz o +wua ]
1 -k OE. 3Hz]
VUGK2 7 Oy e
1 _k oH. 8Ez}
TTIK?2 | Oz Oy
_ 1 _k 8Hz+w€a_z:|
YU R2 7 0y Oz
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Transversale Feldkomponenten (II)

a Und fiir zylindrische Koordinaten gilt entsprechend

1 -k' 8_Z wpaH}
jK? |70 p 0
1 'kzﬁ -

CIK L 9 }

1 6H ws&E

K2 p 5(25]
1 k; aH

Tk | p 99 e 3 ]
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a Sind somit die longitudinalen Feldkomponenten E, und H, gegeben, so
kénnen wir somit sowohl in kartesischen als auch in zylindrischen Koordi-

naten die vier transversalen Feldkomponenten daraus ableiten.
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Separation in kartesischen Koordinaten Q(IT

a Da wie oben gezeigt, die longitudinalen Feldkomponenten proportional zu
den jeweiligen Vektorpotentialen sind, muss die skalare Wellengleichung
auch fiir £, und H, gelten. Im n#chsten Schritt gilt es nun also, die 2D-
Helmholtzgleichungen

Ath + K2Ez = 0 und AtHz + K2Hz = 0

im gegebenen Koordinatensystem zu l16sen.

a In kartesischen Koordinaten wird dafiir der Produktansatz gew&hlt
E.=XP@)YP(y)e %" und H, = X" ()Y (y)e I

a Eingesetzt erhalten wir fiir die E- und die H-Welle (hochgestellter Index sei
weggelassen) die Differentialgleichung
1 9’°X 1 9%y
X(z) 0«2 Y(y) 0Oy
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Karksruher Institut for Technologie

w Mit den Separationskonstanten k, und k, wobei K 2= k2 - kg = l_cg + Ei
ldsst sich diese separieren in die gewOhnlichen Differentialgleichungen

0%y
S gy =0

Losungen in kartesischen Koordinaten

%X (x)
Oz T

a Diese werden gelost durch

X(z) = a cos(k,x) + bsin(k,x) V ok, #0
apgx + bO V kx - O
bzw.
ccos(k,y) + dsin(k vV k 0
coy + do vV ky=0
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Separation in Zylinderoordinaten Q(IT
a In Zylinderkoordinaten wéhlen wir den Produktansatz
E. :BE(p)q)E(qs)e*jkzz und  H, :BH(p)(I)H(qS)efjkzz

a Mit der Definition des Laplace Operators in Zylinderkoordinaten erhalten
wir fiir die F- und die H-Welle (hochgestellter Index sei weggelassen) die
Differentialgleichung

1 10 aR(p)> 1 1 0%0(e) 9
=5\ |t 5= +K°=0
R(p) p9p (p dp p? ©(¢) 0¢?
Diese liisst sich mit der Separationskonstanten m? separieren in
9*R(p) IR(p)
2 K202 — m?2 _
R + pR(p) 9 T (K?p* —m?) R(p) =0
und
02®(9) 2 _
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Losungen in Zylinderoordinaten Q(IT

a Ublicherweise muss die Winkelabhingigkeit periodisch mit 27 sein. Daher
muss m eine ganzzahlige reellwertige Zahl sein und wir erhalten fiir die Win-
kelabhéingigkeit ®(¢) = ccos(me) + dsin(me)

a Fiir hat fiir rein reellwertige K = K wird die Gleichung fiir die radiale
Abhéngigkeit als Besselsche Differentialgleichung bezeichnet. Sie hat die all-
gemeine Losung

R(p) = aJm(Kp) + bNy (Kp)

wobei J,,(Kp) und N,,(Kp) als Besselfunktionen erster und zweiter Art
bezeichnet werden. (letztere werden auch Neumann Funktionen genannt).

a Fiir hat fiir rein imaginire K = jK' wird die Gleichung fiir die radiale
Abhéngigkeit als modifizierte Besselsche Differentialgleichung bezeichnet. Sie
hat die allgemeine Losung

R(p) = aln(K'p) + bKm (K p)
wobei I,,(K'p) und K,,(K'p) als modifizierte Besselfunktionen erster und

zweiter Art bezeichnet werden.
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Beispiel: Dielektrischer Rundstab Q(IT

Der dielektrische Rundstab (z.B. eine Glasfaser) ist ein zylindrischer Wellen-
leiter bei dem innerhalb eines Radius p < a ein dielektrisches Medium mit
€1, o und k = 0 vorliegt sowie fiir p > a ein zweites dielektrisches Medium
mit €9, pp und K = 0.

Typischerweise wird €1 > €2 gewéhlt, um eine ungegdmpfte Wellenausbrei-
tung geméaf dem Prinzip der Totalreflexion zu erméglichen.

Ausbreitungskonstante k1 = w/ger > k. > ko = w/Jioe2

Im Kern fiir p < a ist K? = k% — kz > 0 und somit K = K rein reell. Fiir
die radiale Abhingigkeit muss also die Besselgleichung erfiillt sein. Da die
Besselfunktionen zweiter Art bei p = 0 eine Singularitdt aufweisen, kommen
als physikalisch sinnvolle Losungen nur die Besselfunktionen erster Art in
Frage.

Fir p > a ist K2 = k2 - kg < 0 und somit K = j K’ rein imaginir. Fiir
die radiale Abhéngigkeit muss also die modifizierte Besselgleichung erfiillt
sein. Da die modifizierten Besselfunktionen erster Art fiir p — oo gegen
unendlich konvergieren, kommen als physikalisch sinnvolle Lésungen nur die
modifizierten Besselfunktionen zweiter Art in Frage.
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Beispiel: Dielektrischer Rundstab (II) Q(IT

a Im Kern fiir p < a ist K2 =1K%— kg > 0 und somit K = K rein reell. Fiir
die radiale Abhéngigkeit muss also die Besselgleichung erfiillt sein. Da die
Besselfunktionen zweiter Art bei p = 0 eine Singularitit aufweisen, kommen
als physikalisch sinnvolle Losungen nur die Besselfunktionen erster Art in
Frage.

a Fiir p > a ist K2 = k? — k? < 0 und somit K = j K’ rein imaginir. Fiir
die radiale Abhingigkeit muss also die modifizierte Besselgleichung erfiillt
sein. Da die modifizierten Besselfunktionen erster Art fiir p — oo gegen
unendlich konvergieren, kommen als physikalisch sinnvolle Losungen nur die
modifizierten Besselfunktionen zweiter Art in Frage.

u Fiir die Winkelabhéngigkeit beschranken wir uns, ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit auf Losungen den Fall ®(¢) ~ cos(mg).
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Beispiel: Dielektrischer Rundstab (III) Q(IT

a Damit erhalten wir fiir die tangentialen Feldkomponenten

=z

AT (Kp)cos(mp)e™ 7=V p<a
| A Ko (K p) cos(me)e k=2 ¥ p>a

oo BiJm(Kp)sin(mep)e k== ¥ p<a
T | BaKon(K'p) sin(me)e= %2 ¥ p>a

| A1 5 I p) + Bie g1, (Kp) | sin(me)e 352 v p<a

Ey = )

P [ K () + Ba g KL (K p)| sin(mo)e1B5 ¥ pza
o[BI (K e) + A () costm)e Y p<a
1y =

—J [ Bo s Ko (K'p) + A28 K, (K'p) | cos(ma)e™ %2 v p>a
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Beispiel: Dielektrischer Rundstab (IV Q(IT

a An der Grenzflache, d.h. bei p = a, miissen die tangentialen Feldkomponenten
stetig inenander {ibergehen.

m Daraus folgt fiir £, mit £ = Ka und n = K'a

AlJm(&) = AZKm(n)

= und fir H,
B1Jm(§) = B2 Ky ()
w und fiir Fy
mk, w T [ mk, w
[A12Jm(§) + B g (©)] = | AT Ko () +B2M0K;n(n)}
3 3 | n
= und fiir Hy

B + A (0| = | B Ko ) + A )
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Beispiel: Dielektrischer Rundstab (V) Q(IT

m In Matrixschreibweise erhalten wir damit

I (€) 0 —Kon(n) 0 Ay 0
0 I (€) 0 —Km(n) | |Bi| _ |0
BT (€) TN —mEEK(n) KL (n)| | As 0
e Kn(n)] B2 0

SLTLE) HEdale) K -

a Damit dieses Gleichungssystem eine Losung besitzt, muss seine Determinante
Null ergeben. Daraus ergibt sich die charakteristische Gleichung

(Kuld) 2 B0 (Kl IS0

Kn® ey K Jm(©® Km(® K Jm(®

— mk ’ 1 K7/2 ’
-~ \W2upeaK'a K?
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Beispiel: Dielektrischer Rundstab (V) Q(IT

a Fiir den Fall m = 0 wird die linke Seite der charakteristischen Gleichung
Null. In diesem Fall ergeben sich E-Wellen, fiir

KyO oo K RO _,
Ko(ﬁ) €9 K Jo(ﬁ) o

und H-Wellen, wenn

Ko(§) K @) _
<K?)<5> R ﬂ(s)) =0

a Fiir m > 0 ergeben sich keinen reinen F- oder H-Wellen, sondern sogenannte
hybride Moden. Je nachdem ob die longitudinale Komponente des H-Feldes
oder des E-Feldes dominiert werden sie als EH- oder als H E-Wellen bezeich-
net.
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Feldlinien AT

Karksruher Institut for Technologie

a Feldlinien fiir ausgew#hlte Moden

QOWY
{

TEa TEo2 TMo

=

L=
2N
=Y

21
EH1, HE;

(b) 2-D electric field patterns i a cross section
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Dispersionsdiagramm AT

Karksruher Institut for Technologie

a Normierte Ausbreitungskonstante k, = /3 {iber der normierten Frequenz V'

m

Blk —
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