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Vorlesungsinhalte

1. Rand- und Stetigkeitsbedingungen
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Einfiihrung

a Bislang haben wir stets die Ausbreitung von Wellen in homogenen Medien betrachtet.

a Allerdings ist es etwa fiir die Dateniibertragung von groBem Interesse, die Ausbreitungsrichtung
elektromagnetischer Wellen vorzugeben.

® In diesem Fall verwenden wir anwendungsspezifisch entworfene inhomogene Medien, sogenannte
Wellenleiter.

@ Mochten wir verstehen wie und weshalb die Fithrung von Wellen durch solche Wellenleiter moglich ist,
miissen wir zunichst ihr Verhalten an Materialgrenzflachen (welche in inhomogenen Medien
unvermeidlich sind) untersuchen.
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Stetigkeit der tangentialen Feldkomponenten

Medium 1

R SR SR SRR SRR VA N7 SRR SRR RN SRR
Sl s Mediume 20

a Wegen h — 0 verschwinden die Verschiebungsstromdichte und der magnetische Fluss aufgrund der
Stetigkeit. Es folgt mit der obigen Abbildung aus dem Durchflutungs- bzw. Induktionsgesetz, dass

%H'dS:Hl'Asl—}-Hg'ASQ:/J‘dF:i/AS — Ht,l_Ht,QZi/
s F

%E'dS:El'A51+E2'AS2:0 — Et,l_Et,ZZO

® Hierbei sind Hy 1, Ey 1 und Hy o, E¢ o die tangentialen Feldkomponenten an der Grenzflache in
Medium 1 bzw. Medium 2 und ¢’ bezeichnet einen méglichen Oberflachenstrom (bzw. Strombelag).
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Stetigkeit der normalen Feldkomponenten

AF,

Medium 1

a Mit der obigen Abbildung und dem GauBschen Gesetz sowie der Quellenfreiheit des Magnetfeldes gilt

%DdF:DlAF1+D2AF2:/pdV:O’AF — Dnyl—Dn’QZU
(0] \%

%B-dF:Bl-AF1+B2'AF2=O = Bn1—Bh2=0
O

® Hierbei sind Dy 1, Bn1 und Dy 2, By 2 die normalen Feldkomponenten an der Grenzfliche in Medium 1
bzw. Medium 2 und o bezeichnet eine mégliche Flachenladungsdichte.

6/33 24. November 2021 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 07 | Wintersemester 2021 /22 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Randbedingungen

® |st Medium 2 ideal leitend (d.h. Leitfahigkeit x — oo bzw. Relaxationszeit T, — 0), so verschwinden
die Felder und die zuvor beschriebenen Stetigkeitsbedingungen werden zu

Ht,l =4 y Et,l =0, Dn,l =0, Bn,l =0

® In diesem Fall werden die Stetigkeitsbedingungen auch als Randbedingungen bezeichnet.
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2. Reflexion und Brechung ebener Wellen
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Reflexion und Brechung

® Betrachtet werde eine einfallende Welle (e), welche sich an einer in der zy-Ebene liegenden Grenzflache
zwischen zwei homogenen Medien in eine reflektierte Welle (r) und eine transmittierte Welle (t) aufteilt.

H1,€1, K1
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Reflexion und Brechung

® Betrachtet werde eine einfallende Welle (e), welche sich an einer in der zy-Ebene liegenden Grenzflache
zwischen zwei homogenen Medien in eine reflektierte Welle (r) und eine transmittierte Welle (t) aufteilt.

Qe

"y
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Reflexion und Brechung

® Betrachtet werde eine einfallende Welle (e), welche sich an einer in der zy-Ebene liegenden Grenzflache
zwischen zwei homogenen Medien in eine reflektierte Welle (r) und eine transmittierte Welle (t) aufteilt.

- V\y\\
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Reflexion und Brechung

® Betrachtet werde eine einfallende Welle (e), welche sich an einer in der zy-Ebene liegenden Grenzflache
zwischen zwei homogenen Medien in eine reflektierte Welle (r) und eine transmittierte Welle (t) aufteilt.

Qe

Qr
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® Wir nehmen an, dass beide Medien frei von Raumladungen sind (p = 0) und dass es sich bei allen drei
Wellen um ebene Wellen handelt. In komplexer Zeigerschreibweise haben diese somit die Form

. B 1

Ee(ra t) = E(),e ej(wet ker) He(ra t) = Z [ek,e X Ee(ra t)]
. 1

Er(rat) =Eo, edlrt=kr) Hr(r,t) = Z [ek,r X Er(r7 t)]
. 1

Et(rat) = EO,t eJ(wttiktr) Ht(rﬂf) = ?2 [ek,t X Et(I',t)}

® Dabei ist die einfallende Welle durch ihren Amplitudenvektor Eg ¢, ihre Kreisfrequenz w, und ihren
Wellenvektor k. = k1 e, mit Ausbreitungsrichtung e;, . gegeben.

® [m Folgenden wollen wir die entsprechenden GroBen der reflektierten und der transmittierten Welle
herleiten.
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Wellenvektoren in der Einfallsebene

® Bei gegebener Kreisfrequenz w sind die Medien charakterisiert durch ihre komplexe Wellenzahl

— 1 /.2 _i A i — [
k= =+\/w?ue (1 j we) bzw. den komplexen Wellenwiderstand Z = .

@ Die jeweilige Ausbreitungsrichtung ist gegeben durch die Einheitsvektoren

0 0 0
€ce = | sin(ae) | » €kr=| sin(ay) und  eg: = | sin(ay)
cos () —cos(ay) cos(ay)

a Die Wellenvektoren ergeben sich somit zu
ke = ]_flek,ea k. = Ijlek,r und k= ]_€2ek,t
® Die Einfallsebene ist die Ebene, in der die drei Wellenvektoren k., k, und k, liegen (hier yz-Ebene).
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® An allen Punkten rg = (z, y, 0) auf der Grenzflache in der xy-Ebene miissen die
Stetigkeitsbedingungen zu jeder Zeit erfiillt sein.

® Fiir die tangentialen Feldkomponenten ergeben sich somit in Abwesenheit von Oberflichenstrémen (d.h.
i’ = 0) die Beziehungen

[Ec(ro,t) + E(ro,t)] x e, = Ee(ro,t) X e,
[He(ro,t) + He(ro,t)] x e, = He(ro,t) X e,

® Fiir die normalen Feldkomponenten folgt fiir den Fall verschwindender Oberflichenladungsdichten (d.h.
o = 0), dass

€1 [Ee(ro,t) + Ec(ro,1)] - e, = e2E¢(ro,t) - e,
+ Hr(r07 t)] ey = /’LQI:It(r(]v t) c €y
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Reflexionsgesetz

® Damit diese Stetigkeitsbedingungen zu jeder Zeit und an jedem Punkt auf der Grenzflache erfiillt sein
konnen, miissen zunachst einmal alle drei Exponentialterme identisch sein.
® Dies bedeutet einerseits, dass

We = Wy =W = w,
und andererseits, dass
ke -rg =k, -ro =k - 10.
@ Aus der Bedingung k. - rg = k; - ro folgt
k1 sin(ae)y = k1 sin(ay)y

und somit das Reflexionsgesetz (, Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel*)

Qe = Qi

13/33  24. November 2021 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 07 | Wintersemester 2021/22 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Snelliussches Brechungsgesetz

@ Aus der Bedingung k, - rg = k¢ - rg und mit a; = @e = o, und as = oy folgt
kisin(aq)y = ko sin(as)y bzw. das Snelliussche Brechungsgesetz

SiIl(Oq) o :ijg

sin(ag) Ky

® Sofern ay und «y reellwertige Winkel aus dem Intervall [0, /2] sind, lasst sich das Brechungsgesetz
nur anwenden, wenn das Verhaltnis ko /k reellwertig ist.

® Ferner muss in diesem Fall gelten, dass

k k
sin(al):ﬁsm(az)e[q,u und sm(az):ism(al)em,u

® Wird allerdings die Definition der Sinusfunktion auf komplexwertige Argumente v = Ve + j Yim
erweitert, gemaB sin(y) = %2 (e2 —e™17) = sin(7re) cosh(Yim) + j c08(7re) sinh(7im), so lasst sich

das Brechungsgesetz auch auf den Fall beliebiger komplexer Wellenzahlen k; und k2 anwenden.

14/33  24. November 2021 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 07 | Wintersemester 2021/22 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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® Um die Amplituden der reflektierten und der transmittierten Welle zu bestimmen, werden diese
zunachst in zwei orthogonale Polarisationskomponenten aufgeteilt

Ee(r7 ) |:E(gse)ese+E(() ep :|e](wt ker)
Er(r7t) {E(S)esr 4 E(g )e }ej(wt—lf,r)

E.(r,t) = [Eé‘ft)es,t n E{(){?ep‘t} oi(wt—lr)

® Dies ist zum einen die senkrechte (s) Polarisationskomponente in z-Richtung (es; = e;) und zum
anderen die parallele (p) Polarisationskomponente in Richtung der Einheitsvektoren e, ; wobei
i € {e,r,t}. Diese beiden ergeben mit der Richtung des Wellenvektors ein Rechtsschraubensystem, d.h

€k, X € = €p;
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Senkrechte und parallele Polarisation (1)

a Die drei Vektoren lassen sich stets - relativ zur Einfallsebene - in senkrechte und parallele
Polarisationsanteile aufspalten.

- €s.e

-y
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Senkrechte und parallele Polarisation (I11) ﬂ(IT
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@ Fir die hier betrachteten ebenen Wellen erhalten wir somit

0 0 0
€= cos(ar) |+ €pr=|—cos(a) und ey = | cos(asz)
—sin(ay) —sin(ay) —sin(aw)

® Die magnetischen Felder ergeben sich zu

1 .
I:Ie(l‘,t) = Z [E(()?e)ep,e - Eé{)e)es,e} eJ(‘*’t*ker)

1 S i(wt— r
Hr(r’t) = 7. {E((J,r)epyl’ - —(gz,)r)es,r} (wt—kr)

£i]

1 s it
Ht(r7t) — ?2 [Eé’t)ep’t — E(();?t)es,ti| eJ( t—kr)

17/33  24. November 2021 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 07 | Wintersemester 2021/22

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Vorlesungsinhalte

3. Fresnelsche Formeln
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Senkrechte Polarisation (1)

@ Durch das Reflexionsgesetz und das Snelliussche Brechungsgesetz ist bereits sichergestellt, dass die
zeitliche und die rdumliche Abhangigkeit der drei ebenen Wellen auf der Grenzflache identisch ist.

® Betrachten wir zunachst die senkrechte Polarisation, so muss gelten
Eroe+ Eror=Ero0t, und Hyoe+ Hyor=Hyoz
® Da das senkrecht polarisierte elektrische Feld nur eine x-Komponente hat gilt also

By + By =BG

,€
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Senkrechte Polarisation (1) ﬂ(IT
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a Die tangentialen Komponenten des mit dem senkrecht polarisierten elektrischen Feld verkoppelten
magnetischen Feldes ergeben sich aus der Projektion

1 1 .
Hyoe= ZEé’ere e, = A cos(al)Eé’e
1 s 1 s
Hyor= ZE((),,)ep Py = — X COb(%)EéJ
1 1 .
Hy 0,t — ZEést)ep,t €y = 72 COS(CI{Q) r ((),t)

® Aus der Stetigkeitsbedingung erhalten wir also

1 1
— B _ 2 (s) _ ~ (s)
7 cos(a) By, Z cos(a1)Eyy Z cos(aa)Epy
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Senkrechte Polarisation (I11) ﬂ(IT
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® Wir definieren den Reflexionsfaktor rs und den Transmissionsfaktor ts (fiir senkrechte Polarisation) als

E(S) E(S)
re = =0,r und to = 0,t

ES) Ef)

® So erhalten wir aus den obigen Gleichungen

1+rs=1ts und Zscos(ar)(l—rs) = Z; cos(asg)ts

® Nach gegenseitigem Einsetzen wird daraus

_ Zycos(ay) — Zy cos(an) und f. — 275 cos(ay)
“* Zycos(ay) + Z cos(aw) = Zycos(ay) + Zy cos(an)
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Parallele Polarisation (1)

@ Betrachten wir parallele Polarisation, so lauten die Stetigkeitsbedingungen
Ey,O,e + Ey,O,r = Ey,O,t und HJ;,O,e + Hw,o,r = Hx,O,t
a Hierflir miissen wir nun das elektrische Feld auf die Grenzflache projizieren, gemaB

Eyo.e= E(()z,je)epye Tey = E(()pe) cos(a)

Ey’O,r = ‘—E((Jz,)r)epyf "€y = —L (g?r) COS(al)

Eé’ft) cos(az)

Eyor= E(gI,Jt)ep,t "€y
a Es folgt also

B cos(ar) — B cos(ar) = B cos(as)
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Parallele Polarisation (I1) ﬂ(IT
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@ Fiir die entsprechenden Komponenten des magnetischen Feldes gilt

130 = _Zl Eéf)e)
L o)
Heo, = P
0, _Zl =0,r
1
Hoow= =5 B
a Es folgt also
L ) L L )
—EP = _F
Z, 0 T g R0 T g
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Parallele Polarisation (111)

® Wir definieren den Reflexionsfaktor r, und den Transmissionsfaktor t, (fiir parallele Polarisation) als

® Damit erhalten wir aus den obigen Gleichungen
Zy

(1 —rp)cos(ar) =tpcos(az) und (147r,) = ‘Z—tp
2

a Nach gegenseitigem Einsetzen folgt daraus
2Z
und t, = 22 cos() .
Z1 cos(ay) + Zo cos(aw)

. Z1 cos(ay) — Z cos(a)
P Zicos(ay) + Zs cos(an)

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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Fresnelsche Formeln
® Nichtleitende Medien (x = 0) werden haufig durch ihren Brechungsindex n = /i€, charakterisiert. Es

gilt
Z
Z:\/?:ZO [1e _ Zop
€ Er n

® Sind nun beide Medien nichtleitend und gelte ferner 111 = ps, so lassen sich die Reflexions- und
Transmissionsfaktoren schreiben als

nq cos(ay) — ng cos(az) ng cos(ay) — ng cos(az)
= T =
* nycos(ay) + ng cos(as) P ngcos(ar) + ny cos(az)
B 2n4 cos(ay) . 2n4 cos(ay)
lp =

~ nycos(ay) + ng cos(az) ng cos(ay) + ny cos(az)
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Fresnelsche Formeln: Beispiel A
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® Fiir den Ubergang von einem Medium mit n; = 1 (d.h. Vakuum) in ein Medium mit ny = 1,333 ergibt
sich aus dem Brechungsgesetz und den Fresnelschen Formeln folgendes Verhalten:

Senkrechte Polarisation Parallele Polarisation

Brechungswinkel

= 90 T T
N
S]
3 60 1 5
£ N
3 S
o /
g 30 - X Ts
5
e
) I il -1 I il
0 30 60 90 0 30 60 90

Einfallswinkel a1 [°] Einfallswinkel a1 [°]

Koeffizient

30 60 90

Einfallswinkel a1 [°]

® Beachte, dass ay < a7 gilt und alle Koeffizienten reellwertig sind. Bei paralleler Polarisation andert sich

das Vorzeichen des Reflexionskoeffizienten.
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Fresnelsche Formeln: Beispiel B

® Fiir den Ubergang von einem Medium mit n; = 1,333 in ein Medium mit ny = 1 ergibt sich:

Brechungswinkel Senkrechte Polarisation Parallele Polarisation

27/33

— 90 w
g 21 |t 2
T 60| 1 E - . £ N
5 © 0 . N N © 0 Fome y e \\ T
D 30l 48 | S 9 [T N '
2 Sy ofey M SICAEICRI L p
g ,
o ! il _9 ! DE{LS} _9 ! Rirp}
0 30 60 90 0 30 60 90 0 30 60 90

Einfallswinkel oy [°]

Einfallswinkel a1 [°]

Einfallswinkel a1 [°]

® Beachte, dass as > «ay gilt. Ab einem Grenzwinkel werden die Koeffizienten komplex. Bei paralleler
Polarisation andert sich das Vorzeichen des Reflexionskoeffizienten. Der Realteil des
Transmissionskoeffizienten kann Werte groBer Eins annehmen.
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Grenzwinkel der Totalreflexion

® Beim Ubergang von einem Medium mit hdherem Brechungsindex (optisch dichter) zu einem Medium
mit geringerem Brechungsindex (optisch diinner), kann - in Abhangigkeit von dem Einfallswinkel
gegeniiber der Grenzflichennormalen « - Totalreflexion auftreten.

Das Snelliussche Brechungsgesetz lasst sich fiir a; = ayir schreiben als

. ny .
sinag = — sin iy = 1.
n2

Fir Winkel a1 > augir wird keine ungedampfte Welle transmittiert, d.h. wir beobachten Totalreflexion.
Der kritische Winkel it lasst sich berechnen als

. n2
Qlkrit — arcsin nf .
1

= Beim Ubergang von Wasser (n; = 1.333) zu Luft (n = 1), erhalten wir fiir den kritischen Winkel
Qrit = arcsin (nQ> =~ 48,60° .
ny
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Visualisierung der Totalreflexion

Abbildung: Michael J. Stahl, CC BY-SA 4.0 https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0, via
Wikimedia Commons
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Brewsterscher Polarisationswinkel

® Zusammen mit dem Snelliusschen Brechungsgesetz erhalten wir fiir r, = 0 also

ny _ cos(ag) _ sin(ay) sin(ag) cos(ag) _ sin(2az) _1
ny  cos(ar)  sin(ag) sin(aq) cos(aq)  sin(2aq)

T _

® Diese Gleichung hat die triviale Losung a2 = 1. Eine weitere Lésung ist az = 5 — a. Damit ergibt

sich
n2 _ sin(on) = sin(a1) =tan(e;) = 1 =atan 2
ny  sin(§ —ag)  cos(aq) ny

@ Dieser Winkel a; heiBt Brewsterscher Polarisationswinkel. Von einer beliebig polarisierten Welle, die
unter « einfallt, wird also nur die Feldkomponente reflektiert, die senkrecht auf der Einfallsebene steht.
Die reflektierte Welle ist senkrecht polarisiert.
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Anwendung in der Fotografie

® Wahrend das einfallende Sonnenlicht unpolarisiert ist, ist das von der Wasseroberflache unter dem
Brewesterschen Polarisationswinkel reflektierte Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisiert. Wird der
Polarisationsfilter so ausgerichtet, dass er nur die parallele Polarisation durchlasst, so verschwinden die
Reflexionen vollstandig.
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Vorlesungsinhalte

4. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten ﬂ(IT
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® Welche tangentialen bzw. normalen Feldkomponenten (nicht) stetig sind und wie sich die
zugrundeliegenden Beziehungen herleiten lassen.

® Dass wir elektromagnetische (ebene) Wellen an einer Grenzflache in einen einfallenden, reflektierten
und transmittierten Anteil zerlegen konnen.

a Welche Annahmen bei der Herleitung des Reflexions- und Brechungsgesetzes getroffen wurden.

® Nach welchem Kriterium zwischen senkrechter und paralleler Polarisation unterschieden wird.

® Wie die Polarisation (senkrecht bzw. parallel) den Reflexions- und Transmissionsfaktor beeinflusst.
a Unter welchen Bedingungen Totalreflexion auftreten kann.

a Welche Bedeutung der Brewsterwinkel hat.
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