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1. Paraxiale Naherung und Strahlwellen
2. Optische Elemente (Linsen, Spiegel, etc.)

3. Was Sie gelernt haben sollten
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1. Paraxiale Naherung und Strahlwellen
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Strahlwellen e

a Bislang haben wir fiir die Wellenausbreitung in homogenen Medien stets ebene Wellen oder
Kugelwellen betrachtet.

a Dass Wellen - wie fiir ebene Wellen und Kugelwellen bislang angenommen - senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung unendlich ausgedehnt sind, gilt meist nur in erster Nadherung.

a Wellen nehmen haufig die Form einer Strahlwelle an, d.h. senkrecht zur Ausbreitungsrichtung besteht
eine begrenzte Feldausdehnung.

® Dabei muss weiterhin die Helmholtzgleichung gelten
AU+ kU =0

® In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass die Ausbreitung von Kugelwellen in hinreichender
Entfernung von der Quelle durch die Fresnel Naherung beschreibbar ist.

a Das Analogon zur Fresnel Ndherung des Beugungsintegrals ist die paraxiale Ndherung der
Helmholtz-Gleichung, welche wir im Folgenden betrachten.
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Paraxiale Naherung in Zylinderkoordinaten
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@ Wir wahlen fiir eine sich in +2-Richtung ausbreitende skalare FeldgroBe den Ansatz
Ulp, d,2) = Ust(p, @, z) exp(—j kz), wobei die Amplitude ¢ sich nur langsam mit z dndere.

® Setzen wir diesen Ansatz in die Helmholtzgleichung in kartesischen Koordinaten ein, ergibt sich die
partielle Differentialgleichung

Lo (0N 10 O 00
pOp pap p% 092 022 TN T

® Aufgrund der langsamen Anderung von ) mit z wird bei der sogenannten paraxialen Niherung die
zweite Ableitung nach z vernachlassigt und es folgt die vereinfachte Differentialgleichung

s \"3p) TR agr 1% a. =0

® Eine triviale Losung dieser Differentialgleichung ist ¢ = const, also die ebene Welle.
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Separation der Variablen

@ Zur Lésung der paraxialen Helmholtzgleichung wahlen wir zunachst den Produktansatz

¢(p7 ¢a Z) = d)[’(pa Z)w¢(¢)

® Setzen wir diesen ein und teilen beide Seiten durch v so gilt

L10 (00), 110 100
Uy pOp dop? 007 17y, 0z

a Mit der Separationskonstanten m werden daraus die Gleichungen

=0

19 ( 0, 9y _
wx%ﬂ 12k — e =0
1 9%y
2 gz e =0

6/20 8. Dezember 2021  Sebastian Randel: EMW Vorlesung 09 | Wintersemester 2021 /22 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Losungsansatz: GaulB3scher Strahl

® Als nachstes wahlen wir nun fiir 9, den Ansatz

o2 16 (378 Yo (- o (-0

® Durch Einfiihren der GroBe

12
4z " R() T r?(2)
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Losung der paraxialen Helmholtzgleichung (1)
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® Dann erhalten wir (Argumente der Ubersichtlichkeit halber weggelassen)
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® Dann ergibt sich aus pap (pal;pp") — 2]{;3% ma, =0
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Losung der paraxialen Helmholtzgleichung (1)
@ Diese uniibersichtliche Gleichung, kénnen wir mit { = % Uberfithren in

Ch(C) + (L= QR'(C) + Ah(¢) = 0

Dies ist die Laguerresche Differentialgleichung, welche fiir nichtnegative ganzzahlige A |6sbar ist.

Ihre Losungen sind Laguerre Polynome der Ordnung A. Fiir A =0 gilt h = 1.

Voraussetzung ist, das folgende Gleichungen gelten

L ff om iA
'—1]=0 und |:—|—— :|: und |:w/_:|:
e | ) V2kwp q V2kp

[T
Die Giiltigkeit dieser drei Gleichungen wollen wir im Folgenden betrachten.
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Losung der paraxialen Helmholtzgleichung (111)
® Damit die obige Gleichung erfiillt sein kann, muss einerseits [g’ — 1} = 0 gelten, also
g/:l — g(z):z+g0
® Der Fleckradius w(z) sei als 1/e-Radius definiert. Daher muss mit wy = w(z = 0) gelten, dass

kw2 1 2 2 kwg
i wy 7jk7w§ = R(z:())%ooundg():j%:jzR

=1 — = — _— =
R(z=0) Jk:wg

1
240 @
® wobei 2r = kw3 /2 als Rayleigh-Linge bezeichnet wird. Damit ergibt sich dann
! 1 z R 2

q(2) T Z4jzm 22+ 23 _J22—|—z§ - R(2) _kaQ(z)

@ Daraus erhalten wir

22 + 22 22 2(22 + 23) 22
R(z):ZR:z<1—|—Z§> und  w(z) = TRZ’LUQ 1—|—¥

® Bei der Rayleigh-Lange z = zg hat sich der Fleck also um den Faktor v/2 verbreitert.
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Parameter des GauBBschen Strahls
W= \/EWQ W= féwo Phasen-
| e—— 27, ; fron_tep

2w,
Strahl-
i Taille
Z=-2, z=0 2=12,

Abbildung: Langsschnitt durch einen GauBschen Strahl.
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Parameter des GauBBschen Strahls

Strahlradius Kriimmungsradius der Phasenfront

z/zg z/zg
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Losung der paraxialen Helmholtzgleichung (1V) ﬂ(IT
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m Betrachten wir der Einfachheit halber A = 0 und m = 0, dann muss weiterhin erfillt sein, dass

g f

22+ 23

® Daraus folgt, dass f(z) = exp (—j P(z)) mit

z s ) 1 2 2
l_D(Z)Z—/ %dz’:—arctan (z) —j§1n (ZR_ZZ ) = —arctan (Z> +jln( wo >
0o 2 2R 2R Z <R

R w(2)
® Damit erhalten wir desweiteren mit der sogenannten Gouy-Phasenverschiebung ¢¢(z) = arctan (i)
_ _Wo  _ige(z)

a Die Gouy-Phasenverschiebung hat zur Folge, dass sich das Vorzeichen dreht, sobald der Strahl seinen

Fokuspunkt tberschreitet.
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GauBsche Strahlwellen

a Mit den obigen Betrachtungen erhalten wir fiir den und m = 0 und der Stetigkeitsbedingung
V5 (0) = g (2)
V() =1

® Desweiteren gilt dafir fiir die Grundmode, d.h. fiir A = 0 mit den obigen Ergebnissen

6(pr2) = 2 exp (LY e (<l ) e (102

GauBscher Fleck Phasenkrimmung Gouy-Phasenverschiebung

® Fir A€ {1,2,...} und m € {=\,..., A} erhalten wir Wellen héherer Ordnung.

® GauBsche Strahlwellen sind, wie ebene Wellen, transversalelektromagnetische (TEM) Wellen.
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GauBsche Strahlmoden hoherer Ordnung
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2. Optische Elemente (Linsen, Spiegel, etc.)
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Durchgang durch optisches Element e i o

Lineare optische Elemente, wie Linsen und Spiegel, kdnnen jeweils durch eine sogenannte ABCD-Matrix
beschrieben werden.

® Gegeben sei ein GauBscher Strahl an der Stelle z = z; mit g1 = ¢(21), d.h.

1 1

) R ke

® Am Ausgang eines optischen Elementes mit den Parametern A, B, C und D, bei z = 29, gilt dann
( Agp + B
— z - =
£=052) = 00, + D

ABDC-Matrizen kaskadierter Elemente kdnnen aufmultiplizert werden.
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ABCD-Matrizen

AIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Translation

diinne Linse

sphirischer Spiegel

sphérische Grenzflache

10
mam
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3. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten
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