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Vorlesungsinhalte

1. Einleitung
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Einleitung

® Reale Medien weisen unter dem Einfluss elektromagnetischer Felder dispersives Verhalten auf, d.h. die
Reaktion des Mediums auf das Feld hangt von dessen Schwingungsfrequenz ab.

® Dieses dispersive Verhalten entsteht durch die Masse (Tragheit) der Elementarteilchen, lonen oder
Molekiile, welche die Reaktion auf angelegte zeitvariable Felder verzogert.

@ Auch braucht das Medium wieder eine gewisse Zeit nach dem Ausschalten des externen Feldes, bis es
wieder in Ruhe ist.

a Wie wir sehen werden, werden in Folge der Dispersion sich im Medium in Form von
elektromagnetischen Wellen ausbreitende Signale verzerrt.

a Da die Abhangigkeit eines Mediums von zeitvariablen magnetischen Feldern meist viel kleiner ist als die
Abhangigkeit von elektrischen Feldern, beschranken wir uns in dieser Vorlesung auf letztere.
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2. Elektrische Polarisation bei schnell veranderlichen Feldern
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Elektrische Polarisation

® |n Vorlesung 1 haben wir bereits diskutiert, dass die elektrische Polarisation makroskopisch die
Wechselwirkung eines (dielektrischen) Mediums mit einem externen elektrischen Feld beschreibt.

a Im Fall eines linearen, isotropen und ndherungsweise gedachtnisfreien Mediums haben wir die
elektrische Polarisation dabei mittels der elektrischen Suszeptibilitat definiert als

P=cyx.E.

a Zwar kénnen wir in vielen Anwendungsfallen vereinfachend annehmen, dass die Reaktionszeit des
Mediums deutlich kiirzer ist als die Anderungszeit des elektrischen Feldes (Gedichtnisfreiheit); bei
schnell-veranderlichen Feldern gilt diese Ndherung jedoch oftmals nicht.

® Um die Reaktionszeit des Mediums zu beriicksichtigen, definieren wir nun mit der zeitabhangigen
elektrischen Suszeptibilitat X.(t) die elektrische Polarisation gemaB

oo

P(r,t) =« / Xe(T)E(r,t — 7)dT.

—0o0
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Frequenzabhingige elektrische Suszeptibilitat (1)

® Da jedes reale Medium erst ab dem Moment auf ein elektrisches Feld reagieren kann, ab dem besagtes
Feld tatsachlich anliegt, muss {e(t) = 0 V ¢ < 0 gelten; R ist also eine kausale Funktion.
a Definieren wir nun die Frequenzantwort des Mediums zu

Xel) = Flelw)) = [ 2e®) expl-jut)
erhalten wir fiir diese aufgrund der Kausalitat -
@)= [ 5ul0) expl-jun dt.
® Diesen Ausdruck kénnen wir mithilfe der Heaviside-Funktion (auch Einheitssprung) O(t) formulieren als

o0

Xe(w) = / Xe(t) O(t) exp(—jwt) dt.

— 00
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Frequenzabhingige elektrische Suszeptibilitat (1)

® Dabei fallt auf, dass die rechte Seite gerade der Fouriertransformation F{g.(t) - ©(¢)} entspricht.

a Vergleichen wir nun die linke und rechte Seite der Gleichung und verwenden das Faltungstheorem,
erkennen wir, dass die Frequenzantwort x.(w) invariant gegeniiber einer Faltung mit der
Fouriertransformierten der Heaviside-Distribution sein muss:

/ Relt) exp(—jwt) dt = / Re(t) O(t) exp(— juwt) dt

F{Re(®)} = F{Re(t) - O()} = F{Xe(t)} * F{O(1)} .

® Setzen wir die Fouriertransformierte der Heaviside-Funktion (3) in die Gleichung ein, erhalten wir mit
der Dirac-Impuls é(w) und dem Faltungstheorem (4)

o) = FLia(t) - 00} = - FLia(0)} < FO0) = xele) « (%52 - 1)

2w

8/44 24. November 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 04 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Herleitung der Kramers-Kronig-Beziehungen (1)

a Mithilfe des Cauchyschen Hauptwerts

b 1 Xo—€ 1 b 1
P/ dz = lim / d$+/ dzx
a T—Xp e—0 a xr — Xo zo4e T — To

kénnen wir die Faltung trotz der Singularitat bei w = ' in Integralform darstellen

1

X

/

Xe(w):2 /xe( "o(w— w)dw—

— 00

a Umstellen, d.h. multiplizieren mit 2 und subtrahieren von Xe(w), fihrt schlieBlich auf die Beziehung

\ :ffP/w_w (1)
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Herleitung der Kramers-Kronig-Beziehungen (I1)

® Da Xc(t) reell ist, weist ye(w) hermitesche Symmetrie auf, d.h. es gilt x.(—w) = x&(w).
® Mithilfe dieser Eigenschaft kdnnen wir (1) vereinfachen: Aufteilen in zwei Integrale, Substitutieren mit

w’ = —w’, Vertauschen der Integrationsgrenzen und erneutes Zusammenfihren liefert
1 75 ! : 0 / 00 /
- X \w — w w
) =27 | L= Te (/ = ),dw’+/ - idw’)
= 7r w—w T oo W— W 0 W—w
—00

(g [ ) ([T 3 )
0 o WH W 0 w—w m 0 wWHw  w—uw

® Bringen wir die Briiche auf einen gemeinsamen Nenner, ergibt sich fiir den Integranden bzw. x.

Xe(@) | xe@)  xe(@) (@ —w) +xe(w) (w+o)  wi{xe(@)}+w j3{xe(w)}

wHw  w—w w? — w'? w? —w'? ’
2 * W {xe(w)} —jw R{xe(w)}
= Xe(w) = ;73 (/0 — dw’) )
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Die Kramers-Kronig-Beziehungen

® Vergleichen wir nun den Real- und Imaginarteil auf der linken und rechten Seite der Gleichung erhalten
wir die sogenannten Kramers-Kronig-Beziehungen

%{Xe(w = 773/ del
> wR{xe

® Wie wir spater sehen werden, beschreibt der Real- bzw. Imaginarteil von x. die relative Permittivitat
bzw. die Absorption im Medium.

a Folglich stellen die Kramers-Kronig-Relationen eine direkte Beziehung zwischen Brechung und
Absorption her.

= So folgt insbesondere, dass jedes Medium mit $t{x. # 0} auch automatisch eine nicht-verschwindende
Absorption aufweist, also verlustbehaftet ist.

11/44  24. November 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 04 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Vorlesungsinhalte

3. Komplexe Permittivitat und komplexe Brechzahl
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Komplexe Permittivitat und komplexe Brechzahl

® Fiir ein zeitharmonisches elektrisches Feld bei der Kreisfrequenz w erhalten wir somit fiir die
dielektrische Verschiebungsdichte

D =y (1+ xe) E = o E = eon’E

wobei g, die komplexe relative Permittivitdt und n = 1w + jnim = /1 + Xe die komplexe Brechzahl
bezeichnet.

= Insbesondere in der Optik wird Gblicherweise anstelle der (komplexen) relativen Permittivitit die
(komplexe) Brechzahl verwendet, welche gegeben ist als

n= /.

@ Umgekehrt erhalten wir bei gegebener Brechzahl die Permittivitat gemaB

2 2 2 :
E =17 =Ny — Ny +) 2N reNim -
—— ——

=Erre =Erim
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Lorentz-Drude-Resonatormodel (1)

® Die Wechselwirkung zwischen elektromagnetischen Feldern und Materie ist im Detail sehr komplex und
nur mit Hilfe der Quantenphysik exakt zu beschreiben.

a Mithilfe des klassischen Modells von Lorentz und Drude konnen wir jedoch zumindest ein prinzipielles
Verstandnis gewinnen. Es geht von einem polarisierbaren linearen Medium aus, in welchem Ladungen
schwingungsfahige Systeme darstellen.

® Die rdumliche Verschiebung As einer Ladung ¢ mit der Masse m wird beschrieben durch die

Bewegungsgleichung
d2As m dAs
S~~~ T N——
H_’_/ Lorentzkraft H’_/ Federkraft
Beschleunigungskraft Reibungskraft

a Diese folgt direkt aus dem zweiten Newtonschen Gesetz und besagt, dass die Kraft, mit der die Ladung
beschleunigt wird, sich ergibt aus der Lorentzkraft als Folge des elektrischen Feldes E abziiglich einer
Reibungskraft, welche proportional zur Geschwindigkeit ist und durch die Zeitkonstante 7, und einer
Federkraft, proportional zum Quadrat der Resonanzfrequenz wy.
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Lorentz-Drude-Resonatormodel (1)

® Betrachten wir ein Volumenelement mit N Dipolen und dem mittleren Dipolmoment p,, = ¢As, so
ergibt sich das Polarisationsfeld zu

P = Np, = NgAs

® Setzen wir diese Gleichung in die Bewegungsgleichung ein, so kénnen wir diese schreiben als

dP 1dP
aE Ty TeP = cowpB
wobei wir mit
Ng?
wp = e
meo

die Plasmafrequenz als weitere Eigenschaft des Materials eingefiihrt haben.
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Komplexe Permittivitdt des Lorentz-Oszillators (1)

® Fiir ein zeitharmonisches Feld mit der Kreisfrequenz w und den komplexen Amplituden E und P
(beachte: d/dt — jw) lasst sich diese Differentialgleichung folgendermaBen vereinfachen

~WP +]ZP + wIP = cwiE
T

® Diese Gleichung kénnen wir tberfithren in die bekannte Form P = ¢ (¢,(w) — 1) E mit der
frequenzabhangigen und komplexen relativen Permittivitat

§r(w) =1+ )_(e(w) =1+ P} = Er,re(w) +j€r,im(w) .

@ Fiir deren Real- und Imaginarteil erhalten wir

w3 (wg — w2) wiw/T

und & im(w) = — (2)

erre(w) =1+ w2—w22+w2 +2 w2—w22+w2 72
0 0
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Komplexe Permittivitat des Lorentz-Oszillators (I1)

17/44

® GemaB der Bewegungsgleichung tritt bei w = wy eine Resonanz auf, wodurch elektrische Feldenergie an
das schwingungsfahige System ibertragen wird.

® Der Imaginarteil der relativen Permittivitat erreicht dementsprechend ein Minimum.

® Den Verlauf des Realteils kdnnen wir in drei Bereiche aufteilen: Fiir w < w; und w > ws ist die
Steigung von &, . positiv, im Interval w; < w < wy ist die Steigung hingegen negativ.

a Wie wir im Folgenden noch diskutieren, spielt die Steigung des Realteils der relativen Permittivitat eine
wichtige Rolle bei der Ubertragung von Informationssignalen mit elektromagnetischen Wellen.

O,

Er,im
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® Auf Folie 11 haben wir gezeigt, dass die Kramers-Kronig-Beziehungen den Real- und Imaginéarteil der
elektrischen Suszeptibilitat x. verkniipfen.

® Mit g, = 1 + xe erhalten wir folgende Beziehungen zwischen Real- und Imaginarteil von &,

6rre( )—1+§R{Xe( )}—l—i— ’P/ w W =1+ P/ wgrnm dw’
imw) =< w)r = _g w%{xe( ) Erre ) ’
cm(©) = S{xe@} =27 [ ~-Zp [T o

T w2 —w?

® ErwartungsgemaB lasst sich zeigen, dass auch &, (w) und &, im(w) aus (2) gerade durch die obigen
Beziehungen verkniipft sind.
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Komplexe Permittivitat von Wasser

a |Im Allgemeinen weisen Medien, wie die Permittivitat bzw. Brechzahl von Wasser unten zeigt, vielzihlige
Resonanzen mit unterschiedlichen Plasma- und Resonanzfrequenzen sowie Zeitkonstanten auf.
a Fiir die relative Permittivitat bzw. die Brechzahl ergeben sich entsprechend Ausdriicke der Form

104 - Erre —Nim Daten aus

B | Segelstein 1981,
kénnen hier
gesammelt
heruntergeladen

werden.

—Er,im

Permittivitat e,
Brechzahl n

| | L | | |
1071 10t 103 108 107 1071 10! 103 105 107
Frequenz f [GHz] Frequenz f [GHz]
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Vorlesungsinhalte

4. Dielektrische und leitende Medien
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Dielektrische Medien

® |n dielektrischen Medien (auch Dielektrika genannt) sind die vorhandenen Ladungstrager nicht frei
beweglich, weshalb die Stromdichte J und die Raumladungsdichte p = 0 verschwinden.

@ Dementsprechend haben Dielektrika auch eine sehr geringe elektrische Leitfahigkeit, etwa
k<1-10712 ﬁ welche haufig als k = 0 angenahert wird.

® Wird ein duBeres elektrisches Feld angelegt, so kdnnen sich allerdings gebundene Ladungstrager
(Molekiile, lonen oder Elektronen) ausrichten. Ist das elektrische Feld zeitlich veranderlich, fiihrt dies zu
einem Verschiebungsstrom.

® Auch in dielektrischen Medien kénnen aufgrund von Reibung gebundener beschleunigter Ladungstrager
Verluste auftreten.

a Der Imaginarteil der Permittivitdt bzw. der Brechzahl kann jedoch haufig gegeniiber dem Realteil
vernachlassigt werden.

a Dielektrika konnen dabei gasférmig, flissig und fest sein. Beispiele fiir dielektrische Medien sind Glaser,
Polymere, Keramiken sowie Gase.
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Beispiel: Komplexe Brechzahl von Glas

® Eine Ubersicht der komplexen Brechzahl von verschiedenen Medien findet sich z.B. unter
https:/ /refractiveindex.info/.

102 - — MNre —Nim

100 - =
1072 - 2
1074 - 2
106 |- v
1078 I I I I i
10° 105-2 105-4 105-6 1058 106

Frequenz f [GHz]

Brechzahl n

Komplexe Brechzahl des Glases Schott N-BK7 gemaB Polyanskiy 2022
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Leitende Medien

In leitenden Materialien, insbesondere in Metallen, gibt es frei bewegliche Elektronen.

Auch das Verhalten der freien Elektronen kénnen wir mithilfe des Lorentz-Drude-Modells beschreiben.
Da die Elektronen frei sind, verschwindet die Federkraft und fiir die Resonanzfrequenz gilt wy = 0.
Fir die komplexe Permittivitat erhalten wir dann

€ (w) — 1 _ wg _ 1 _ (/Jg _ 3 WE(OJ’T)_l
=r a w2 —jwrt w? 4 772 . w? 4 772

@ Da sich in Metallen freie Ladungstrager bewegen, lasst sich ein Zusammenhang mit der komplexen
Leitfahigkeit herstellen. Es gilt

J=jwP =jweo(er — 1E = kE

® Daraus folgt fir die im Allgemeinen komplexe Leitfahigkeit
Ko . 9 Ne?
K= —7— mit Ko = EQWpT = —T
14+ jwr Me
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Beispiel: Komplexe Brechzahl von Kupfer
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® In Metallen kann es vorkommen, dass der Imaginarteil der Brechzahl betragsméaBig groBer wird als ihr
Realteil. Das bedeutet, dass der Realteil der Permittivitat negativ werden kann.

Permittivitat e,

10%

102 [

—

3
N
T

er,re] —— —€r,im

10—4
10°

106
Frequenz f [GHz]

107

Brechzahl n

T T T T e —
| |
10° 109 107

Frequenz f [GHz]

Komplexe Brechzahl von Kuper gemaB Polyanskiy 2022
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Ideale Leiter

® Ein idealer Leiter bezeichnet ein idealisiertes Medium, in welchem freie Elektronen vorhanden sind, die
verlust- und tragheitsfrei einem elektrischen Feld folgen.

® Im zuvor eingefithrten Oszillatormodell entspricht diese Annahme dem Fall 7 — oo und wp — 0.

® Innerhalb des idealen Leiters kann kein elektrisches Feld existieren, weshalb gemaB der Maxwellschen
Gleichungen auch kein zeitabhingiges Magnetfeld existieren kann (ein statisches Magnetfeld ist jedoch
zulassig).

a Demzufolge ist in einem idealen Leiter die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen nicht moglich.
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5. Ebene Wellen in dispersiven Medien
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Gedampfte ebene Wellen (1)

® |n der vorherigen Vorlesung haben wir zeitharmonische ebene Wellen als Lésung der
Helmholtzgleichungen kennengelernt.

a Fir den komplexen Zeiger der z-Komponente des elektrischen Feldstarkevektors einer sich in
+2z-Richtung ausbreitenden ebenen Welle gilt

E.(z,t) = By o exp (j [wt — kz])

mit der im Allgemeinen komplexen Wellenzahl

w

k= WA/ HOEQEr = B

w . .
—n = *(nre"i_‘]nim) :B_Ja
0 Co

@ Damit erhalten wir
E.(2,t) = Eyoexp (—az)exp (j [wt — B2])

was einer gedampften ebenen Welle mit der Dampfungskonstante v = — {k} = —“Zi= entspricht.
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Gedampfte ebene Wellen (1)

® Die zugehorige Feldkomponente bzw. der Realteil des komplexen Zeigers hat folglich fiir E, 0 = E, o
die Form

E,(z,t) = R{Ey(2,t)} = E; o exp (—az) cos(wt — Bz) .

® Die Feldamplitude nimmt dann, wie in der Abbildung fiir « = 1/2 beispielhaft dargestellt, exponentiell
ab und fallt im Abstand z = 1/« auf 1/e ab.

Ez/Esc,D
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Phasengeschwindigkeit

® Entsprechend bestimmt der Realteil der Brechzahl die Phasenkonstante 8 = R {k} = <.

co
m Betrachten wir nun einen Punkt konstanter Phase, d.h. wt — Bz = ¢¢ so ,bewegt"” sich dieser mit der
sogenannten Phasengeschwindigkeit in Ausbreitungsrichtung.

® Diese kdnnen wir bestimmen, indem wir ¢¢ nach z umstellen und nach der Zeit ableiten, also

dz w

Uph(w) = &~ B
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Superposition zweier zeitharmonischer ebener Wellen

® Betrachten wir nun die Superposition zweier ungedampfter zeitharmonischer Wellen mit den
Kreisfrequenzen wy und ws und der reellwertigen elektrischen Feldkomponente

E(z,t) = Egcos | wy |t — i + Egcos [ ws |t — i
Uph, 1 Uph,2

® GemaB des Additionstheorems fiir Cosinusfunktionen kénnen wir diesen Ausdruck auch schreiben als
Produkt einer Tragerwelle bei wy = % mit der Phasengeschwindigkeit vh ¢ und einer Einhiillenden
(Schwebung) mit der Kreisfrequenz Aw = 5“2

E(z,t) = 2y cos (wo [t - U;,OD cos (A” {t ) vZD

Tragerwelle Einhiillende
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Gruppengeschwindigkeit

a Die Geschwindigkeit, mit der sich die Einhiillende in Ausbreitungsrichtung bewegt, wird als
Gruppengeschwindigkeit vy, bezeichnet und ergibt sich im Allgemeinen zu
-1
_ c
wo ngr

vgr(w) = <dﬁd(cjj) > = Co (Clc‘)"z:ll';(w) ) = Cp (nre(wO) + wd?l%ugw)

mit der sogenannten Gruppenbrechzahl ng,.

® Um ein Informationssignal mittels einer elektromagnetischen Welle zu (ibertragen, wird iblicherweise
eine Tragerwelle mit der Kreisfrequenz wy mit einem Signal mit kontinuierlichem Frequenzspektrum mit
einer gewissen Bandbreite moduliert 2Aw < wy.

a Die Einhiillende, und somit die Information, breitet sich mit der Gruppengeschwindigkeit aus. Es gilt
dabei stets ng > 1 und somit vg < cp.
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Dispersion

® Oben haben wir gesehen, dass sich sich die komplexe Permittivitat iiber einen breiten Frequenzbereich
stark dndern kann. Daraus folgt, dass auch die Phasenkonstante frequenzabhangig ist.

® Ein besseres Verstandnis fiir den Einfluss der Frequenzabhangigkeit der Phasenkonstante auf ein
Informationssignal, welches als Einhillende einer Tragerwelle bei wq Ubertragen wird, gewinnen wir
mittels der Taylorreihenentwicklung

B(w):ﬁo""ﬁl(w_‘”o)+%(W—wo)2+%(w—wo)3+...
wobei
_ dB(w)
Bm = o |,

® Wir erhalten insbesondere [y = v;}(wo) und 1 = vg' (wo).
a Die hoheren Terme beschreiben die Frequenzabhangigkeit der Gruppengeschwindigkeit, welche auch als

Dispersion bezeichnet wird und zu Signalverzerrungen fihren kann.

32/44  24. November 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 04 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Vorlesungsinhalte

6. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten

® Weshalb wir die zeitabhangige Suszeptibilitit eingefiihrt haben und welche Eigenschaften diese aufweist.

@ Welche Bedeutung die Kramers-Kronig-Beziehungen haben.

® Welche Aussagen das Lorentz-Drude-Resonatormodell iiber die komplexe Permittivitat zulasst.

a Was ein Dielektrikum ist und welche Eigenschaften dessen relative elektrische Permittivitat aufweist.

® Was ein (idealer) Leiter ist und welche Eigenschaften dessen relative elektrische Permittivitat aufweist.

a Wie die komplexe Wellenzahl definiert ist und welche Bedeutung der Real- und Imaginarteil bei der
Ausbreitung (ebener) Wellen haben.

a Welche Rolle die Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit spielen und wie sich die GréBen unterscheiden.

a Wie die hoheren Terme der Taylorentwicklung der Phasenkonstante die Wellenausbreitung beeinflussen.
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7. Anhang
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Fouriertransformation des Dirac-lmpulses
® Der Dirac-Impuls §(¢) ist implizit definiert durch seine Abtasteigenschaft
[ swswae= 5.
— 0o
@ Aus dieser Eigenschaft erhalten wir auch direkt seine Fouriertransformation
FI5(t)} = / 5(t) exp(—jwt) dt = exp(—jw-0) = 1.

® Wenden wir nun die inverse Fouriertransformation auf F{4(¢)} an, erhalten wir

oo

FHFM)} = % / exp(jwt) dw = 6(t) =  F{1} =216(w).

— 00
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Fouriertransformation der Heaviside-Funktion (1)

a Fir die folgende Herleitung beziehen wir uns auf Burrows und Colwell 1990. Die Heaviside-Funktion ist

definiert als
1 ¢t>0
o(t) = -
0 t<0

® |m Folgenden, verwenden wir die Vorzeichenfunktion

san(t) = {1 t>0

-1 t<0’

um die Heaviside-Funktion darstellen zu kénnen als

o) = % (1 +sgn(t)) .
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® Aus der Beziehung

%sgn(t) = 26(t)

folgt mit den Eigenschaften der Fouriertransformation und der Definition des Dirac-Impulses

}—{ddt sgn(t)} =2F{o(t)} = jwF {sgn(t)} =2.

a Sofern das Teilen durch w zul3ssig ist, erhalten wir also

F{sgn(t)} = —j -
und damit
FOW) = 5 (F) + Flmo) = 3 (2006) -1 2) =mow) =i, )
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Das Faltungstheorem: Vorwiarts (1)

® |m Folgenden mochten wir das Faltungstheorem herleiten. Wir betrachten dafiir die Faltung zweier
Funktionen f bzw. g mit den Fouriertransformierten f bzw. g:

(g} (®) /f olt —7)

® Driicken wir nun die beiden Funktionen mithilfe der inversen Fouriertransformation aus, erhalten wir

(7940 = / 4 flen) explienr) den ZO (wn) expljwa(t = 7)) ds | dr
/ f(w1) Glws) exp(jwat) 217r /exp(j(w1 — w)7) d7 dwy dws .
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Das Faltungstheorem: Vorwarts (1)
a Vergleichen wir mit Folie 36 unten, erkennen wir, dass
{f*g}(t) // fwr) Glwa) exp(jwat) 6(wy — ws) dw; dws .
® [ntegrieren wir also iiber wo, ergibt sich

{f * g}(t) / F(w1) §(wn) exp(eont) dws

also gerade die inverse Fouriertransformation von f(w;) §(w:) .
a Folglich gilt die bekannte Beziehung

frg=FYfgt baw.  fg=TF{fxg}.
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Das Faltungstheorem: Riickwarts (1)

® |m Folgenden méchten wir das Faltungstheorem in umgekehrter Richtung herleiten. Wir betrachten
dafir das Produkt fg.

a Driicken wir nun die beiden Funktionen mithilfe der inversen Fouriertransformation aus, erhalten wir

fit)yg(t) = (2711_)2 // f(w1) Glwa) exp(j(wy 4 w2)t) dw; dws .

® Mit den Substitutionen w = wy + ws und w’ = ws ergibt sich daraus

1

F09(0) = 57

)2 /7f(w —w') g(w') exp(jwt) dw’ dw.
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® An dieser Stelle erkennen wir, dass wir Integral als inverse Fouriertransformation einer Faltung

darstellen kénnen:

1050 =5 [ |5e [ Fo=u)i) @ | esplion do
o [ 06| eten as
= Demzufolge gilt die Beziehung
fo= oo FMIg}  bew. Frg=20F{fg}.
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