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3/36 24. November 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 05 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Einfiihrung

® Bislang haben wir lediglich die Ausbreitung ebener Wellen in homogenen Medien betrachtet.

® In ihrer idealisierten Form existieren ebene Wellen allerdings nicht.
® |n dieser Vorlesung mochten wir uns ansehen, wie wir elektromagnetische Wellen ,,erzeugen* kdnnen.
® Bei der Diskussion der Maxwellschen Gleichungen haben wir festgestellt, dass beschleunigte Ladungen

Strahlung hervorrufen, d.h. elektromagnetische Wellen erzeugen, die sich von der Quelle l6sen und so
irreversibel Energie ins Unendliche wegtransportieren.

Dieser Effekt bildet die Grundlage fiir Antennen, die elektromagnetisch Wellen senden oder empfangen
kdnnen.
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2. Kugelkoordinaten

5/36 24. November 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 05 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Kugelkoordinaten
a |n Kugelkoordinaten wird ein Punkt im Raum durch z .
seinen Abstand vom Ursprung sowie zwei Winkel 7 - Radius
definiert. R ¥ - Polarwinkel
o ) . AN ¢ - Azimutwinkel
® Damit sind sie die optimale Wahl zur Beschreibung 9

von Kugelwellen, d.h. Wellen, die sich ausgehend von
einem Punkt gleichmaBig in alle Raumrichtungen
ausbreiten.

® Jede ihrer Feldkomponenten ist zu einem gegebenen
Zeitpunkt auf Kugelschalen um den Ausgangspunkt
konstant.

® [n Kugelkoordinaten gibt es - im Gegensatz zu den
Zylinderkoordinaten - keine kartesische Koordinate.
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten (1)
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® In Kugelkoordinaten nehmen die Differentialoperatoren der Vektoranalysis fiir ein beliebiges Skalarfeld

¢ bzw. ein beliebiges Vektorfeld A die folgende Form an:

a Gradient:

_ oY 31/J
V=5t I8¢

@ Divergenz:

rsin(¢) 87¢e¢

1 Or2A, n 1 Osin(¥)Ay

DA,

A= —
V-4 r2  Or rsin(¢)
® Rotation:
1 OsinvAy  0Ay 1/ 1 0A,
vxé_rsinﬁ( o aqb)e' ( a
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten (11)

@ Skalarer Laplace-Operator:

19 [ ,00 L9 1 %
Ay = 23 <7’ 81") + = (sm(ﬁ)) + Z5in2(J) 952

a Vektorieller Laplace-Operator:

_ 2 0Ay _ 2 04y 2 _ 2cot?d
AAT r2 99 r;zinﬁ 0 r2 AT r? Aﬁ
_ _ 2 cotd b 2 0A, _ 1
AA = AAﬂ r2 sind 0¢ + r2 99 72 sin? 19A19

2 0A, 2 cotd 0Ay _ 1
AA¢ + r2sin 9 8(1; r2 sind ¢ 72 sin? ﬁA¢

@ Bei der Betrachtung des vektoriellen Laplace-Operators fallt auf, dass alle drei Komponenten jeweils
von A,, Ay, und A, abhangen.
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3. Hertzscher Dipol
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a Eine einzelne, sich zeitlich dndernde Punktladung ist auf Grund der Ladungserhaltung nicht méglich.
® Nimmt die Ladung an einer Stelle zu, muss sie an einer anderen Stelle abnehmen.

a Die einfachste Anordnung, die diese Anforderung erfiillt, besteht aus zwei entgegengesetzt geladenen
Punktladungen und einem Strom, der zwischen den beiden flieBt.

@ Wir nehmen nun an, dass diese zwei Ladungen Fq entlang der z-Achse um den Nullpunkt oszillieren.

a Aufgrund ihrer ungleichformigen Bewegung, erzeugen diese Ladungen nun eine elektromagnetische
Welle bzw. Strahlung.

z
As/2 @ e @ ® ® e @
0 ®0 e®
wt O 1lm  2r  3x  4m 57 6r xS«
4 4 4 4 4 4 4 4 4
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Hertzscher Dipol (1)

® Im Ubergang von diskreten Ladungen auf einen kontinuierlichen Ladungsfluss, gilt bei z = As/2 fiir
den komplexen Zeiger der negativen Ladung: ¢(t) = go exp(jwt)

® Dies lasst sich Gberfithren in den zeitabhangigen Strom
dg

()= % = Texp(ior) mit Ip=jwg

I~

@ Der Hertzsche Dipol ist ein solches infinitesimal kleines Stromelement der Lange As — 0 mit einer
homogenen und harmonischen Stromverteilung.
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Elektrostatisches Potential

® Betrachten wir den elektrische Feldvektor E(r) am Punkt r sehr nahe am Dipol, d.h. im Abstand
r < A =2n/k=2mc/w, so kénnen wir diesen aus dem elektrostatischen Potential ableiten. Im
kartesischen Koordinatensystem liegen die Ladungen auf der z-Achse bei £As/2.

® Das Potential des elektrostatischen Dipols am Ortsvektor r ist

b(r) = qAse, - r

4relr|?
® |n Kugelkoordinaten wird dies mit e, - r = r cos(d) zu

_ qAs cos(V)
© 4mer?

¢(r,9)

wobei 7 der Abstand vom Beobachtungspunkt zum Ursprung ist und 1 der Polarwinkel.

a Aufgrund der Rotationssymmetrie ist das elektrostatische Potential unabhangig vom Azimuthalwinkel ¢.
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a Den komplexen Zeiger des elektrischen Feldstarkevektors erhalten wir als negativen Gradienten des
elektrostatischen Potentials zu

-5 2cos v E.
I()AS 9 E

E 9 = — ) = _10¢ = =" : _
L (7", ) . V¢(T7 ) r 09 j47TOJ€’I"3 s L§
0 0 Ey

a Die ¢-Komponente des elektrischen Feldes verschwindet also.

a Da sich das elektromagnetische Feld mit endlicher Phasengeschwindigkeit ausbreitet, wird diese
Feldverteilung nicht fiir beliebige Abstdnde vom Ursprung giiltig sein!
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Magnetisches Vektorpotential

14/36

® Fassen wir den Hertzschen Dipol als stromdurchflossenen Leiter auf, so wird dieser gemaB dem
Durchflutungsgesetz von einer magnetischen Feldstarke H umgeben.

® Dieses H-Feld lasst sich aus dem magnetischen Vektorpotential A(r) = A,e, in Stromrichtung ableiten
gemaB

1
H=-(VxA)
I
® Transformiert in Kugelkoordinaten ergibt sich das Vektorpotential zu
A(r) = A, cos(9) e, — A, sin(d) ey
a Da die Divergenz eines Wirbelfeldes verschwindet, gilt stets
V.- B=V- (VxA)=0

® Uber die Divergenz des Vektorpotentials kann frei verfiigt werden (Eichung).
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Feldkomponenten und Wellengleichung

® Den elektrischen Feldstarkevektor erhalten wir aus Induktionsgesetz zu
VxE=—juH=-jw(VxA) = E=-juA-Vo

® Aus dem Durchflutungsgesetz folgt mit k% = w?pue

1 1
VxH=—-[Vx(VxA)]=-
ju I

® Mit der sogenannten Lorenz-Eichung
V-A=—jweug

erhalten wir fiir das magnetische Vektorpotential die Wellengleichung in Form der Helmholtzgleichung

AA+ KA =0
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4. Wellengleichung in Kugelkoordinaten
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Kugelwellen

a Ausgehend vom Hertzschen Dipol im Koordinatenursprung breiten sich elektromagnetische Kugelwellen
aus, welche im Folgenden beschrieben werden sollen.

® Mit dem skalaren Laplace-Operator in Kugelkoordinaten und mit A(r,d,$) = A.(r, 9, §)e, erhalten
wir die skalare Helmholtzgleichung

18 [ ,0A, 19 (.  0A, 1L A 5,
2 or (T or ) t 2sin() 99 <Sm(19) 90 ) T Tem2() dg2 T E4:=0

a Als Lésungsweg wahlen wir den Produktansatz von Bernoulli und setzen an, dass

Az (T, 197 ¢) = AOB(T)Y(ﬁa (b)
® Aus der Helmholtzgleichung erhalten wir dann nach wenigen Schritten
19 (,0R 1 1 d )% 1 1 9y L,
- — s—5 75 +tkr°=0.
Ror (T 8r)+Ysm( )30( n(? )819>+Ysin2(19)8¢2+‘r
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Losung der Wellengleichung in Kugelkoordinaten

® Mit der Separationskonstanten A kdnnen wir diese Gleichung separieren in die Winkelgleichung

11 9 3Y>1102Y

Y sin(¥) v (Sinw)aﬁ Y sin? (1) 8¢

+A=0

® und in die Radialgleichung

19 (QaR

o on 2,2y _
B@TT8T>+I€T A=0.

a Die Addition dieser beiden gekoppelten Differentialgleichungen ergibt wieder die Helmholtzgleichung.
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Winkelabhangigkeit

® Die Winkelgleichung kénnen wir schreiben als

10 oy 1oy
sin(9) 09 ( “”&9) T a2y 92 Y =0

® Diese Gleichung ist im Fall A = £(¢ + 1) fir ganzzahlige ¢ 18sbar. Ihre Lésungen werden als
Kugelflachenfunktionen Yy (9, ¢) bezeichnet mit den Indizes £ und m € {—¢,—¢+1,...,¢}.

19/36

Yom m = —2 m=—1 m =20 m = +1 m = 42
_ 1
=0 I
=1 /2 sinde i® 3 cosd —\/Zsindel?
87 4w 87
=2 \/781112’[96 i2¢ \/1 sin?cos¥e ¢ \/16 (3cos?9 — 1) —\/%sinﬁcosﬁejd’ \/%sin%ﬁzj%
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Kugelflachenfunktionen

a Der Radius der im Koordinatenursprung zentrierten Korper stellt den Betrag des Realteils der
Kugelflachenfunktionen Y ,,, (9, ¢) dar. Die Farbe steht fiir das Vorzeichen: -+ bzw. -.

R{Ye,m}
=0
(=1
(=2
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Radiale Abhangigkeit

® Die Radialgleichung kénnen wir mit A = £(£ + 1) umformen in

O’R _ OR
P 2 2.2
oz gt [E*r? —((t+1)]R=0.

r

® Substituieren wir R(r) = 1/ f(kr), x = kr und v = £+ 3, so erhalten wir

D0

a Diese Gleichung ist die Besselsche Differentialgleichung, deren Lésungen die Zylinderfunktionen
f(z) = Z,(x) der Ordnung v sind.
a Wir erhalten also fiir die radiale Abhangigkeit

R(r) = \/gzug(k?”)
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Spharische Hankelfunktionen (1) s e

® Zylinderfunktionen halbzahliger Ordnung lassen sich als Linearkombination der sphérischen
Hankelfunktionen erster und zweiter Gattung ausdriicken

(1)

2x h@ (1?)

Zinp@) = 7 h® ()
4

a Fiir die ersten drei Ordnungen lassen sich diese schreiben als:

by (x) = —ﬂ exp(j ) i (z) = +i] exp(~Ja)
K@) = (-1~ 3| exp(ia) h®(%—;l+i* (—jz)
hi’(z) = o exp(jzx ny ") = LI CXPL=J T

i 3 3j i3 3j
B (2) = o5 x?)] exp(jz) h$ () = T2t 3] exp(—jz)
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Spharische Hankelfunktionen (1)

® Die sphéarischen Hankelfunktionen hy)(m) bzw. hf) () kénnen wir alternativ gemaB folgender
Beziehung durch die spharischen Besselfunktionen jy(z) und y¢(z) ausdricken

hO(2) = jo(x) +jyele)  baw. B (x) = jolz) —jyela).

® |hr Real- und Imaginarteil ist also gerade durch j,(x) und ye(z) gegeben.

T T T
Jo(w)
1 < —
Ji(@) J2(x)
0
| | |
0 5 10 15 20
x x
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Vektorpotential des Hertzschen Dipols (1)

® Das Vektorpotential eines allgemeinen Dipols kann stets als Linearkombination der durch ¢ und m
unterschiedenen Losungen der Helmholtzgleichung in Kugelkoordinaten ausgedriickt werden, d.h.

A(r, 9, ¢,t) Zamz \/724+ (k1) Yom (9, ¢) exp(jwt) e,

® Am Vorzeichen im Exponenten erkennen wir, dass die Hankelfunktion erster bzw. zweiter Gattung in
den Koordinatenursprung einlaufende bzw. vom Koordinatenursprung weglaufende Wellen beschreiben.

a |Im Folgenden betrachten wir vom Dipol abgestrahlte Wellen, weshalb wir fiir die Radialabhéngigkeit die
Hankelfunktionen zweiter Gattung verwenden und den folgenden Ausdruck erhalten

R(r) = J% Zisayalkr) = \/z@f)(kr).
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@ Sehr nah am Dipol, d.h. fiir » < A\, muss das elektrische Feld dem des elektrostatischen Dipols

entsprechen. Daraus folgt fiir das Vektorpotential des Hertzschen Dipols dass m = 0 und ¢ = 0 sein
muss und

1 . 2 2] .
Y(W,¢9) =Yoo= W sowie R(r) = \/;hgf)(kr) = \/;ki“ exp(—jkr) .

® Vergleichen wir nun das elektrische Skalarpotential ¢ = —L-V - A zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem

Potential des elektrostatischen Dipols, ergibt sich (Nachweis im Anhang)
. pAslgk
Qo,0 = —J 22
® Daraus erhalten wir bei harmonischer Anregung mit dem Strom I(t) = I exp(jwt) mit
e, = [cos(¥)e, — sin(¥)ey] fir den komplexen Zeiger des magnetischen Vektorpotentials

A(r,9,t) = %ki exp(j(wt — kr)) [cos(9) e, — sin(¥) ey]
™ T
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (1)

a Fiir das H-Feld erhalten wir gemaB der Definition des magnetischen Vektorpotentials
11 (amﬁ) 04,

1
Hzf(VXA)Z or 80>e¢—H¢e¢

H Hr
@ Fiir das E-Feld folgt aus dem Durchflutungsgesetz
1 1 J(sin 19H¢,) 1 8(7"H¢)
rsin ¢ oY r  or

a Die nichtverschwindenden Feldkomponenten des Hertzschen Dipols werden also zu

1
E=—(VxH)=
jwe jwe

IAsk? 1 1 .
Er= Amwe 2 (k2r2 - k37,3> cos(¥)) exp(j(wt — kr))
LyAsk3 (1 1 1
By = IR TR -
=7 Tdrwe < kr * JEICEN k3r3> sin(1) exp(j(wt — kr))
I()AS k21 1 1 )
0T Tdrwe Z ( T W) sin(¢) exp(j(wt — kr))
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (1)

= Die Abbildungen! zeigen die normierten nichtverschwindenden Feldkomponenten (den Realteil des

komplexen Zeigers E bzw. H) in einer Ebene y = 0 bzw. ¢ = const fiirr t = 2=, n € {0,1,...,7}. Je

dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey 2/A ZH, 2/A

/A

IDie Animation funktioniert im Acrobat Reader (nicht auf Mobilgeraten), KDE Okular, PDF-XChange und Foxit Reader.
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Nahfeld des Hertzschen Dipols s i B et
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® Sehr nah am Hertzschen Dipol, d.h. fiir r < 27 /k = X spielen in der Klammer jeweils nur die Terme
mit dem hdchsten Exponenten im Nenner eine Rolle und exp(—jkr) ~ 1 und wir erhalten

1 IyAs 1
E.~—] 2w€ (21778 3 cos () exp(j wt)
1 IQAS 1
By~ — i T—Ssm(ﬁ) exp(jwt)
IpAs 1
Hy ~ ‘ZWS—Q sin(9) exp(j wt)

@ Dabei entspricht das E-Feld dem des elektrostatischen Dipols bei harmonischer Zeitabhéngigkeit.
a Fir groBere Abstande r dndert sich die Feldverteilung aufgrund der endlichen Phasengeschwindigkeit.

@ Das E-Feld und das H-Feld haben einen Phasenunterschied von 90°; es wird also primar Blindleistung
transportiert.
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Fernfeld des Hertzschen Dipols

® Weit weg vom Hertzschen Dipol, d.h. fiir » > 27 /k = X spielen in der Klammer jeweils nur die Terme
proportional 1/r eine Rolle und wir erhalten

E.~0
.1 L)Ask? . .
Ey~j P sin(9) exp(j(wt — kr))
IyAs k
Hy~j ‘Zﬂs = sin(9) exp(j(wt — kr))

@ Das Fernfeld hat den Charakter einer ebenen Welle in r-Richtung. Es gilt % = \/g =Z.
a Dies resultiert in dem komplexen Poynting Vektor

1 11 [IoAs\? k3
(ExH") = Eﬁﬂ(’; e = — (1 s) —sin2(19) e,
™

1
S=_(E == -
2 2 2 we 72

® Dieser ist rein reell; es findet somit ein reiner Wirkleistungstransport statt.
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Vorlesungsinhalte

5. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten

a Welches physikalische Modell dem Hertzschen Dipol zugrunde liegt und dessen Bedeutung fiir die
Erzeugung elektromagnetischer Wellen.

® Weshalb wir das magnetische Vektorpotential verwenden, um die Maxwellschen Gleichungen zu
entkoppeln.

a Welche Bedeutung Kugelwellen fiir die Losung der Wellengleichung in Kugelkoordinaten haben.

® Welche Rolle die durch ¢ bzw. m unterschiedenen Lésungen der Helmholtzgleichung in
Kugelkoordinaten fiir die Darstellung des Vektorpotentials eines allgemeinen Dipols spielen.

@ Weshalb im Nah- bzw. Fernfeld des Hertzschen Dipols primar ein Blind- bzw. Wirkleistungstransport
stattfindet.
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6. Anhang
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Definition der Kugelflachenfunktionen

® Die Kugelflachenfunktionen Yz ,,, (9, ¢) sind definiert durch

Yy n(0,6) = \/ @D =m)! s gy 47 (2(9))

24! A7 (€ + m)! d cost*m (19)

a Weitere Details zu den Kugelflachenfunktionen finden Sie z.B. in Kapitel 14 der NIST Digital Library of
Mathematical Functions https://dImf.nist.gov/.
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Vektorpotential Hertzscher Dipol - Koeffizient ay (1)

@ Der Ansatz fiir das magnetische Vektorpotential des Hertzschen Dipols liefert zum Zeitpunkt t =0

1 ao,0 J

2 j . .
AZ: —_ — k’ —_— —_— — k .
: @O’O\Ekr ORI T3 = Vo kr OPCIA)

® Ermitteln wir das elektrische Potential des Hertzschen Dipols im Nahfeld kénnen wir durch Vergleich
mit dem elektrostatischen Potential auf Folie 12 den Koeffizienten ag o bestimmen. Mithilfe der
Darstellung von e, in Kugelkoordinaten erhalten wir

J
_ Jyv.oAa=-_1 _
¢ w&:,uv T wep r2 or rsind 0V

i (cosﬁ a(r?A,) B 200519A )

j (cosﬁ a(r?A,) A, 8sin219)

WELL r2 or r
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Vektorpotential Hertzscher Dipol - Koeffizient a, (1)

a Fiir die radiale Ableitung gilt dabei
a d(rexp(—jk a
. a0,0 O(rexp(—jkr)) 20,0 (+kr) exp(—j kr) .

a(r’A,) B
or - \/iﬂ'k‘ or o \/éﬂ'k;
a Setzen wir wieder in den Ausdruck fiir das elektrische Potential ein, sehen wir, dass

ik aopo . ] 1 J
o= ven Vor exp(—jkr) (cos1§l (k2r2 + k:r) - 2cos19k2r2>
Jk a0 . 1 J
=2 = —jk v - :
wWep \/2m exp(=jkr) cos <k:7° k%z)

® Der Vergleich mit dem elektrostatischen Dipol ist nur im Nahfeld sinnvoll. Dort gilt

# k  aoo
R — cosVy — .
wep /21 k272

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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Vektorpotential Hertzscher Dipol - Koeffizient g (I11)

® Diesen Ausdruck vergleichen wir nun mit dem Potential auf Folie 12

qAs cos?

L bl 9) = 220

4mer? dmer?

® Mit Iy = jwq folgt so fiir den gesuchten Koeffizienten ag o

u _ . HAslok
ap,0 = J72\/§ .
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