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Einfiihrung

® In Vorlesung 07 und 08 haben wir festgestellt, dass elektromagnetische Wellen mit endlicher
transversaler Ausdehnung aufgrund des Phanomens Beugung einer Aufweitung unterliegen.

® In vielen (insbesondere optischen) Anwendungen sind wir jedoch darauf angewiesen, die Ausdehnung
der elektromagnetischen Wellen zu beeinflussen.

@ Zu diesem Zweck kommen in der Praxis meist Linsen zum Einsatz, weshalb wir uns in dieser Vorlesung
mit diesen Elementen befassen méchten.
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Raumliche Fouriertransformation

® Die zweidimensionale raumliche Fouriertransformation einer Funktion f(x,y) sei analog zu
Vorlesung 07 definiert als

Fle.o) = FUeh = [ " ) oxp(— 2n(Ee +vy) dedy,

wobei £ und v als Raumfrequenzen bezeichnet werden.

a Die dazugehérige inverse Fouriertransformation wird dementsprechend zu

fo) = FHEEON = 5= [ ) esplza(er + o)) agav
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Vorlesungsinhalte

1. Linsen
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Spharische Linsen (I)

a Betrachten wir eine runde konkave sphéarische Linse deren
optischen Achse gerade die z-Achse ist (sieche Abbildung).

a Mit der Linsenhéhe H < R hat die Linse auf der optischen
Achse die Dicke

H 2
Dy=R-R 1—(R>

® Abhingig vom Radius p = /22 + y? kénnen wir ihre Dicke
beschreiben durch die Funktion

2
Ds(p) = Do— R+ Ry\/1— (%) V p<H

0 vV p>H
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Spharische Linsen (1) ﬂ(IT
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a Wir kénnen die Wurzelfunktion wie bei der

Fresnel-Naherung in eine Taylorreihe entwickeln gemaB ‘ L
2 3 L IS
Vica=1-2_9% ¢ .
2 8 16 \
H \
a Damit wird die Dicke der spharischen Linse zu R '
— i
Do— 2 —¢lp) ¥V p<H v !
Ds(p) =14 ° *F (v) /!
mit . 7
4 6 U
_r P !
) =3t e T <

6/36 22. Dezember 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 09 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



7/36

Parabolische Linsen

a Mit der Linsenhohe H und dem Kriimmungsradius R
bezogen auf p = 0 ist die Dicke auf der optischen Achse

D()

a Damit wird die Dicke der parabolischen Linse

Dp(p) = {ODO -

H2
~ R

02

vV p>H
a Die Dicke der parabolischen Linse unterscheidet sich fiir

2R vV p<H

p < H von der der sphérischen Linse gemaB

Dp(p) = Ds(p) + ¢
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Arten von Linsen (1)

m In der Praxis werden unterschiedliche Arten von Linsen verwendet, wobei wir Sammel-, Streu- und
Meniskuslinsen unterscheiden. Diese bestehen aus einem Material mit der Brechzahl n, z.B. aus Glas
mit n ~ 1,5 und sind iblicherweise von Luft bzw. Vakuum mit n =~ 1 umgeben.

® Die Linsen haben eine gewolbte Vorderseite mit dem Kriimmungsradius |R;| und eine gewdlbte
Riickseite mit dem Krimmungsradius | Rg|. Dazwischen befindet sich haufig eine Platte mit der Dicke d.

® Fiir von links nach rechts laufendes Licht wahlen wir fiir linksgewdlbte Flachen R positiv, fiir
rechtsgewolbte negativ.

Linsenarten

Sammellinsen Meniske Zerstreuungslinsen

ﬂﬂy VI
UUD ‘

Al

plan-  konkav-  konkav- bi- - konvex
kanvex konvex  konvex  konvex  konkav konkav konkav

D“
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Arten von Linsen (1)

® Die longitudinale Ausdehnung einer Linse beginne in der Einfallsebene bei z = z; und ende in der
Ausfallsebene bei z = 29 = z; + Az mit der maximalen Dicke Az.

a Im Folgenden bezeichnen wir mit Dy die Ausdehnung der gesamten Linse auf der optischen Achse.

a Betrachten wir eine bikonvexe Linse der Hohe H mit R; > 0 und Ry < 0 mit parabolischen
Wdlbungen, so erhalten wir fiir deren Dicke auf der optischen Achse, d.h. fiir p =0

oo
Dy—d+t 2 A
0=dton ToR, ~ &

und dementsprechend fiir p < H

H2 2 H2 2 2 1 1
Dbikonvex(p§H>:27]%l—2pT1+d+ <—+p) :DO_& <]{1_R2)
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Arten von Linsen (I11) ﬂ(IT

® Analog erhalten wir fiir eine bikonkave Linse mit Ry < 0 und Ry > 0 auf der optischen Achse, d.h. fiir

p = 0 lediglich
H? H?
Dy=d=A —_— -
0 ** 3R T 2R,
und dementsprechend fir p < H
2 2 2
p p po (1 1
Dpikonkav(p < H)=—=—+4+d+-—=Dyg— — | =— — —
sikonkav(p < H) = =5 +d+ 5 = Do 2<R1 Rz)

u Offenbar haben die Funktionen, welche die Dicken der Linsentypen beschreiben, die gleiche Form.

a Mit den Grenzfillen Ry — oo bzw. Ry — oo kdnnen wir zudem den Fall einer plankonvexen oder
plankonkaven Linse ableiten.

® Es l3sst sich zeigen, das die Dicke aller in der Abbildung gezeigten Linsentypen fiir parabolische
Flachen bei geeigneter Vorzeichenwahl von R; und R, die gleiche Form aufweisen.
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Diunne Linsen

® Haufig werden sogenannte diinne Linsen angenommen, innerhalb derer Strahlablenkungen durch
Brechung an den Materialgrenzflachen und durch Beugung vernachlassigbar sind.

® Betrachten wir eine solche diinne Linse mit der maximalen Dicke Az, dem Dickenprofil D(z,y) und
der Brechzahl n.

a Durchlauft eine elektromagnetische Welle, welche sich parallel zur optischen Achse ausbreitet, diese
Linse, erfahrt sie folglich nur eine Phasenverschiebung um nkoD(z,y) + ko(Az — D(x,y)).

@ Der erste Summand beschreibt die Phasenverschiebung innerhalb, der zweite auBerhalb der Linse.

® Fiir 22 + 42 > H? nehmen wir einen undurchlassigen Schirm mit der Aperturfunktion P(z,y) an.

® Kennen wir die Feldverteilung U(x,y, z1) in der Einfallsebene z = 21, so kénnen wir die Feldverteilung
in der Ausfallsebene z = zo = 21 + Az in kartesischen Koordinaten berechnen als

Medium Vakuum

—— ———
U(Ji,y,ZQ) = U(x’ya Zl)P('x’y) exp( —jko[nD(m,y) +Az — D(l‘,y)]) :
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]
Brennweite

® Im Fall von parabolischen Wélbungen erhalten wir mit s = (n — 1) Dy + Az

U(LL', Y, Z2) = U(x, Y, Zl)P(xa y) exp(—j kos) exXp (.] % ((E2 + y2)> :

® Wobei mit f! die Brennweite der Linse definiert ist gemaB

@ Bi- und plankonvexe Linsen haben demzufolge eine positive Brennweite, bi- und plankonkave Linsen
hingegen eine negative Brennweite.

LAchtung, nicht mit der Frequenz verwechseln!
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Vorlesungsinhalte

2. Einfluss von Linsen auf die Wellenausbreitung

13/36  22. Dezember 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 09 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AT

Fresnelsches Beugungsintegral (1) e s

® Um zu verstehen wie sich die Welle nach der Linse ausbreitet, kénnen wir fiir ausreichend groBe
Abstande von der Linse das Fresnelsche Beugungsintegral verwenden.

a Dieses hatten wir mithilfe der Fresnelschen Naherung aus dem Kirchhoffschen Beugungsintegral
hergeleitet.

® |Im Gegensatz zu Vorlesung 07 ist nun jedoch die Ausgangsebene nicht z = 0 sondern z = 25, weshalb
wir das Fresnelsche Beugungsintegral folgendermaBen formulieren

_ )2 AV
U(z,y,z > 2z3) = // (2, Zg)exp<_jk0(x ) +(y—v) )dx’dy’,
2—22 2(2722)

wobei U(a’,y’, z2) die komplexe Amplitude in der Ausfallsebene der Linse bezeichnet.
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Fresnelsches Beugungsintegral (1)

® Fillt eine ebene Welle mit der komplexen Amplitude U(x,y, z) = Uy exp(—j koz) auf eine Linse mit

der Brennweite f, so erhalten wir mit U) = Uy exp(—jko(22 + s))
' p ko
U(z,y, 22) = Uy P(z,y) exp| 2f( +v°)

@ Fir z > 25 erhalten wir damit fiir die Welle hinter der Linse

U + /2 ) .T—$/2+ _a2/\2
U,y 2) = 5 A / nyeXp<Jko ny —Jko( 222_%) y))dx'dy’

Z—ZQ

_ jub exp kaer .
Az — z2) 09(z — z5)

1 1
// (z,y exp(' ko < - ) (2 —|—y/2)> exp (J kow) dz’ dy’
2 \f z-—2 Z2

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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Sammellinse (1)

® Betrachten wir zunéchst eine Linse mit positiver Brennweite f. Im Abstand f von der Ausfallsebene,
d.h. fir den Fall z = z5 + f, erhalten wir

iU} . + rvx' +
Ulx,y,z=2+f) = )\feXP<—Jk0x y)/ P’ y)@XP(Jkofyy)dxdy

® Der darin enthaltene Integralterm lasst sich mit den Raumfrequenzen

5——@——£ und v=— Ry __ Y
onf S T o2nfNf

darstellen (vergleiche Ubung 06) als

/ P(a’,y) exp(—j2m (g2’ +vy')) da’dy = FA{P(",y")} |, /\;

v=—y/Af
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Sammellinse (1)

a Dieses Integral entspricht gerade der radumlichen Fouriertransformation der normierten Aperturfunktion.
a Wir erhalten also fiir die Feldverteilung im Abstand der Brennweite von der Ausfallsebene

z? +y?
2f

-~ Y .
U(%y,z—zQJrf)—veXp —Jjko

F{P(xl7yl)}‘§:—z/,\f
v=—y/\f
® Fiir den Fall einer groBen Linse mit H — oo gilt stets P(z,y) = 1.

® Mit dem zweidimensionalen Dirac-Impuls §(z,y) = §(x) §(y) erhalten wir fiir die Fouriertransformation
FA{P(',y)} E=—xz/Nf :f{l}‘g:_m/w = 5(571’)‘5:—1/,\1" = )\2f26(x,y)
v=—y/Af v=—y/A\f v=—y/Af
und damit fiir die Feldverteilung im Fokus:
2,2

—— ) 5(a,y) = §UIN 3z, y)
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Sammellinse (111)

m Dies bedeutet, dass die ebene Welle auf einen infinitesimalen Fleck fokussiert wird, weshalb wir von
einer Sammellinse sprechen.

a Die Brennweite f gibt dann gerade den Abstand der Linse zu diesem Fleck an.

@

>0
Bildquelle (Goodman 2005).
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Sammellinse - Endliche Ausdehung (1) s e

a Betrachten wir eine Linse mit endlicher Hohe H, gilt

1V 22442 <H?
P(z,y) = {

0V 22+9y%*> H?

@ Die rdumliche Fouriertransformation dieser endlichen
kreisformigen Apertur wird nun mit s = /&2 + v2 zu

J1(27THS)

F{P(z,y)} =H = 27 H? jinc(2nHs),
s
wobei Ji(+) die Besselfunktion erster Gattung und Ordnung S}
bezeichnet (Herleitung s. Anhang S. 34f.).
M

® Die Abbildung zeigt die jinc-Funktion jinc(27s).
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Sammellinse - Endliche Ausdehung (I1)

® Somit erhalten wir unter Einfall einer ebenen Welle mit £ = f/\lf, v = f% und p = /22 + 2 im
sogenannten Brennpunkt z = 2o + f die komplexe Amplitude

o\ Ji (koﬁp) oo H2 2 H
. / s P f — ! 0 s p X -
Ulx,y,z2+ f) =jUs H eXp< Jk02f> — iUy 7 eXp( Jk02f) jine (kofp> :

@ Fir endlich ausgedehnte Linsen lasst sich der Fleck also nicht beliebig klein fokussieren, sondern wir
beobachten sogenannte Beugungsscheibchen.
a Der Radius des innersten Rings bestimmt die kleinstmogliche FleckgroBe hinter der Linse.

@ Dieser Ring befindet sich bei der ersten Nullstelle von J;, weshalb wir folgende Beziehung erhalten

H Af
ko—p = j1.1 ~ 3,8317 <— ~1,22—.
Ofp Ji1 ) P ’ 2H
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Streulinse (1)

® Betrachten wir nun eine Linse mit negativer Brennweite f = —|f|.
® Analog zur obigen Betrachtung kénnen wir fiir eine unendlich ausgedehnte Linse mit H — oo schreiben

a Auf den ersten Blick problematisch wirkt hier die Tatsache, dass der Brennpunkt nun vor der
Ausfallsebene liegt, wo das Beugungsintegral nicht giiltig ist.

® Allerdings kann der obige Fleck bei z = zo — | f| als virtuelle Quelle einer Kugelwelle betrachtet werden,
welche sich flur z > z ausbreitet.

® Der Betrag der Brennweite | f| gibt dann gerade den Abstand der Linse zu dieser Quelle an.
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Streulinse (1)

-~
~

- [f| —

<0

Bildquelle (Goodman 2005).
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Vorlesungsinhalte

3. Geometrische Optik
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Strahlenoptik

® Die geometrische Optik oder auch Strahlenoptik beschreibt die Ausbreitung von Licht durch
Lichtstrahlen.

a Diese Naherung einer elektromagnetischen Welle als infinitesimal diinne Linie gilt allerdings nur
naherungsweise fiir A — 0 oder sehr kurze Distanzen, fiir welche die Strahlaufweitung vernachlassigbar
ist.

m Diese vereinfachte Darstellung erlaubt es, technische optische Elemente wie Linsen, Prismen, Spiegel
etc. mathematisch einfach zu beschreiben und zu modellieren.

® Ein Lichtstrahl an der Stelle z kann demnach einzig durch seinen Abstand x(z) und seine Steigung
gegeniiber der optischen Achse (der Ausbreitungsrichtung) tan(6) (bzw. dem Winkel 6) beschrieben

werden als
(t;CrE?z)) ~ <x<;>> ’

@ Nehmen wir die Giiltigkeit der paraxialen Niherung an, ist die Steigung des Lichtstrahls klein und der
Tangens lasst sich gemaB tan 6 ~ 6 annahern.
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ABCD Matrix Formalismus (1) ﬂ(IT

® Mit dieser Beschreibung des Lichtstrahls kénnen wir ein optisches Element (z.B. eine Linse) durch eine
Matrix M beschreiben, welche einen einlaufenden Strahl in einen auslaufenden Strahl transformiert.

@) (8 )

@ Dabei sind die reellwertigen Koeffizienten

a Es gilt

€2

0o
T

und D= 2

0120 1 ZL’1:0

B

=21 C
) )
T 6,=0 91

:L’1:0

® Aufgrund ihrer Form werden solche Matrizen auch als ABCD-Matrizen bezeichnet.
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ABCD Matrix Formalismus (1) ﬂ(IT

Mw

21 22

a Eine Aneinanderreihung von N optischen Systemen lasst sich dann einfach durch eine
Linksmultiplikation der einzelnen Matrizen beschreiben:

N
MtotaIZHMi:MN‘...'Ml‘

i=1

® Dies erlaubt eine vergleichsweise einfache Berechnung komplexerer optischer Systeme.
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ABCD Matrizen optischer Elemente (1)

Tabelle 1: ABCD-Matrizen ausgewahlter optischer Elemente. Es gelte R > 0 fiir konvexe Flachen bei denen der
Mittelpunkt des zugehdrigen Kriimmungskreises hinter der Grenzflache liegt.

Optisches Element ABCD-Matrix Anmerkungen
1 L
Ausbreitung in homogenem Medium 0 1 Zuriickgelegte Strecke L
Brechune an ebener Grenzfliche 10 Initiales bzw. finales Medium mit
€ 0 % Brechzahl n1 bzw. no
2
1 0 Initiales bzw. finales Medium mit
Brechung an sphérischer Grenzflache ni—ns  na Brechzahl n; bzw. ng,
Rna na Kriimmungsradius R
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ABCD Matrizen optischer Elemente (Il) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Tabelle 1: ABCD-Matrizen ausgewahlter optischer Elemente. Es gelte R > 0 fiir konvexe Flachen bei denen der
Mittelpunkt des zugehdrigen Kriimmungskreises hinter der Grenzflache liegt. (Fortsetzung)

Optisches Element ABCD-Matrix Anmerkungen

1 0

Reflexion an ebenem Spiegel 0 1
1 0

Reflexion an spharischem Spiegel 9 Kriimmungsradius R
z 1
1 0

Diinne Linse L Brennweite f

o
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ABCD Matrizen fiir GauBsche Strahlen (1) ﬂ(IT

a Die Verwendung der Matrizenoptik ist nicht nur auf die Strahlenoptik beschrankt, sondern lasst sich
auch auf den GauBschen Strahl anwenden.

® Ein GauBscher Strahl kann durch den komplexen Strahlparameter g(z) charakterisiert werden. Es gilt

1 1 .2

¢z) " R(z) ku’(z)’

® Trifft nun ein GauBscher Strahl auf ein optisches Element, so kann mit g(z1) der komplexe
Strahlparameter ¢(z2) in der Ausfallsebene des Elements berechnet werden

(1) (& ) ()

® Dabei stellt der Faktor a sicher, dass das zweite Element am Ausgang zu 1 wird.

29/36  22. Dezember 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 09 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

ABCD Matrizen fiir GauBsche Strahlen (I1)

a Betrachten wir die beiden Vektorelemente separat erhalten wir
q2 = a(Aq + B) 1=a(Cq + D).

® Fiir a = (Cqy + D)~ ist die zweite Gleichung erfiillt und wir erhalten durch Einsetzen von a

B Ap+B
$2= Cq+D '
® Alternativ lasst sich schreiben
1 O+ inl
@ ﬁB% '
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Vorlesungsinhalte

4. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten

® Wozu wir Linsen verwenden und welche verschiedenen Typen existieren.
a Worin die Unterschiede zwischen spharischen und parabolischen Linsen bestehen.
® Was eine diinne Linse ausmacht und weshalb wir diese Vereinfachung treffen.

a Weshalb Sammel- und Streulinsen einfallende Wellen fokussieren bzw. defokussieren und welche Rolle
dabei die Brennweite spielt.

a Wie sich die endliche transversale Ausdehung einer Sammellinse auf die FleckgroBe im Fokus auswirkt.

a Unter welchen Bedingungen wir statt der Wellen- bzw. Strahlenoptik die geometrische Optik verwenden
konnen.

a Welche Bedeutung die Matrixelemente der ABCD-Matrizen haben.

a Wie wir ABCD-Matrizen auch fiir Strahlwellen verwenden koénnen.
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Vorlesungsinhalte

5. Anhang
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Fouriertransformation kreisformige Apertur (1)

a Wir betrachten eine Funktion der Form

1 l’2+y2§H2

0 sonst

P(x7y) :{

® Um ihre Fouriertransformation zu ermitteln, gehen wir im Orts- bzw. Ortsfrequenzbereich zu
Polarkoordinaten x = p cos, y = p siny bzw. £ = s coso und v = s sin o lber

Firp} = [ Pey) expl-i2n(en + o) s ay

H 2m
= / / exp( — j2mps(coso cosp + sino sing)) pdedp
o Jo

cos(o—p)

H 27
= / p/ exp(—j2mps cos(oc — ¢)) dedp.
0 0

34/36  22. Dezember 2022 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 09 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Fouriertransformation kreisformige Apertur (11)
a Aufgrund der Periodizitat des Integranden des inneren Integrals gilt

2m 2m
/ exp(—j2mps cos(oc — p)) dp = / exp(—j2mps cos(a)) da = 2w Jy(27ps) .
0 0

® Einsetzen liefert dann (Olver u. a. 2010, S. 240)

H o7 2nsH
F{P(z,y)} = 27r/ Jo(2mps) pdp = / Jo(z) z dx
0 0

(27s)?
1 2esHJ(2msH)
o 27'('52 |:J1 (m) xi| =0 =1 S ’

wobei s = /€2 + v? als Betrag des Ortsfrequenzvektors verstanden werden kann.
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