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Einfiihrung

® |n dieser Vorlesung untersuchen wir das Verhalten elektromagnetischer Wellen am idealen Leiter, um
die Wellenausbreitung im Parallelplattenleiter zu verstehen.

® Der Parallelplattenleiter ist ein theoretisches Konstrukt, das einen Wellenleiter bezeichnet, der aus zwei
unendlich ausgedehnten, parallel angeordneten ideal leitenden Platten besteht.

a Dieses Konstrukt bildet die Grundlage fiir das Verstandnis metallischer Hohlleiter, wie sie in der
Hochfrequenztechnik Anwendung finden.

® Zunichst wiederholen wir daher das Verhalten elektromagnetischer Wellen an Grenzflachen.

® Im nichsten Schritt betrachten wir die Feldverteilungen, die durch Uberlagerung der auf den Leiter
einfallenden und am Leiter reflektieren Wellen entstehen.

a Auf dieser Grundlage kénnen wir schlieBlich die Funktionsweise des Parallelplattenleiters verstehen.

@ AbschlieBend untersuchen wir die Frequenzabhangigkeit der Ausbreitungskonstante der Wellen im
Parallelplattenleiter und die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit.
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Vorlesungsinhalte

1. Grenzflaichenbedingungen am idealen Leiter
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Wdh.: Stetigkeit der tangentialen Feldkomponenten (I) =505

® Zur Herleitung der Stetigkeitsbedingungen der Tangentialkomponenten an einem Grenziibergang
zwischen zwei Medien betrachten wir zunachst eine Flache F', deren Normalenvektor parallel zur
Grenzflache ist.

® Senkrecht zur Grenzfliche betrage die Seitenldnge h, parallel zur Grenzfliche betrage die Ausdehnung
As. Im Folgenden betrachten wir den Fall 1 — 0.

BL ASl

Medium 1

Medium 2
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Wdh.: Stetigkeit der tangentialen Feldkomponenten (1) =505

® GemaB obiger Abbildung folgt aus dem Durchflutungs- bzw. dem Induktionsgesetz, dass

s F r Ot F
B
%E'dS:El'A51+E2'ASQZ— 87(1]5‘:0
s r Ot

® Die Verschiebungsstromdichte 9D /9t und die zeitliche Anderung der magnetischen Flussdichte 9B /ot
missen stets endlich sein. Wegen i — 0 verschwinden somit ihre Flachenintegrale.

@ Das Flachenintegral iiber die Stromdichte J kann jedoch auch fiir infinitesimal kleines h einen endlichen
Wert annehmen. D.h. es kann ein Oberflachenstrom i’As mit dem Strombelag i’ (Einheit 2) flieBen.

a Dies hat zur Folge, dass

Ht,l - Ht,2 = i/
Et,l - Et,z =0
wobei H; 1, Ey 1, Hyo und I o die tangentialen Feldkomponenten an der Grenzflache sind.
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W(dh.: Stetigkeit der normalen Feldkomponenten (1) ﬂ(IT
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® Zur Herleitung der Stetigkeitsbedingungen der Normalkomponenten an einem Grenziibergang zwischen
zwei Medien betrachten wir zunichst einen Zylinder mit Volumen V' dessen Stirnflachennormalen
parallel zur Grenzflachennormalen sind.

@ Die Hohe des Zylinders sei h und die beiden Stirnflichen haben jeweils einen Flacheninhalt AF.

® |m Folgenden betrachten wir den Fall A — 0.

Medium 1

AF, Medium 2
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Wdh.: Stetigkeit der normalen Feldkomponenten (II)

@ GemaB der Abbildung folgt aus dem GauBschen Gesetz sowie der Quellenfreiheit des Magnetfeldes, dass
yﬁ D~dF:D1-AF1+D2~AF2:/ pdV =cAF
o 1%

%B'dF=B1~AF1+B2-AF2=07
o

wobei o die Flachenladungsdichte (Einheit £3) ist.

a Dies hat zur Folge, dass

Dn,l - Dn,2 =0
Bn,l - Bn,2 =0

wobei Dy, 1, Bn1, Dn2 und By, o die normalen Feldkomponenten an der Grenzflache sind.
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® Ist Medium 2 ideal leitend (d.h. Leitfahigkeit ko — oco bzw. Relaxationszeit T, — 0), so verschwinden
darin die Felder und die zuvor beschriebenen Stetigkeitsbedingungen werden zu

Ht,l =7 y Et,l =0, Dn,l =0, Bn,l =0

® In diesem Fall werden die Stetigkeitsbedingungen auch als Randbedingungen bezeichnet.
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2. Reflexion am idealen Leiter
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Reflexions- & Transmissionsfaktor am idealen Leiter
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a FEine elektromagnetische Welle breite sich in einem Medium mit Wellenwiderstand Z; aus und treffe
unter einem Winkel o7 auf die Grenzfliche zu einem idealen Leiter mit Wellenwiderstand Z»

(k2 — 00).
a Mit dem komplexen Wellenwiderstand

H2 H2 €2 +jko/W Ky—oo
Z — _— = _— 07
Ve Vea-jmn/w Mg 13w

kénnen wir dann die Reflexions- und Transmissionsfaktoren am idealen Leiter fiir senkrechte und

parallele Polarisation schreiben als

_ Zycos(aq) — Z1c08(02) koo

s —
Zo cos(aq) + Z1 cos(as

K—00

Tp

)
(1) (a2)

_ Zycos(ay) — Z cos(an)
Z7 cos(aq) + Za cos(ag)
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Reflexion am idealen Leiter (1)

a Betrachten wir nun eine einfallende Welle, welche unter einem Winkel « auf eine in der zz-Ebene
liegende Grenzflache zwischen Vakuum und einem ideal leitenden Medium trifft und reflektiert wird.
Die Einfallsebene sei die yz-Ebene.

ke

10,80,k =0

a Fir die Wellenvektoren gilt mit kg = w./1g€0

ke =koec =ko(—cosae, +sinae,) und k =koe =ky(cosae, +sinae;)
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Reflexion am idealen Leiter (I1) ﬂ(IT
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1o,€0,k =0

a Die einfallende Welle sei harmonisch und eben, d.h. wir erhalten mit dem Wellenwiderstand des freien
Raumes 7

. : 1

Ee(ra t) =FEo. ell@i=ker) ynd I:Ie(I‘, t) = Ho. eilwt—ker) — ?Oee X Ee(ra t)
. : 1

Er(rat) = EO,r eJ(wtikrr) und Hr(rat) = HO,reJ(Wtikrr) = ?er X Er(rﬂ t)

0
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Senkrechte und parallele Polarisation

® Bezogen auf die Einfallsebene (hier die yz-Ebene) kénnen wir die einfallende Welle aufteilen in ein
senkrecht polarisiertes und ein parallel polarisiertes Feld gemaB

Ec(r,t) = El(r,t) + EX (r, 1) und  E.(r,t) = Ell(r,t) + B- (r,t).
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Reflexion am idealen Leiter: Parallele Polarisation (1)

® Mit dem Reflexionsfaktor der parallelen Polarisation r, = 1 erhalten wir fiir das einfallende und
reflektierte elektrische Feld

E&e =Eyepe = E” (sinaey +cosae,) und ng =Ejep,r = E (sinaey —cosae,)
® Dementsprechend zeigt das H-Feld in Richtung e. x e, = €, X €,, = —e, und lasst sich ausdriicken
als
I Eg j(wt—kee) I E(q(tk)
H — = elWiTKe® e und Hj, = —=2elWI—xT
= O,e ZO O,r ZO
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Reflexion am idealen Leiter: Parallele Polarisation (II)

» Fiir die Uberlagerung von einfallender und reflektierter Welle erhalten wir
El(r,t) = El(r,t) + El(r,t) = El(x,t) e, + El(r,t)e.
mit den Komponenten wobei ke = ko (—cosae, +sinae,) und k, = ko (cosae, +sinae,)
El(r,t) = Elsina (ej(wt—lse-r) +ej(wt—15,-r))
_ Eﬂ sin o (ejkocosay +e—jkocosay) od(wt—kq sin o )

= QE(! sin v cos (kg cos ay) ed(wt—kosina z)

und

El(r,t) = El cosa (eJ(wt—ke'r) _ eJ(wt—k,~r))
_ Eg Cos (e]kocosay _e—]kocosay) e](wt—kg sin a z)

=j ZE(L‘ cos asin (kg cos a y) od(wt—ko sina z)
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Reflexion am idealen Leiter: Senkrechte Polarisation

m Das elektrische Feld steht jetzt senkrecht auf der Einfallsebene und wir erhalten mit dem
Reflexionsfaktor rs = —1

1 1 1 1 1 1
EO,e = EO €5 = EO e, und EOJ = Eo €5y = _EO €z,

weshalb wir folgende Ausdriicke fiir das magnetische Feld erhalten

Ey Ef
I;I(J)je = % (sinaey +cosae,) und I;Iéjr = % (—sinaey +cosae,) .

® Fiir die Uberlagerung von einfallender und reflektierter Welle erhalten wir
E*(r,t) =E_ (r,t) + B (r,t) = By (r,t) e,
mit der Komponente
Ei(r,t)= B+ (ej(wt—l,«e-r) _ej(wt—l,cr-r))

=j QES' sin (kO CcoSs v y) ej(wtfko sin « z) .
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Wellenausbreitung bei Reflexion am idealen Leiter

a Die Interpretation der obigen Ausdriicke lasst sich vereinfachen, indem wir die Wellenzahlen
ky =kocosa und k., = kgsina
einfiihren. Es gilt somit k§ = k2 4 k2.

® Wir erhalten dementsprechend fiir den Halbraum y > 0 im Fall paralleler Polarisation

k. k .
El(r,t) =El(r,t)e, + El(r,t)e. = <zg(ﬂko cos (ky y) e, +j2E§k—z sin (ky y) ez> el(wt=k=2)

und im Fall senkrechter Polarisation
E*(r,t) = EX(r,t) e, = j2E; sin (k, y) e @17F2) e, .

a Wir beobachten also unabhangig von der Polarisation eine Welle, welche sich in z-Richtung ausbreitet
und deren Amplitude von y abhangt.

18/37  10. Januar 2023 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 10 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Sonderfdlle der Wellenausbreitung am idealen Leiter

® |Im Fall a = 0° trifft die einfallende Welle senkrecht auf die Grenzfliche. Wie erhalten &, = k¢ und
k, = 0. Die reflektierte Welle breitet sich also in entgegengesetzter Richtung zur einfallenden Welle aus.

® Durch die Uberlagerung der einfallenden und der reflektierten Welle erhalten wir eine stehende Welle.

® Im Fall & = 90° kommt es zu keiner Reflexion und die einfallende Welle breitet sich ungestort im
Halbraum y > 0 aus. Es gilt k, = 0 und k, = kq.
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Darstellung mittels Wellenlangen

a Die Welle kann auch mithilfe der Wellenlangen

2 A 2 A
Ay= = =20 ynd A=t = 20
ky, cosa k., sina

beschrieben werden, wobei \g = i—’o’ = 27% die Wellenldnge im Vakuum ist und a € (0,7/2).
L, wobei A\, A, > Ao.

@ Die beiden Wellenldngen erfiillen also die Beziehung )\% + /\—12 =3z
Yy z 0
a Damit lassen sich die komplexen Zeiger der elektrischen Feldstarkevektoren fiir die parallele bzw.

senkrechte Polarisation schreiben als

A 2 A 2 - P
]_E]”(r,t) = E(IJ‘ {2)\2 cos (g) e, +] 2)\—2 sin (;7) ez} ol (wi=52)
27wz

2 :
El(r,t) = E [stin (?) em} pilwt=22)
Yy

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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Reellwertige Feldkomponenten

® Die reellwertigen E-Feldkomponenten erhalten wir mit Eq = Eyel ¥ als Realteil der komplexen Zeiger

0
EH(I‘,t) =R {EH(I‘, t)} = E(q 2>\0 cos cos (‘PO Lot — Q;rzz)
2 )\o sin %\J sin (gpo 4wt — 2;7;)
25in . )Sin (<P0 +wt—%)
E'(r,t) = %{EL(I‘ﬂf)} = Eé— 0

0
@ Da im idealen Leiter kein elektrisches Feld existieren kann, verschwinden die tangentialen
E-Feldkomponenten (hier E, und E,) auf der Grenzflaiche y = 0 gemaB den Stetigkeitsbedingungen
der Maxwellschen Gleichungen.

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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Amplitudenverteilung von Ez|/|

a Die Abbildung zeigt die normierte y-Komponente E?U/E(u des parallel polarisierten elektrischen

Feldstarkevektors zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir ¢g = 0.
220

Y/ Ay

Institut fiir Photonik und Quantenelektronik
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Amplitudenverteilung von E!

a Die Abbildung zeigt die normierte z-Komponente E /E des parallel polarisierten elektrischen

Feldstarkevektors zum Zeitpunkt ¢t = 0 fiir g = 0.

= 0

0.5 —

Y/ Ay

O \

_92o
0 5 0.5

z/AZ
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Amplitudenverteilung von £
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= Die Abbildung zeigt die normierte x-Komponente E-/E;- des senkrecht polarisierten elektrischen

Feldstarkevektors zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir g = 0.

0 |

—1 _

0.5 —

Y/ Ay

!
05 0.5 1
z/Az
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Dispersionsrelation

a Da k, reell ist, verlauft die Wellenausbreitung verlustlos. Wir erhalten also fiir die Phasenkonstante in

z-Richtung
2
Bo=h=Jk2— k2= | k2.
€

a Aufgelost nach w ergibt sich daraus die Dispersionsrelation

w(pBz) = coy/ B2 + k3 ,

aus welcher im Folgenden die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit bestimmt werden kann.
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Phasen- und Gruppengeschwindigkeit (1)

a Die Phasengeschwindigkeit in z-Richtung ergibt sich zu

w w co
- = ; = — > Co
8. kosina  sina

Uph,z =

® und die Gruppengeschwindigkeit in z-Richtung aus der Dispersionsrelation zu

dw c c 2 2
= B=co *ﬂzozﬂzoz o =cpsina < ¢y

’Un = — = =
& T 43, /ﬁ§+k§ ko w Uph,

® Damit ergibt sich fiir die Reflexion am idealen Leiter die Beziehung

2
Uph,zVgr,z = Cp

d.h. dass das Produnkt von Phasen- und Gruppengeschindigkeit gleich dem Quadrat der
Lichtgeschwindigkeit ist.
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Phasen- und Gruppengeschwindigkeit (1)

@ Die Abbildung zeigt die normierte Phasen- und Gruppengeschwindigkeit einer ebenen Welle bei
Reflexion am idealen Leiter als Funktion des Einfallswinkels c.

"‘ph.z/("l]

Vgr,z/co

0 | |
0 30 60 90

Einfallswinkel « [°]
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Vorlesungsinhalte

3. Parallelplattenleitung
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Parallelplattenleitung

29/37

GemaB der Randbedingungen verschwindet die tangentiale E,-Komponente auf der Grenzflache, d.h.
das elektrische Feld steht senkrecht.

Ay

In den z2-Ebenen bei y = n5 mit n =1,2,3,... verschwindet die £/, Komponente ebenfalls.

Man kann in diesen Ebenen also ideal leitende Platten im Abstand d = n2x einziehen, ohne dass sich

2
das Feld zwischen den Platten verandern wiirde.
Eine solche Anordnung heiBt Parallelplattenleiter.
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ T IR Lg NN
d
W, 2

10. Januar 2023
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Moden im Parallelplattenleiter (1)

Fir einen gegebenen Plattenabstand d beobachten wir im Parallelplattenleiter abhangig von der
Frequenz verschiedene Feldbilder.

Diese Feldbilder unterscheiden sich in der Anzahl von Nullstellen. Je gréBer n, desto mehr Nullstellen
existieren zwischen den Platten.

Die verschiedenen Feldbilder bezeichnen wir als Moden.

® Das parallel bzw. senkrecht polarisierte elektrische Feld kdnnen wir dann schreiben als
0 j2sin (252)
El‘(r7t) = Eg 2)\0 CcosS (T) ej(wtiz)%z) und El(r,t) = E()L 0 ej("‘)tf%) i
32 sm (%y) 0
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Moden im Parallelplattenleiter (1)

= Die Abbildungen zeigen die Amplitudenverteilungen von E- = R{E} des senkrecht polarisierten
elektrischen Felds fiir t = 0,z = 0, g = 0 und verschiedene Werte von n.

Y Y Y

T T

n =1 n =2 n

[[—

-2 2 -2 2 -2 2
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Dispersionsrelation der Parallelplattenleitung (1)

® |st der Plattenabstand d fest vorgegeben, so folgt fiir gegebenes n

2
d=n),/2 bzw. k,= Ton
Ay

alx

a Damit ergibt sich fiir die Ausbreitungskonstante bzw. fiir die Wellenlange in Ausbreitungsrichtung

2
2
A 0 VAN W
0 z 1_(71,)\0)

32/37  10. Januar 2023 Sebastian Randel: EMW Vorlesung 10 | Wintersemester 2022/23 Institut fiir Photonik und Quantenelektronik



AKIT

Grenzfrequenz im Parallelplattenleiter

® Wird die Ausbreitungskonstante k, zu null, kann sich keine Welle mehr ausbreiten.
® Daher bezeichnen wir die Frequenz, bei der k, = 0 gilt, als Grenzfrequenz f. (,cut-off frequency").

® Dementsprechend gilt

k,\ 2 nw  27f, neo
1 — Y = = i c = — .
( ko ) 0 < kv kio < d o fc 2d

® Nun kénnen wir mit w. = 27 f. die Ausbreitungskonstante ausdriicken durch

k. = koy/1— (ﬁ)z

w

Fir Frequenzen f < f. wird k, imaginar, d.h. die Welle wird in z-Richtung exponentiell gedampft. Eine
ungedampfte Wellenausbreitung ist also fiir gegebenes n nur bei Frequenzen f > f.,, moglich.
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Dispersionsrelation der Parallelplattenleitung (11)

® Aquivalent zu der Grenzfrequenz definieren wir die Grenzwellenlinge \. = <2 = %

a Die Darstellung unten zeigt die normierte Wellenlange in Ausbreitungsrichtung A./d.
m Da )\, x k— gilt, sehen wir die Polstellen bei A — A, welche durch die gestrichelten Linien
hervorgehoben sind.

10

8 |- n—-3

n=2

X./d

o
o
ot
—_
—
ot
e N S —
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Phasen- & Gruppengeschwindigkeit im Parallelplatten-
leiter ﬂ(IT

a Mit 5, = k, gilt fir die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit im Parallelplattenleiter
w Co

2
_ _ q o we \ 2
Uphz = o= = ———=und Vg .= =cop/1—(—
ﬂz We 2 Uph,z w

no

;
Keine Wellenaus-
breitung méglich

SRR ﬁ
0 NN | | |
0 1 2 3 4 5

Kreisfrequenz w/wc
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Vorlesungsinhalte

4. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten

a Wie sich elektromagnetische Wellen an Grenzflachen, insbesondere an idealen Leitern verhalten.

® Dass die Uberlagerung von einfallender und am Leiter reflektierter Welle in einer - senkrecht zur
Grenzflache - stehenden Welle resultiert.

® Wie die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der, durch die Uberlagerung resultierenden Welle, mit
dem Einfallswinkel zusammenhangt.

a Wie das Funktionsprinzip des Parallelplattenleiters von der Betrachtung des Welleneinfalls auf den
idealen Leiter abgeleitet werden kann.

a Was eine Mode ist und unter welchen Bedingungen sich die einzelnen Moden im Parallelplattenleiter
ausbreiten konnen.

@ Die Bedeutung der Grenzfrequenz fiir die einzelnen Moden des Parallelplattenleiters.

a Wie sich die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit im Parallelplattenleiter verhalten.
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