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Vorlesungsinhalte

1. Zeitharmonische Felder und Wellen

2. Zeitharmonische ebene Wellen

3. Poynting-Vektor

4. Komplexer Poynting-Vektor

5. Polarisation elektromagnetischer Wellen
6. Was Sie gelernt haben sollten

7. Anhang

Mathematische Beschreibung Polarisationszustand
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Ziele & Motivation

m |n der letzten Vorlesung haben wir die Maxwellschen Gleichungen entkoppelt und die Wellengleichung fir das E-
und H-Feld hergeleitet.

m Da in der technischen Anwendung (z. B. Mobilfunk, Radar) jedoch meist sinusférmige Signale dominieren,
fokussieren wir uns nun auf den Spezialfall zeitharmonischer Felder.

m Dabei werden wir sehen, dass die Darstellung der Felder mittels komplexen Zeigern bzw. Amplituden, die
Maxwellschen Gleichungen vereinfacht.

Ziele der Vorlesung

m Wiederholung: Maxwellschen Gleichungen fir komplexe Amplituden

m Wellengleichung flir zeitharmonische Felder: Helmholtz-Gleichung & Lésung

m Elektromagnetische Wellen als Energietrager: Beschreibung Energiefluss mittels Poynting-Vektor
m Schwingungsrichtung der Feldvektoren: Polarisation der Welle
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Vorlesungsinhalte

1. Zeitharmonische Felder und Wellen
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Ruckblick: Komplexe Zeiger

m Bei zeitharmonischer Anregung mit der Frequenz w = 2 /T |asst sich beispielsweise das Vektorfeld der elektrischen
Feldstarke separieren in

E(r,t) = E(r) cos(wt + )

wobei der Vektor r den Ortsvektor in einem gegebenen Koordinatensystem darstellt.
m Esistin vielen Fallen hilfreich, den obigen Ausdruck mittels des komplexen Zeigers darzustellen als

E(r,1) = E(r) exp (j [wt + ¢])

m Dabei zeigt der Unterstrich an, dass es sich um eine komplexe Gré3e handelt.
m Der reellwertige Feldvektor ergibt sich als Realteil des komplexen Zeigers zu

E(r,t) = R{E(r,t)} = 5 [E(r,t) + E(r, 7))

1
2

wobei der hochgestellte Asterisk * flir die komplexe Konjugation steht.
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Ruckblick: Komplexe Amplituden

m Bei harmonischer Zeitabangigkeit ergibt sich die Ableitung des komplexen Zeigers nach ¢ zu
OE(r,t)  OE(r)exp(jlwt+¢]) .
o ot -
m Die komplexe Zeigerschreibweise flr zeitharmonische GréBen Iasst sich noch weiter vereinfachen, indem die
Zeitabhangigkeit nur noch durch die gegebene Kreisfrequenz w = 2x /T impliziert wird.
m Wir kbnnen den komplexen Zeiger dann schreiben als

E(r,t) = E(r) exp(jlwt + ¢]) = E(r) exp(j ¢) exp(jwt) = E(r) exp(j wi)

wobei E(r) = E(r) exp(j ) die komplexe Amplitude implizit bezogen auf die Kreisfrequenz w angibt.
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Maxwellsche Gleichungen fur komplexe Amplituden

m In linearen, homogenen, isotropen und ndherungsweise gedachtnisfreien Medien gilt ¢ = const und n = const.
m Bei harmonischer Anregung mit der Kreisfrequenz w gelten mit D = ¢E und B = H die Maxwellschen Gleichungen

analog fur die komplexen Amplituden:

(I) Durchflutungsgesetz V x H(r) = jwe (1 — ] i) E(r)

we
(IT) Induktionsgesetz V x E(r) = —jwuH(r)
(IIT) GauBsches Gesetz V- E(r) = %Q(r)
(1v) V-H(r)=0

m Durch die Einfhrung der komplexen Amplituden eliminieren wir die explizite Zeitabhangigkeit.
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Helmholtz-Gleichung

m Wir betrachten nun, wie sich die Herleitung der Wellengleichung (Vorlesung 02) far zeitharmonische Felder mit
komplexen Amplituden E und H vereinfacht.

m Wir gehen von einem nichtleitenden (x = 0) und raumladungsfreien (o = 0) Medium aus.
m Daraus folgt direkt die Quellenfreiheit der Felder, also V-E =0und V- H = 0.
m Wenden wir nun die Rotation auf das Induktions- bzw. Durchflutungsgesetz an, erhalten wir mit % — jw

VXx(VXE)=V(V-E)=AE = —AE = —jwu(V xH) = —jwu (jweE) = w*ucE
Vx(VxH) =V(V-H -—AH=-AH =jwe (V x E) = jwe (- jwpH) = w*ueH

Durch Einflihrung der Wellenzahl k £ w,/u = ¢ (Einheit rad/m) tberfiihren wir diese Gleichungen in die
Helmholtz-Gleichungen flr die elektrische und magnetische Feldstéarke zeitharmonischer Felder

AE+ K*’E =0 und AH+ EFH=0
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Vorlesungsinhalte

2. Zeitharmonische ebene Wellen
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Zeitharmonische ebene Wellen

m Analog zu Vorlesung 2 betrachten wir ebene Wellen, die sich in z-Richtung ausbreiten, jedoch zusatzlich
zeitharmonisch sind.

m Dementsprechend beschreiben wir die Zeitabhangigkeit der Feldgré3en durch den Faktor exp(jwt) und erhalten mit
den komplexen Amplituden E(z) und H(z) die komplexen Zeiger des E- und H-Feldes

E(z,t) = E(z) exp (jwt) und H(z,t) = H(z)exp (jwt) .

m Einsetzen in die Helmholtz-Gleichungen fuhrt auf die gewéhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

O°E 0°H
—— +KE = n — +kKFH=0.
5,2 TRKE 0 und 5,2 TAE
m Die allgemeine Lésung dieser Gleichungen stellt - wie zuvor bei der beliebigen Zeitabhangigkeit - eine Superposition
aus einer und einer Welle dar
E(z,t) = +
I:I(Zv t) - +

m Die Vektoren E; und H;; bezeichnen die komplexen Amplituden der Feldstarke zum Zeitpunkt ¢t = 0 am Ort z = 0.
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Maxwellsche Gleichungen fur zeitharmonische ebene

Wellen

m Die Lésungen der Helmholtz-Gleichung betrachten die E- und H-Felder unabh&ngig voneinander.
m Um eine elektromagnetische Welle zu beschreiben, missen E und H jedoch die Maxwellschen Gleichungen erfillen.
m FOr eine ebene Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet, sind die Feldgré3en definitionsgemal3 unabhangig von den

transversalen Koordinaten x und y, weshalb alle partiellen Ableitungen nach = und y verschwinden.

m Unter dieser Bedingung vereinfachen sich das Durchflutungs- und das Induktionsgesetz zu
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Feldkomponenten zeitharmonischer ebener Wellen

m Durch Einsetzen der L6sungsansatze fir E(z,¢) und H(z,t) in die reduzierten Maxwellschen Gleichungen lassen
sich die Beziehungen zwischen den transversalen Komponenten herleiten.

m Wir nutzen dabei den Wellenwiderstand Z = /u /e zur kompakten Darstellung der Kopplung und erhalten ...

m ... fUrdiein laufende Welle m ... fUrdiein laufende Welle
1 OHT k 1 OH; k
Efl=——o 4 = —H'= ZH' E =—— = H =-ZH;
jwe 0z we Y Y jwe 0z we Y Y
1 OH' k 1 OH:
Ef = .—a“” =——H'"'=-ZH' E = .—a‘x = ﬁf_{; = JH,
Y jwe 0z We 4 jwe 0z We
Ef=0 E; =0
HI =0 H =0

m Da jeweils nur £, und H, bzw. E, und H, miteinander gekoppelt sind, Iasst sich jede zeitharmonische ebene Welle
als Superposition zweier unabhangiger Wellen darstellen.
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Wellenvektor

m Bisher haben wir ausschlief3lich ebene Wellen betrachtet, welche sich entlang der z-Achse ausbreiten.
m Zur Beschreibung beliebiger Ausbreitungsrichtungen mit Einheitsvektor e, fUhren wir den Wellenvektor ein

k:kea.

m Die Ausbreitung im Raum lasst sich dann kompakt durch das Skalarprodukt k - r im Exponenten ausdriicken.
m Mit der komplexen Amplitude H,, bei t = 0 und r = 0 schreiben wir dann

H(r,t) = Hyexp(j(wt —k - 1)) .

m Der zugehorige komplexe Zeiger des E-Felds berechnet sich direkt aus dem Kreuzprodukt der Ausbreitungsrichtung

und des Magnetfeldes gemal3
E=7(H x ey)

m Die Feldvektoren E, H und der Wellenvektor k bilden in dieser Reihenfolge stets ein Rechtssystem.
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Wellenfronten

m Wir bezeichnen die Ebenen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, in denen die Phase der Welle zu einem festen
Zeitpunkt ¢, konstant ist, als Wellenfronten.

m Mathematisch entspricht diese Definition der Bedingung wty £k - r = ¢y + n2mw,n € Z, was die Gleichung paralleler
Ebenen (indiziert durch n) im dreidimensionalen Raum darstellt.

m Der rdumliche Abstand zwischen zwei benachbarten Flachen gleicher Phase entspricht der Wellenlange \ = 27 /k.

(o

€,

x\

mO g
A
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Vorlesungsinhalte

3. Poynting-Vektor
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Elektromagnetische Feldenergie

m Elekirische und magnetische Felder speichern Energie (vgl. Plattenkondensator bzw. Spule).
m Die in einem Volumen V' gespeicherte elektrische bzw. magnetische Energie kann bestimmt werden aus

V V
m Dabei sind we und wy, auf das Volumen bezogene Energiedichten, die bestimmt werden kénnen aus

1 1

m Die gesamte elektromagnetische Feldenergie ergibt sich als Summe der elektrischen und der magnetischen
Feldenergie zu Wem = We + Wy, Und wem = we + wn
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Satz von Poynting (I)

m Der Satz von Poynting besagt, dass jede Anderung dWen, der in einem Volumen V' gespeicherten
elektromagnetischen Feldenergie in einem Zeitintervall d¢ beschrieben werden kann als

dWem:—/S-dth — /E-Jdth
F V P
durch die IT[JIIfIéche F in W‘grme

abgestrahlte Feldenergie = umgewandelte Feldenergie
(d.h. Ohmsche Verluste)

m Der Vektor S wird hierbei als Poynting-Vektor bezeichnet.

m Er beschreibt Betrag und Richtung der pro Flachenelement und Zeiteinheit abgestrahlten elektromagnetischen
Feldenergie und hat somit die Einheit W/m?.
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Satz von Poynting (Il)

m Bezogen auf das Zeitintervall dt¢ 1&sst sich der Satz von Poynting auch als Leistungsbilanz ausdricken:

dWem:—/S-dF—/E-JdV

m Mithilfe des Gaul3schen Satzes und der Definition der Energiedichte ergibt sich daraus

d

dt v
m Dies lasst sich mit den Energiedichten fir das elektrische und das magnetische Feld schreiben als

d

( E-D+ —H-B) =—-V-S—-E-J
dt
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Satz von Poynting (lll)

m Mit D = ¢E und B = H sowie unter der Annahme, dass  und p nicht von der Zeit abhangen, lasst sich mithilfe von

d dE dE dD d dB
E(E-D)e(E-EJrE-E)QE-E und analog dazu E(H-B)_2H-E,
zeigen, dass
d /1 1 dD dB
m Aus (1) und (2) ergibt sich somit

dD dB dD dB

§S=—-E-J-E-——_H -—=_E- )l -—H.=

VoS J a i <J+ dt) a

m Und schlieBlich mit den Maxwellschen Gleichungen fur die Rotation von E und H

V-S=H - (VXE)—-E-(VxH)=V-(ExH)
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Poynting-Vektor

m Wird nun die Divergenz auf beiden Seiten der Gleichung weggelassen, erhalten wir einen Ausdruck fir den
Poynting-Vektor.

Der Poynting-Vektor S beschreibt Betrag und Richtung der pro Flachenelement und Zeiteinheit abgestrahlten
Feldenergie gemaf3

S=ExH

Er hat die Einheit J/s/m? bzw. W/m2.
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Vorlesungsinhalte

4. Komplexer Poynting-Vektor
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Poynting-Vektor bei harmonischer Zeitabhangigkeit

m Nehmen wir nun eine harmonische Zeitabhangigkeit mit Kreisfrequenz w sowie (zur Vereinfachung) ¢ = 0 an,
erhalten wir die reellen Feldvektoren

E(r,t) = E(r) cos(wt) und H(r,t) = H(r) cos(wt + ¢),

wobei ¢ eine beliebige Phasenverschiebung zwischen dem E- und H-Feld beschreibe.
m Der instantane Poynting-Vektor ergibt sich dementsprechend zu

S(r,t) = E(r,t) x H(r,t) = [E(r) x H(r)] cos(wt) cos(wt + ¢)

m Mit den Rechenregeln der Trigonometrie lasst sich dieser Ausdruck auch schreiben als

S(r,t) = = [E(r) x H(r)] (1 + cos(2wt)) cos(¢) —éin(Zwt) sin(gbz

\ 4 v

DO | —

Blindleistungsanteil

Wirkleistungsanteil

m Abhangig von der Phasenverschiebung ¢ ergibt sich ein Wirkleistungs- und ein Blindleistungsanteil.
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Wirk- & Blindleistungsanteil

23/39

Der Wirkleistungs- und der Blindleistungsanteil
oszillieren also mit der Kreisfrequenz 2w.

Im zeitlichen Mittel Gber eine Periode T' = 27 /w
verschwinden alle oszillierenden Terme und es
verbleibt allein der Wirkanteil

S(r) = — /0 S(r,t) dt — % B(r) x H(r)] cos(d)

Abbildung: Normierte Darstellung des instantanen
Poynting-Vektors S(r, t) aufgeteilt in

und :

Die gestrichelten Linien stellen den jeweiligen
zeitlichen Mittelwert dar.
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Berechnung mittels komplexer Zeiger

m Felder mit harmonischer Zeitabhangigkeit kdnnen wir mithilfe komplexer Zeiger darstellen:

B(r,#) = R {B(r) exp(iwt)} = 5 [B(r) exp(it) + B*(r) exp(—j wt)]

. 1 . . .
H(r,t) = R{H(r) exp(jwt)} = 5 [H(r) exp(jwt) + B (r) exp(—jwt)
m In dieser Darstellung ergibt sich der instantane Poynting-Vektor zu

S(r,t) = E(r,t) x H(r,t)
= ﬂE(r) exp(jwt) + E*(r) exp(—j wt)} X [H(r) exp(jwt) + H'(r) exp(— jwi)
1

— < (B() x H'(r) + E'(x) x H(x) + (B(r) x H(r)) exp(i 2wt) + (B*(x) x H'(r)) exp(— j 2t) )
1
— SR{E(r) x H'(x) + (B(r) x H(r)) exp(j 201) |
m Bestimmen wir nun den zeitlichen Mittelwert, erhalten wir folgenden Ausdruck

S(r) = SR {E(r) x H'(r)}
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Komplexer Poynting-Vektor

Definition

Wir definieren den komplexen Poynting-Vektor als

S(r) = 5 [B() x H'(r)] .

Sein Realteil gibt das zeitliche Mittel (und damit die Amplitude) des Wirkleistungsanteils, sein Imaginarteil die Amplitude

des Blindleistungsanteils an.
Wichtig: Bei der Herleitung dieses Ausdrucks werden zwei komplexe Zeiger tUber das Kreuzprodukt nichtlinear

verknlpft. Daher kdnnen wir den Poynting-Vektor nicht gemal3 E x H aus den komplexen Zeigern ermitteln!

m Setzen wir analog zu Folie 22 E(r) = E(r) und H(r) = H(r) exp(j ¢), erhalten wir wie auf Folie 23
_ 1
S(r) = R{S(r)} = 5 [E(r) x H(r)] cos(¢)

m Betrachten wir den Imaginarteil, ergibt sich entsprechend

3 {S(r)) = — [E(r) x H(r)] sin(¢)
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Vorlesungsinhalte

5. Polarisation elektromagnetischer Wellen
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Polarisation zeitharmonischer ebener Wellen ()

Die Polarisation einer elektromagnetischen Welle beschreibt die Schwingungsrichtung ihres elektrischen Feldvektors
und deren zeitliche bzw. raumliche Entwicklung.

m Wichtig: Die Polarisation einer Welle ist nicht zu verwechseln mit dem elekirischen Polarisationsfeld in einem
Medium, das die Wechselwirkung dieses Mediums mit einem elektrischen Feld beschreibt.

m Betrachten wir eine sich in z-Richtung ausbreitende zeitharmonische ebene Welle, z.B. bei z = 0, wobei die
transversalen Komponenten des elektrischen Feldes gegeben sind durch

E.(t) = E, cos(wt + ;) = Eya, cos(wt + ;)
E,(t) = E, cos(wt + ¢,) = Eya, cos(wt + ¢,

mit den Amplituden E, und £, der Normierung £y = |/ EZ + EZ sowie den Phasen ¢, und ¢,.
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Polarisation zeitharmonischer ebener Wellen (ll)

m Tragen wir E,(t) und E,(t) im Intervall 0 <t < %” in einem E,-E,-Graphen auf, erhalten wir abhangig von a,, a,, ¢.

und ¢, lineare, kreisformige oder elliptische Verlaufe.
m Die folgenden Graphen zeigen Beispiele, wobei die Spitze des Pfeils den Wert bei ¢ = 0 angibt:

linear in z-Richtung ~45° linear rechtszirkular linkszirkular elliptisch
A Ey A Ly A By A Ey A Ey
Fy E, E, E, E,
— > > > > >
1 1 1
ay =0 ¢, =0 ay = /5 Py =73 Ay = 7 Oy =73 ay = 75 wy =10 ay:\/Tg w0, =0
Institut fir Photonik und Quantenelektronik A“(IT
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Polarisationszustande

m Also ergeben sich in Abhangigkeit von ¢, und ¢, verschiedene Drehrichtungen des Feldvektors.
m Diese Drehrichtung geben wir stets aus der Perspektive eines Beobachters an, auf den die Welle zulauft.

Polarisationszustand i, a, Ap = (¢, — pz) mod 27
Linear (x-Richtung) 1 0 beliebig
Linear (y-Richtung) 0 1 beliebig
Linear (sonstige) 0<a, <1 V1—a2 mn,m € 7Z
Rechtszirkular \/Li \/Li z
Linkszirkular \/% v 3
Elliptisch (rechtsdrehend) 0<a,<1 V1—a2 0<Ap<m
Elliptisch (linksdrehend) 0<a, <1 V1—a2 T < Ap <21
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Jones-Vektor Darstellung

m In komplexer Zeigerschreibweise lassen sich die transversalen Feldkomponenten darstellen als

E,(t) = Eyexp(jwt +jp.) = Eyexp(jwt) = Eya, exp(jwt)
E,(t)=E exp(jwt +j@,) = E,exp(jwt) = Eya, exp(jwt)

m Aus den normierten komplexen Amplituden a, = a, exp(j ¢.) und a, = a, exp(j ¢,) ergibt sich der Jones-Vektor

wobei aufgrund obiger Normierung |a,|* + |a,|* = 1 gilt.

m Mithilfe des Jones-Vektors und einer Jones-Matrix kbnnen wir den Einfluss polarisationsabhangiger Elemente auf
vollstandig polarisierte Wellen beschreiben.

m Hinweis: Nicht alle elektromagnetischen Wellen sind vollstandig polarisiert.

m Beispielsweise lasst sich Sonnenlicht als Uberlagerung vieler Wellen zufélliger Polarisation auffassen und ist damit
unpolarisiert.
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Vorlesungsinhalte

6. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten

m Unter welchen Bedingungen die Maxwellschen Gleichungen ohne explizite Zeitabhéngigkeit und nur mit komplexen
Amplituden formuliert werden kdnnen.

m Wie die Wellengleichung und die Helmholtz-Gleichung zusammenhangen.

m Wie zeitharmonische ebene Wellen mithilfe von komplexen Zeigern und dem Wellenvektor bzw. der Wellenzahl
beschrieben werden kdnnen.

m Wie die abgestrahlte Feldenergie durch den Poynting-Vektor beschrieben wird.

m Wie der reelle und komplexe Poynting-Vektor zusammenhangen.

m Auf welche Weise Wirk- und Blindleistungstransport durch den Poynting-Vektor beschrieben werden.
m Welche Bedeutung die Polarisation einer Welle hat.

m Wie die verschiedenen Polarisationszustande zustande kommen und wie diese mathematisch beschrieben werden
kdnnen.
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Vorlesungsinhalte

7. Anhang

Mathematische Beschreibung Polarisationszustand
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Vorlesungsinhalte: Anhang

7. Anhang

Mathematische Beschreibung Polarisationszustand
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Einfuhrung

m Wir definieren den transversalen elektrischen Feldvektor E+ in z = const “Ey
Ei(t) _ E.(t) _ (@ cos(wt + ;)
E,(t) a, cos(wt + @)

m Mithilfe der Additionstheoreme zerlegen wir E* in eine Uberlagerung von
Sinus- und Cosinusschwingungen

L [ ae cos(p,) cos(wt) — a, sin(p,) sin(wt)
E7) = (ay cos(py) cos(wt) — ay sin(y,) sin(wt))

m E-* beschreibt also eine Ellipse in Parameterform mit den Halbachsen « 2a,
und b, die gegen den Uhrzeigersinn um den Winkel o gedreht wurde:

cos(a) —sin(a)\ [ a cos(wt) _[a cos(ar) cos(wt) — b sin(a) sin(wt)
A sin(a)  cos(a) A b sin(wt) ’ a sin(a) cos(wt) + b cos(a) sin(wt)

Drehmatrix Ellipse
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Parameter der Polarisationsellipse

m Um die Parameter der Ellipse zu bestimmen, fihren wir einen Koeffizientenvergleich zwischen dem Feldvektor und
der gedrehten Ellipsenform durch.

m Das Ziel ist es, den Drehwinkel o sowie die Halbachsen a, b durch a,, a, und Ay = ¢, — ¢, auszudrlcken.
m Mithilfe dieser Parameter, kobnnen wir die Polarisationsellipse grafisch darstellen.

Koeffizientenvergleich

Durch Vergleich der Terme vor cos(wt) und sin(wt) erhalten wir vier Gleichungen

a cos(a) = ag cos(py) (3)
bsin(a) = a, sin(p,) (4)
asin(a) = a, cos(yy) (5)
—bcos(a) = a,sin(yp,) (6)

Durch geschickte Verknipfung dieser Terme werden wir im Folgenden die gesuchten Parameter der
Polarisationsellipse herleiten.
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Drehwinkel der Polarisationsellipse

m Unser Ziel ist es, auf der rechten Seite einen Ausdruck zu erhalten, der von Ay abhangt, also dem Additionstheorem
far den Cosinus &hnelt cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y).

m Dazu addieren wir die Produkte (3) - (5) sowie (4) - (6) und erhalten mit sin(a) cos(a) = 1 sin(2a)

(a* — b%) sin(2a) = 2a,a, cos(p, — p,) = 2a,a, cos(Ap) (7)
m Im néchsten Schritt eliminieren wir auf der rechten Seite ¢, und ¢,

m Dazu quadrieren wir alle vier Gleichungen und addieren zunéchst (3) und (4) sowie (5) und (6):

a? cos?(a) 4 b?sin?(a) = a? cos*(p,) + a2 sin’(p,) = a* (8)

22
a?sin?(a) + b* cos*(a) = az cos*(¢p,) + af/ sin®(g,) = a?/ (9)
m Bilden der Differenz von (8) und (9) liefert mit cos?(a) — sin*(a) = cos(2a)

a?(cos?(a) — sin?(a)) + b*(sin?(a) — cos®(a)) = (a* — b*) cos(2a) = a? — az (10)

m Division von (7) durch (10) eliminiert schlief3lich die Halbachsen a, b auf der linken Seite

2a.a,

tan(2a) = cos(Ap), wobei 0 < a <

2 _ 2
azy — ay
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Halbachsenlangen der Polarisationsellipse

m Um nun die Langen der Halbachsen « und b explizit zu bestimmen, bestimmen wir zunachst a? + b* durch die
Addition von (8) und (9)
a’ +b° = (a° cos’(a) + b sin’(a)) + (a” sin*(a) + b” cos’(@)) = a} + a; (11)
m Mit der Identitat cos?(2a) + sin?(2a) = 1 erhalten wir aus (7) und (10)

(a2 — 62>2 = (ai — az)Q + (2a,a, COS(AQO))Q

m Somit erhalten wir flr die Differenz der quadrierten Halbachsen

a? — b = \/(ai — ag)Q + (2a,a, cos(Ap))? (12)

m Durch Addition bzw. Subtraktion der Summe (11) und der Differenz (12) erhalten wir

1 1
a=—=v/(a?+b0%)+ (a®> = b?) = —\/a% + a2 + \/(a?[; — a2)2 + (2a,a, cos(Ap))?

% V2 :
1 1 2 2
b — ﬁ\/(az F02) — (a2 — 12) = ﬁ\/a‘% +a2 — \/(ag —a2)” + (2aza, cos(Ap))
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Vereinfachung bei vollstandiger Polarisation

m FUr vollstandig polarisierte Wellen gilt a2 + az = 1, weshalb es sich anbietet, das Verhaltnis von a, und a, durch einen
Winkel 6 mit 0 < 6 < /2 zu beschreiben:

a, = cos(f) und a, = sin(0)
m Dann folgt mithilfe trigonometrischer Beziehungen

2axay = 2sin(f) cos(f) = sin(20)
a; + a; = cos’(f) +sin*(0) = 1
a’ — az — cos?(6) — sin?(6) = cos(260)
m In dieser Schreibweise erhalten wir mit cos?(26) = 1 — sin?(20) und 1 — cos?(Agp) = sin?(Ayp)

tan(2a) = tan(20) cos(Ay)
a = ﬁ\/l + \/1 — sin?(26) sin?(A¢p)

b= \%\/1 — \/1 — sin?(20) sin?*(Ayp)
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