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Vorlesungsinhalte

1. Einfuhrung
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Einfuhrung: Von der Welle zur Quelle

m Bislang haben wir die Ausbreitung idealisierter ebener Wellen in homogenen Medien betrachtet, ohne deren
Ursprung zu diskutieren.

m In dieser Vorlesung sehen wir uns an, wie wir elektromagnetische Wellen ,erzeugen® kbnnen.

m Aus der Diskussion der Maxwellschen Gleichungen (Vorlesung 01) wissen wir bereits, dass beschleunigte Ladungen
bzw. zeitlich veranderliche Stréme die Quellen elekiromagnetischer Wellen sind.

m L6sen sich die Felder von ihrer Quelle (z. B. einem stromdurchflossenen Leiterdraht), transportieren sie irreversibel
Energie von der Quelle weg.

m Diesen Vorgang des Aussendens von Wirkleistung bezeichnen wir als Strahlung.

m Dieses Prinzip bildet die Grundlage aller Antennen: Sie fungieren als Wandler zwischen leitungsgebundenen Wellen
und Freiraumwellen.

m Zur Berechnung der Strahlung mussen die Quellen (p, J) bertcksichtigt werden, weshalb wir die inhomogenen
Maxwellschen Gleichungen betrachten.
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Vorlesungsinhalte

2. Kugelkoordinaten

5/50 14. Januar 2026  Sebastian Randel: EMFW Vorlesung 05 | Wintersemester 2025/26 Institut fir Photonik und Quantenelektronik A“(IT



Kugelkoordinaten

m In Kugelkoordinaten wird ein Punkt P im Raum durch seinen A
Abstand vom Ursprung und zwei Winkel definiert.

m Daher bieten sie sich zur Beschreibung von Kugelwellen an, d.h.
Wellen, die sich ausgehend von einem Punkt gleichmagig in alle \
Raumrichtungen ausbreiten. NP

m Jede ihrer Feldkomponenten ist zu einem gegebenen Zeitpunkt
auf Kugelschalen um den Ausgangspunkt konstant.

m In Kugelkoordinaten gibt es - im Gegensatz zu den
Zylinderkoordinaten - keine kartesische Koordinate.

Koordinate Bedeutung Bereich

¢ Azimutwinkel [0, 2m)
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten (l)

m In Kugelkoordinaten nehmen die Differentialoperatoren der Vektoranalysis fir ein beliebiges Skalarfeld ) bzw. ein
beliebiges Vektorfeld A die folgende Form an:

m Gradient:
oY 10y 1 oY
VY= or Cr r 019619 i rsin(1) (%5%
m Divergenz:
1 Or? A, 1 Osin(d)Ay 1 0A,
VA= r2 or - rsin(d) 09 " rsin(v) 0@
m Rotation:

Vs A 1 OsindAy  0Ay +1 1 0A, OrA, o +1 orAy 0A, .
~ rsind ov 0] ©r r \sind ¢ Ir ot 5 59 é
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten (ll)

m Skalarer Laplace-Operator:

o (00 10/ o 1 %
A=y (T E) " 2sin(9) 29 (Smw)%> () 062

m Vektorieller Laplace-Operator:

204y 2 0Ay 2 4 2cotd
AAT r2 o rgjinﬁ 19J0) TQAT 2 Aﬁ
— _ 2cotd94e | 2 0A, 1
AA AAﬂ r2 sin 1) 8925 + r2 81§A 72 sin219A19
2 0A, 2 cot)0Ay 1
AA¢ + r2sin v 0¢ + r2 sind 0¢ r2 sinZﬁA¢

m Bei der Betrachtung des vektoriellen Laplace-Operators fallt auf, dass alle drei Komponenten von AA jeweils von A,,
Ay und A, abhangen.

m Dementsprechend muissen wir im Allgemeinen auf einen geeigneten Ansatz mit kartesischen oder zylindrischen
Vektorkomponenten zurlckgreifen, um die Wellen- oder Helmholtz-Gleichung zu |6sen.
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Vorlesungsinhalte

3. Hertzscher Dipol
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Elektrischer Dipolstrahler

m Eine einzelne, sich zeitlich andernde Punktladung kann aufgrund der Ladungserhaltung
nicht existieren.

m Nimmt die Ladung an einer Stelle zu, muss sie an einer anderen Stelle abnehmen. As/2t @
m Die einfachste Anordnung, die diese Anforderung erfUllt, ist ein elektrischer Dipol.

m Dieser Dipol besteht aus zwei entgegengesetzt geladenen Punktladungen zwischen denen
ein Strom 1 flieft. 0| I

m Wir nehmen an, dass diese Ladungen -+ bzw. durch externe Speisung mit Energie
entlang der z-Achse um den Nullpunkt oszillieren.

m Aufgrund ihrer ungleichférmigen Bewegung, erzeugen diese Ladungen nun eine As2 | ©
elektromagnetische Welle bzw. Strahlung.
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Hertzscher Dipol

m Im Ubergang von diskreten Ladungen zu einem kontinuierlichen, zeitharmonischen Ladungsfluss mit der
Kreisfrequenz w, gilt bei = = As/2 fir den komplexen Zeiger der Ladung ¢(t) = qexp(jwt).

m Dieser Ausdruck lasst sich Uberfihren in den zeitabhangigen Strom 7(¢) mit komplexem Zeiger

d
1(t) = d—g = lpexp(jwt) mit Iy =jwq.
m Ein solches Stromelement infinitesimaler Lange As — 0 mit einer homogenen und zeitharmonischen Stromverteilung
heil3t Hertzscher Dipol.

A
RGRE B g ° p e ©
: o® ®e
w8 @ ® o @ * §
w- = = =z & = =
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Elektrostatisches Potential

m Um die Strahlung des Hertzschen Dipols zu untersuchen, beschranken wir unsere Betrachtung zunachst auf einen
Dipol infinitesimaler Lange mit zeitlich konstanter Ladungsverteilung.

m Wir nehmen an, dass die Ladungen +q auf der z-Achse bei +As/2 angeordnet sind.
m Dann erhalten wir mit dem Dipolmoment p = gAse. (vgl. [1, S. 62]) und der Voraussetzung |r| > As das Potential
des elektrostatischen Dipols zu

p-r gAse,-r

Qbel(r)

B dmelr]d  4dmerd

m In Kugelkoordinaten (r, 9, ¢) wird dieser Ausdruck mit e, - r = r cos()) zu (vgl. auch die Herleitung des Potentials im
Anhang auf Folie 37)

q As cos(V)
drer?

¢el(ra 19) -

m Die Abhangigkeit vom Azimutwinkel ¢ verschwindet aufgrund der rotationssymmetrischen Anordnung.
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Elektrostatisches Feld des Dipols

m Den elektrischen Feldstarkevektor E erhalten wir als negativen Gradienten des elektrostatischen Potentials zu

—% 2 cos(1)) E,
) q As ,
E(’r, 19) = —que|(7“, 19) = —%% = W SIH(T?) = Eﬁ ,
0 0 Ly

wobei die ¢p-Komponente des elektrischen Feldes aufgrund der Symmetrie von ¢, verschwindet.

m Elektromagnetische Wellen kénnen jedoch nur von zeitlich veranderlichen Strémen (und damit zeitlich variablen
Ladungsverteilungen) hervorgerufen werden.

m Die elektrische Feldverteilung des Hertzschen Dipols kann daher nicht vollstandig durch das ermittelte
elektrostatische Feld beschrieben werden.
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Elektrostatisches Feld des Dipols: Visualisierung

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden elektrischen Feldkomponenten E,. und Ej des
elektrostatischen Dipols in einer Ebene y = 0 bzw. ¢ = const.

m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z Ey z
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Elektrisches Feld nahe am Dipol

m Beschranken wir die Untersuchung des Hertzschen Dipols auf das direkte Umfeld, d.h. auf Abstande
r < \=2r/k = 2mwc/w, so wirken sich Anderungen in der Ladungsverteilung quasi instantan aus.

m Daher erwarten wir, dass das E-Feld des Hertzschen Dipols fur » < A prinzipiell dem des elektrostatischen Dipols
entspricht.

m Berlcksichtigen wir nun erneut die zeitabhangige Ladungsverteilung ¢(t) bzw. Stromverteilung (¢), erhalten wir far
den komplexen Zeiger des elektrischen Feldstarkevektors

2 cos(1) 2 cos(V) E,

B(r.9,1) q(t)As | () . 1y As () (owt) 5
_ - _ exp(jwt) =

SO T e | T Virwers | P =

0 0 E,

m Da sich elektromagnetische Wellen mit endlicher Phasengeschwindigkeit ausbreiten, wird diese Feldverteilung
jedoch nicht fur beliebige Abstande vom Ursprung gultig sein. Um das elektrische Feld im gesamten Raum zu
bestimmen, mussen wir also einen anderen Ansatz wahlen.
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Magnetisches Vektorpotential

m Fassen wir den Hertzschen Dipol als stromdurchflossenen Leiter auf, so wird dieser gemaf3 dem
Durchflutungsgesetz von einer magnetischen Feldstarke H umgeben.

m Dieses H-Feld erhalten wir aus dem magnetischen Vektorpotential A = A.e. in Stromrichtung
1
M
m Transformiert in Kugelkoordinaten ergibt sich das entsprechende Vektorpotential zu

H=—-(VxA).
A(r) = A, cos(V) e, — A, sin(d) ey.

m Da die Divergenz eines Wirbelfeldes verschwindet, gilt aufgrund der Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern mit
einem beliebigen Skalarfeld f

V-B=V- (VxA)=V-(Vx(A+Vf))=0.

m Die Divergenz des Vektorpotentials ist folglich nicht eindeutig bestimmt (Eichtransformation).
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Wellengleichung des Vektorpotentials

m Mit dem komplexen Zeiger des magnetischen Vektorpotentials A, erhalten wir E aus dem Induktionsgesetz zu
VXE=—-jupH=—-jw(VxA) = E=—-—jwA— Vo
m Aus dem Durchflutungsgesetz folgt unter der vereinfachenden Annahme eines verlustfreien Mediums mit k2 = w?ue

1 1 k>
—[VX(VxA)]=-[V(V-A)-AA] = jwcE = —A — jwe Ve
I I f

m Mit der sogenannten Lorenz-Eichung

VxH=

l a¢el
cz Ot

erhalten wir fir das magnetische Vektorpotential die Wellengleichung in Form der Helmholtzgleichung

V-A=—

bzw. VA= —jweude

AA + k*A =0.
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Vorlesungsinhalte

4. Wellengleichung in Kugelkoordinaten
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Kugelwellen

m Ausgehend vom Hertzschen Dipol im Koordinatenursprung breiten sich elektromagnetische Kugelwellen aus, welche
im Folgenden beschrieben werden sollen.

m Mit dem skalaren Laplace-Operator in Kugelkoordinaten und mit A(r, 9, ¢) = A.(r, v, ¢) e, erhalten wir die skalare
Helmholtzgleichung

10 [ ,0A. 10 (. . 0A, 1 0PA.
2 or (T or ) T2 em(0) 00 (Sm(ﬁ) B ) T i) o T A=Y

m Als Losungsweg wahlen wir den Produktansatz von Bernoulli und setzen an, dass
1_42(7“7 197 ¢) — AOB(T)Y(ﬁa QS)

m Aus der Helmholtzgleichung erhalten wir dann nach wenigen Schritten

10 (208 4—l L9 sin(f/’)a—_y +l ! 62Y+k27“2—0
Ror " or Y sin(v) 0v oL, Y sin?(19) 9¢? — V-
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Losung der Wellengleichung in Kugelkoordinaten

m Flhren wir die Separationskonstante A = const ein,
+ =0,

kénnen wir diese Gleichung separieren.
m Wir erhalten dann die

11 g '(ﬁ)_ay +i ! 82Y+>\_0
Ysin@)ao \" a0 ) T Vel ogr
m und die
R@r(r 8r>+k A=0.

m Die Addition dieser beiden gekoppelten Differentialgleichungen ergibt wieder die Helmholtzgleichung.
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Winkelabhangigkeit

m Die kdnnen wir schreiben als

1 0 oY 1 %Y
sin” ()

sin(19) 90 (sm(ﬁ)% 2(9) 02 A =90

m Diese Gleichung ist im Fall A = /(¢ + 1) fir ganzzahlige ¢ 16sbar. Ihre Lsungen werden als Kugelflachenfunktionen
Y (¥, ¢) bezeichnet mit den Indizes fund m € {—¢, —(+1,...,(}.

Yim m=—2 m=—1 m =0 m = +1 m = +2
(=0 ﬁ

(=1 V& sin(9) exp(—j 0) £ cos(v) — /& sin(9) exp(j )

=2 /& sin(0) exp(~120) \/L2sin() cos(W) exp(—6) /=(3co?(9) = 1) —/Lsinv cos(v) exp(i @) /2 sin(9) exp(i20)
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Kugelflachenfunktionen (l)

Kugelflachenfunktionen Y, (1, ¢) dar.

m Der Radius der im Koordinatenursprung zentrierten Korper stellt den Betrag, die Farbe das Argument der
Yom

\\y
é — O \\‘\
i
=1 H e
+m
(=2
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Kugelflachenfunktionen (ll)

m Der Radius der im Koordinatenursprung zentrierten Kérper stellt den Betrag, die Farbe das Vorzeichen des Realteils
der Kugelflachenfunktionen Y; ,,,(9, ¢) dar: -~ bzw. —.

Y I R T a—— .
¢ =0
@ Q@
o
(=1
o C o
- ‘ “ ‘
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Radiale Abhangigkeit

m Die kbénnen wir mit A = ¢(¢ + 1) umformen in

PR OR
T2W+QTE+ [k*r® — (0 +1)] R=0.

m Substituieren wir R(r) = /L f(kr), z = kr und v = ¢ + %, so erhalten wir (vgl. Anhang S. 43)
krd 2

L) | 0f@)
Ox? Ox
m Diese Gleichung ist die Besselsche Differentialgleichung, deren Losungen die Zylinderfunktionen f(x) = Z, () der
Ordnung v sind.
m Wir erhalten also fur die radiale Abhangigkeit

+ (2> =v%) f(z) =0
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Spharische Hankelfunktionen

m Dieser Ausdruck fir die radiale Abhangigkeit |asst sich als Linearkombination (Koeffizienten ¢y, ¢, € C) der
sogenannten sphérischen Hankelfunktionen erster und zweiter Gattung ausdriicken

i) - 2 o)+ atia) - 2] 210
h,”(x

m FUr die ersten drei Ordnungen weisen die sphéarischen Hankelfunktionen folgende Form auf:

] . [ .
hy () = —5] exp(j ) by () = +‘];] exp(—j )
RO N 1O 1]
hi'(z) = T2 exp(j ) hy”(x) = o + 2 exp(—jx)
1 J 3 3 2 ] 3 3
W) = |+ - 5 - Bl et @ = [+ - 5+ Yo
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Spharische Hankelfunktionen: Visualisierung

m Die spharischen Hankelfunktionen hél)(x) bzw. hf)(a;) kdnnen wir alternativ gemaf folgender Beziehung durch die
sphéarischen Besselfunktionen j,(x) und y,(x) ausdriicken

(@) = jilx) +iyelx)  bzw. P (x) = Glw) = jylx).

m lhr Real- und Imaginérteil ist also gerade durch j,(x) und y,(x) gegeben.

A A

1] 1]
P | y2 <x>
x /\ x
; : : : : : : : : —— ; : : : : : : : —_—
1 1 2 34 5—6>F—% 9 10 11 -1 1 3 4 5 6—F—8 9 10 1
—0.5 | —0.5 |
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Vektorpotential des Hertzschen Dipols (I)

m Das Vektorpotential eines allgemeinen Dipols kann stets als Linearkombination der durch ¢ und m unterschiedenen
Lésungen der Helmholtzgleichung in Kugelkoordinaten ausgedrlickt werden, d.h.

2 .
A(r,9,¢,t) = \E > e (e (kr) + cohP (k7)) Y (9, 6) expljuwt) e
m,l

m Am Vorzeichen im Exponenten erkennen wir, dass die Hankelfunktionen erster bzw. zweiter Gattung in den
Koordinatenursprung einlaufende bzw. vom Koordinatenursprung weglaufende Wellen beschreiben.

m Im Folgenden betrachten wir vom Dipol abgestrahlte Wellen, weshalb wir fir die Radialabh&ngigkeit die
Hankelfunktionen zweiter Gattung verwenden und dementsprechend mit ¢; = 0, ¢; = 1 den folgenden Ausdruck
erhalten

R(r) = Rilr) = \/ b (kr).

™
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Vektorpotential des Hertzschen Dipols (ll)

m Sehr nah am Dipol, d.h. fir r < A\, muss das elektrische Feld dem des elektrostatischen Dipols entsprechen. Daraus
folgt fir das Vektorpotential des Hertzschen Dipols dass m = 0 und ¢ = 0 sein muss und

1 | 2 2 ] |
Y(0,6) =Yoo= o= sowle  (r)= \/;hff)(kr) - \/;é exp(— i kr) .

m Vergleichen wir nun das elektrische Skalarpotential ¢g = ﬁv - A zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Potential des
elektrostatischen Dipols, ergibt sich (Nachweis im Anhang auf S. 45)

. AsIk
a = — .
&0,0 J 2\/5

m Daraus erhalten wir bei harmonischer Anregung mit dem Strom I(t) = Iy exp(jwt) mit e, = [cos()e, — sin(d)ey] fur
den komplexen Zeiger des magnetischen Vektorpotentials

Aslh 1
Alr9.1) = & fok — expli{wt — k) eos(9) e, — sin() e
T
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (l)

m FUr das H-Feld erhalten wir gemaf der Definition des magnetischen Vektorpotentials

1 11 (0(rdy) 0A,
H ,u( x 4) ,ur( or 819>e¢ Ho S

m Fir das E-Feld folgt aus dem Durchflutungsgesetz

1 1 ( 1 a@m&g@e 18(TH¢)G>
- A Sy

E:m(Vxﬂ)zng rsin ¥ oY " or Or

m Die nichtverschwindenden Feldkomponenten des Hertzschen Dipols werden also zu

_]0AS k?’ 1 1 :

B =120 (1 i s ) ostO)expliat — )
_[()AS ]{3 . 1 1 . 1 . .

Ey = T (J s W) sin(d) exp(j(wt — kr))
_]()AS ]{?3 1 o1 1 . .

Hy==——~ (J p + W) sin(v) exp(j(wt — kr))
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Animationen' zeigen die normierten, nicht-verschwindenden Feldkomponenten in der Ebene y = 0 bzw.
¢ = constfart = 7. n € {0,1,...,7}. Siehe auch Anhang S. 48.

m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/\ Ey z/A ZH, Z/A

: : J:/)\ : : e : x/)\ : : ” : x/)\

K<p)>)>]

'Die Animation funktioniert im Acrobat Reader (nicht auf Mobilgeraten), KDE Okular, PDF-XChange und Foxit Reader.
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Nahfeld des Hertzschen Dipols

m Sehr nah am Hertzschen Dipol, d.h. fir r < 27 /k = X\ spielen in der Klammer jeweils nur die Terme mit dem
héchsten Exponenten im Nenner eine Rolle und exp(—j kr) ~ 1 und wir erhalten

1 I)As 1
E,~ —]j 2@%785 cos(v) exp(j wt)
1 1 1
Ey ~ _.Aw_sglwsﬁ sin(v) exp(j wt)
I 1
H, ~ _Zwsﬁ sin(v)) exp(j wt)

m Dabei entspricht das E-Feld dem des elektrostatischen Dipols bei harmonischer Zeitabhangigkeit.
m FUr gréBere Abstande r andert sich die Feldverteilung aufgrund der endlichen Phasengeschwindigkeit.
m Das E-Feld und das H-Feld haben einen Phasenunterschied von 90°; es wird also primar Blindleistung transportiert.
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Fernfeld des Hertzschen Dipols

m Weit weg vom Hertzschen Dipol, d.h. fir r > 27 /k = X spielen in der Klammer jeweils nur die Terme proportional 1/r

eine Rolle und wir erhalten

0

1 IpAsk® :
w—gi — - sin(V) exp(j(wt — kr))
1oAsk . .

o R ] 217? ;sm(ﬁ) exp(j(wt — kr))

Q

r

Q

v

m Das Fernfeld hat den Charakter einer ebenen Welle in r-Richtung. Es qilt ]E;—Z =/E=Z.
m Dies resultiert in dem komplexen Poynting-Vektor

| R D
s=LExm)=lnme -] (

) =2 sin(1)) e,

2 WE r2

DO

10A5> 2 k3

m Dieser ist rein reell; es findet somit ein reiner Wirkleistungstransport statt.
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Vorlesungsinhalte

5. Was Sie gelernt haben sollten
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Was Sie gelernt haben sollten

m Welches physikalische Modell dem Hertzschen Dipol zugrunde liegt und dessen Bedeutung fir die Erzeugung
elektromagnetischer Wellen.

m Weshalb wir das magnetische Vektorpotential verwenden, um die Maxwellschen Gleichungen zu entkoppeln.
m Welche Bedeutung Kugelwellen fir die Lésung der Wellengleichung in Kugelkoordinaten haben.

m Welche Rolle die durch ¢ bzw. m unterschiedenen Lésungen der Helmholtzgleichung in Kugelkoordinaten fir die
Darstellung des Vektorpotentials eines allgemeinen Dipols spielen.

m Weshalb im Nah- bzw. Fernfeld des Hertzschen Dipols primar ein Blind- bzw. Wirkleistungstransport stattfindet.
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6. Anhang

Herleitung Potential elektrostatischer Dipol
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Herleitung Potential elektrostatischer Dipol ()

m Das elektrische Potential am Ort r, das durch eine Punktladung ¢ in r’ hervorgerufen wird, ist

A
gegeben durch :
As/2 |
() = — 1 8
el drelr — 1/
m Betrachten wir nun einen elektrostatischen Dipol wie rechts dargestellt.
m FUr die beiden Punktladungen +¢ in v’ = +As/2e. erhalten wir dann jeweils das Potential . !
+ +q
(pelq(r) - 2 | .2 2
dmer/2? + y2 + (2 F As/2)
—As/21 ©
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Herleitung Potential elektrostatischer Dipol (lI)

m Aus den beiden Teilpotentialen folgt dann flr das gesamte elektrische Potential im Raum

PPN q 1 1
Pellr) = g (r) + g (r) = <\/x2+y + (2 — As/2)? \/:l:2+y + (2 + As/2)? >

m Schreiben wir r = |r|, kbnnen wir die Wurzelterme im Nenner darstellen geman

A As?
V242 + (2 £ As/2)2 = /a2 + 2 +zQiAsz—i—A32/4—r\/1j: §Z+482.
r r

m Nehmen wir nun an, dass die Dipollange As viel kleiner ist als der Abstand vom Beobachtungspunkt zum Dipol, d.h.
r > As, so kdnnen wir annehmen, dass

A A
\/x2+y2+(ziAs/2)2zm/li—zzNri—;Z.
r r
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Herleitung Potential elektrostatischer Dipol (lll)

m Schreiben wir a = r und b = £, beriicksichtigen

1 B 1 _a+b_a—b_ 2b
a—b a+b a2—-0 a2—-01 q2-—02’

und verwenden Kugelkoordinaten mit cos(JJ) = =, ergibt sich

. q As cos(1)
Wel(T) & 5 -
dmep2 (% 008(19))

m Berucksichtigen wir erneut » > As, kdnnen wir den Nenner vereinfachen und erhalten

As cos(v
pai(r) ~ ()

Arer?
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6. Anhang

Kugelflachenfunktionen
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Definition der Kugelflachenfunktionen

m Die Kugelflachenfunktionen Y7, (¥, ¢) sind definiert durch

(=D (20 +1)(€ —m)! . ot (sin?(0)
2Lp \/ 4l + m)! exp(jme) sin™ (1) dco<s€+m(19))'

n,m(ﬂa qb) -

m Weitere Details zu den Kugelflachenfunktionen finden Sie z.B. in Kapitel 14 der NIST Digital Library of Mathematical
Functions https://dimf.nist.gov/.
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Lésung der Helmholtzgleichung fir das Vektorpotential
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Losungen der Radialgleichung: Erganzung (I)

m Mit A = ¢(¢ + 1) haben wir den folgenden Ausdruck fur die Radialgleichung erhalten

,O°R oR
) P 2p2 _ HIR=0.
Tar2+ T8T+[k ((l+1)] R=0
m Wahlen wir nun den Ansatz R \/7f kr), so erhalten wir
0 k
8R — Vi f(x) B f( r)
87“ ox » W Ekr
2 0? 0 3f(k
2R () O Of(x) | 3 (k)
Or? Ox? » Ox » 4N kr
m Setzen wir die Ausdriicke in die Radialgleichung ein und schreiben = = kr, ergibt sich
*f(x)  Of(x)\ 3f(x) Of(x)  flx) f(x)
— — — — 2 —— — = (41 0.
ﬁ(”aﬁ or )t am TN e T et a*”ﬁ
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Losungen der Radialgleichung: Erganzung (ll)

mMit{(0+1)+1=(0+ %)2 finden wir nach Multiplikation mit \/x

O f(x)  Of(x) x?_(H;)?
2

+x
m Damit haben wir gezeigt, dass der gewahlte Ansatz fir R tatsachlich auf die Besselsche Differentialgleichung fhrt.

T +

Oz ox fl@)=0.
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Vektorpotential Hertzscher Dipol: Koeffizient 4 , (1)

m Der Ansatz fur das magnetische Vektorpotential des Hertzschen Dipols liefert zum Zeitpunkt ¢t = 0

| .
—exp(—jkr) ——exp(—1kr) .
\[ p(—j \ﬁ \/w kr p(—jkr)

m Ermitteln wir das elektrische Potential des Hertzschen Dipols im Nahfeld kénnen wir durch Vergleich mit dem
elektrostatischen Potential auf Folie 12 den Koeffizienten a( bestimmen.

m Mithilfe der Darstellung von e. in Kugelkoordinaten erhalten wir

bol = LV A— ] cos(9) O(r* A.) A Osin®(9)\ ] cos(9) O(r° A.) B QCos(ﬁ)A
T wen T wep 2 or rsin(d) 00U - wep 2 or ro )0

m FOr die radiale Ableitung gilt dabei

0(r*A;) . agp O(rexp(=jkr))  agp
or R V2rk or V 27k

(j+kr)exp(—jkr) .
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Vektorpotential Hertzscher Dipol: Koeffizient 4  (ll)

m Setzen wir wieder in den Ausdruck fiir das elektrische Potential ein, sehen wir, dass

Jk ap.o ) J 1 J Jk an,o . 1 J

m Der Vergleich mit dem elektrostatischen Dipol ist nur im Nahfeld sinnvoll. Dort gilt

¢el

Pel(r, V) =

m Diesen Ausdruck vergleichen wir nun mit dem Ausdruck fur das elektrostatische Potential auf Folie 12, das wir hier
zur besseren Unterscheidung ¢g stat NENNEN

k a 1 As cos(v
0 - Qbel,stat(ra 19) 1 ( ) :

WEL /2 k272 Ae r?
m Mit /) = jwq folgt so fur den gesuchten Koeffizienten a
b pAs ok
apo = —J 2\/@ .
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Feldkomponenten Hertzscher Dipol (ohne Animation)
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.

¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey z/A ZHg z/A
x/\ x/\ /A
: : : : : : ! —1— : —> ! : .|' ! :
— 1! 1 2 . 2 e 1 1 2 E 2 A 1 2
Abbildung: n =0
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey z/A ZHg z/A
x/A z/A x/A
9 1 - 1 9 Nl 1 . 1 2 W i i 1 9
Abbildung: n =1

48/50 14. Januar 2026  Sebastian Randel: EMFW Vorlesung 05 | Wintersemester 2025/26 Institut fir Photonik und Quantenelektronik ﬂ(IT



Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey z/A ZHg z/A
T/ 5 A 9 A
: : = : :/ : : 4 : :/ > : : — — : :/
-2 —1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2
Abbildung: n = 2
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/ A Ey z/A ZH, z/A
x/A g g
: : % : : : : e : —> : : 4% : :
—2 -1 1 2 -2 -1 1 2 —2 —1 1 2
Abbildung: n = 3
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

Ey

zZ/\

Ey

z/A

ZH¢ Z/)\

i
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey z/A ZHg z/A

Abbildung: n =5
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey z/A ZHg z/A
x/A z/A &/ )\
: —4— : : :
-2 —1 % 1 2 —2 -1 1 2 -2 -1 ‘__’ 1 P
Abbildung: n =6
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Feldkomponenten des Hertzschen Dipols (ll)

m Die Abbildungen zeigen die normierten nicht-verschwindenden Feldkomponenten in einer Ebene y = 0 bzw.
¢ = const fUr¢t =72, n € {0,1,...,7}.
m Je dunkler der Rotton, desto positiver der Wert, je dunkler der Blauton, desto negativer.

E, z/A Ey z/A ZHg 2/ A

x/A g x/A
: : % : : : : +h : — : : 4+ : :
—2 -1 1

Abbildung: n =7
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