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Einleitung und Motivation

m Fir eine stérsichere und gefihrte Ubertragung von elektromagnetischen Wellen im Mikrowellen-Frequenzbereich
von 300 MHz bis etwa 300 GHz werden vorwiegend Hohlleiter verwendet.

m Hohlleiter sind Metallrohre mit meist rechteckigem, kreisférmigem oder elliptischem Querschnitt.

m Verglichen mit Koaxialkabeln ermdglichen sie eine verlustirmere Ubertragung bei hohen Frequenzen, da die Welle
nicht durch einen Mittelleiter propagiert.

m Anwendungsgebiete: Mikrowelle, Antennenspeisung von Richtfunktanlagen, Satellitenantennen und
Radioteleskopen, Plasmagenerator, Radargeraten, Teilchenbeschleuniger
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Vorlesungsinhalte

1. Kanalwellenleiter
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Kanalwellenleiter

m Im Unterschied zu Schichtwellenleitern (z. B. Parallelplattenleiter oder dielektrische Platte) besitzen Kanalwellenleiter
in transversaler Richtung eine geschlossene Grenzflache zwischen einem inneren und einem auf3eren Medium.

m Wir nehmen an, dass die Medien jeweils homogen sind und sich das Querschnittsprofil in longitudinaler Richtung
(d. h. in z-Richtung) nicht andert.

m An der Grenzflache missen an jedem Ort die Rand- bzw. Stetigkeitsbedingungen erfullt sein.

m Beispiele flr Kanalwellenleiter sind dielektrische Stébe (z. B. eine Glasfaser mit Stufenindexprofil) und Hohlleiter mit
rechteckigem oder rundem Querschnittsprofil.

m Wahrend bei den dielektrischer Staben die E- und H-Felder sowohl innerhalb als auch auf3erhalb vorhanden sind,
verschwinden diese in den Wanden eines ideal leitenden Hohlleiters.

m Wir nehmen ferner an, dass die Wellenleiter quellenfrei sind, d. h. es existieren keine Raumladungen (o = 0) und
keine freien Stréme (J = 0).
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Kanalwellenleiter: Beispiel

m Die Abbildung zeigt einen Kanalwellenleiter mit asymmetrischer Querschnittskontur.
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Gefuhrte E-Wellen und H-Wellen (l)

m Im Folgenden analysieren wir die Eigenschaften geflhrter Wellen im Kanalwellenleiter, welche sich mit rAumlich
konstanter transversaler Feldverteilung in z-Richtung ausbreiten.

m Gehen wir von kartesischen Koordinaten aus, suchen wir also L6sungen der Helmholtz-Gleichungen fur
Feldvektoren der Form

E(ajai%z) - E(xvy) eXp(_j]_{ZZ) und I:I($7yvz) - I:I(Zl;’,y) exp(—j]_fzz) .

m Um die L6sung der Helmholtz-Gleichungen zu vereinfachen, unterscheiden wir im Folgenden sogenannte

und
m Bei der verfugt nur das E-Feld tGber eine z-Komponente und es gilt
m Analog besitzt bei der nur das H-Feld Uber eine z-Komponente und es gilt

m Achtung: Diese Unterscheidung erlaubt nur fir ausgewahlte Typen von Kanalwellenleitern, etwa Rechteck- oder
Rundhohlleiter, die Beschreibung aller méglichen Wellenformen, vgl. Anhang S. 39.

m Wirden wir hingegen Kanalwellenleiter betrachten, in denen sowohl das innere als auch das auf3ere Medium
dielektrisch sind, ist die Unterscheidung in E- und H-Wellen im Allgemeinen nicht mdglich.
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Gefuhrte E-Wellen und H-Wellen (ll)

m Somit fassen wir die Feldvektoren E und H als Superposition einer E- und einer H-Welle auf
E-E°+EY ud H=H"+H".

m E-Wellen werden auch als transversal-magnetische (TM) Wellen und H-Wellen als transversal-elektrische (TE)
Wellen bezeichnet.

m Einen weiteren Sonderfall, den wir nicht nédher betrachten, stellen die transversalelektromagnetischen (TEM) Wellen
dar, bei denen sowohl £, = 0 als auch H. = 0 qilt.

m Im Anhang ab Folie 31 ist fir den Rechteckhonhlleiter gezeigt, dass darin keine TEM-Wellen ausbreitungsfahig sind.
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Feldkomponenten gefuhrter E-Wellen

m Aus dem Durchflutungsgesetz V x HY = jwezE* erhalten wir mit 4 = 0und 0/02 — —jk.

E;BE 1 0z EﬁU o w__SH?J
EE — 81}15 _— EE — _Zf_zHE
- yE J WE 3ZE =Y we=2a
EZ - aHy . aHZE

ox dy

m Aus dem Induktionsgesetz V x Ef = —jwuH? erhalten wir mit k? = w?cp und k2 = k* — k?

. k. OBF

EP = _jko

E E =T k2 Ox

HE OE; 0L, gE — _ 1 O0EEY k. op U
1, oy 0z oy — T iou 0 o=y EE:_'__Z_z
1 i B 1wl Oy re L, )27

o —Jjwp | 9% o Ly = b T os gE _  jwcOE
O aEy _ a_Eg —=x Jkt? ay

o o HE — . we OBL

Yy = 7120
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Feldkomponenten gefuhrter H-Wellen

m Aus dem Induktionsgesetz V x Eff = —jwuHY erhalten wir mit EZ = 0und 0/02 — —jk.

oEl k
HH - HH — _iEH
i1, 1 - 0z o C];)"u =y
H | _ 0Ly H __  k:pH
i, —jwu | 0z = H/ = 0.
aa =\ og)  opH
or Oy

m Aus dem Durchflutungsgesetz V x H” = jweE" erhalten wir mit k? = w?cp und kf = k* — k?

. wn OHH
Bl =—jk=;
= B
o omH oHH 1 v k;

H e a_ 1 %: | ZpH H
E;B 1 OyH 8zH EZU jwe Oy + w_eHy EH — Jw_/;agz
EH | = — [ o | — pr_ kgm0 — o
ke I 0z Oz =Yy weTT jwe Ox H __ .k 0H,

J(,UE H H & Jwe H — 1 == _—=

0 =\ oult  oml Hy Vi o

Oz Dy i _ _ i kond
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Transversale Feldkomponenten

m Da wir alle Feldvektoren als Superposition einer E- und einer H-Welle darstellen kénnen, erhalten wir flr die
transversalen Feldkomponenten in Abhangigkeit von E. und H.,

k(9. H.
B,=Bf + B =iy (6 | wnr )

k. Oy
E,— E°+EY = ( ‘;”ﬁ)
0F.
H,=H"+ HF = ( ‘,‘fay)
Hy = HI + HF - ( f%ﬁ)
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Skalare Wellengleichungen

m FOr gefihrte Wellen kénnen wir also alle vier transversalen Feldkomponenten aus den beiden unabhangigen
longitudinalen Feldkomponenten E. und H, ableiten, flr welche wir im Folgenden ansetzen:

EZ(xa Y, Z) — EZ,OFE<x7 y) GXp(—j E,ZEZ)
H.(z,y,2) = H.oF"(2,y) exp(—j k' z) .

m Zur Lésung der Maxwellschen Gleichungen genlgt also nunmehr die Lésung der beiden skalaren Wellengleichungen

AEZ + ]_€2Ez =0

m An der Grenzflache zwischen den zwei Medien missen die Stetigkeits- bzw. die Randbedingungen erflllt sein.
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Produktansatz von Bernoulli (I)

m Die Lésung der Wellengleichung kann elegant Gber den Produktansatz von Bernoulli (auch Separationsansatz)
gefunden werden.

m Dazu nehmen setzen wir fur die transversale Feldverteilung an, dass F(z,y) = X(z)Y (y), d.h.
E.=E.oX"(2)YF(y)exp(—jk’z)
H. = H.o X" (2)Y"(y) exp(—j k)

m Eingesetzt in die Helmholtzgleichung ergeben sich fir die E- und die H-Welle jeweils Gleichungen der Form

102X 10%

ey ¥ S ¥
X O0z? +Y8y2 T
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Produktansatz von Bernoulli ()

m Diese Gleichungen lassen sich mit k7 + k; = k* — k2 in zwei homogene lineare Differentialgleichungen zweiter

m Im Allgemein lautet deren Losung

14/48

Ordnung separieren:

Ox?

X
+ Ei.X(x) =0 und

B {a sin (kyx) + bcos (k) v
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Vorlesungsinhalte

2. Moden im Rechteckhohlleiter
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Geometrie des Rechteckhohlleiters

m Als Beispiel fr einen Kanalwellenleiter betrachten wir einen Rechteckhohlleiter der Breite a und Hohe b.

m Wir nehmen an, dass die Wande des Hohlleiters ideal leitend sind (x — oo) und in seinem Inneren ein Vakuum
herrscht (d. h. k = 0 und ky = w./1pe0).
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E-Wellen im Rechteckhohlleiter

m Geman den Randbedingungen muissen die tangentialen elektrischen Feldkomponenten an den Wéanden
verschwinden

m Nichttriviale Lésungen, d. h. Lésungen die von der Nullldsung abweichen, ergeben sich daher geman Folie 14 fur
b=d=0mitk, =mn/aund k, = nr/b, wobei m,n € N, also m,n € {1,2,3,...}.

m Im Allgemeinen erhalten wir damit far E-Wellen Losungen der Form

mit

B0 5570 (255) i () )
’ a
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H-Wellen im Rechteckhohlleiter

m Auch fur H-Wellen mussen die tangentialen elektrischen Feldkomponenten an den Wanden verschwinden.
m Daraus folgt mit Folie 10
OH. _ OH. OH. _ OH.
Ox r=0.y.2 Oz Jy Oy
m Nichttriviale Losungen ergeben sich daher gemaf Folie 14 flr ¢ = ¢ = 0 mit £, = =% und k, = 57, wobei m,n € Ny,
alsom,n € {0,1,2,3,...}.
m Allerdings durfen m und n nicht gleichzeitig null sein, andernfalls ware H, = const wodurch das zugehorige E-Feld
verschwinden wurde - eine Wellenausbreitung ware nicht mehr moglich.
m FOr H-Wellen erhalten wir also LOosungen der Form

Hz(%y,Z) - Z Z 33 Y, =

m=0 n=0
n=m=#0

=0.
x,y=b,z

=0 sowie

r=a,y,z ffJJ:O,Z

mit

]_‘[;n’n(x, Y, Z) _ ]__[;716” COS (@x) COS <n7ﬂ-y) exp(—j lfz,m,nz) .
’ a
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Moden im Wellenleiter

m Eine Mode (lat. Modus) in einem Wellenleiter bezeichnet eine Lésung der Maxwellschen Gleichungen fir E und H
unter gegebenen Rand- bzw. Stetigkeitsbedingungen, deren transversale Feldverteilung sich wahrend der
Ausbreitung nicht andert.

m In Kanalwellenleitern mit endlichen Abmessungen ist abhangig von der Frequenz eine endliche Zahl an Moden
ausbreitungsfahig.

m Die Menge der Moden (lat. Modi) bildet ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem bzw. eine orthogonale
Modenbasis.

m Jede im Wellenleiter ausbreitungsfahige Feldverteilung kann als gewichtete Uberlagerung von Einzelmoden
dargestellt werden.

m Nicht jede Mode wird im Wellenleiter gefiihrt, es kdnnen ggf. auch Strahlungsmoden existieren, welche nach auf3en
abgestrahlt werden.
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Moden der E-Wellen im Rechteckhohlleiter

m Die Tabelle zeigt die transversalen

Feldbilder EI"" = R{EI""} der ersten B m =0 m =1 m =2
vier Moden der E-Welle in der Ebene
z=0fara/b=3/2. -

m Je kraftiger der Rotton, desto positiver
der dargestellte Wert, je kraftiger der

Blauton, desto negativer.
m Offenbar bestimmt...

m ...m die Anzahl der Extrema
entlang der horizontalen x-Achse.

der vertikalen y-Achse.

m Zudem erkennen wir, dass E™" als n=2
Tangentialkomponente an den

m ...n die Anzahl der Extrema entlang -

Hohlleiterwanden stets verschwindet.
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Moden der H-Wellen im Rechteckhohlleiter

m Die Tabelle zeigt die transversalen
Feldbilder H"" = R{H!""} der ersten
acht Moden der H-Welle in der Ebene
z=0flra/b=3/2.

m Je kraftiger der Rotton, desto positiver
der dargestellte Wert, je kraftiger der

Blauton, desto negativer.
m Offenbar bestimmt...

m ...m die Anzahl der Nullstellen
entlang der horizontalen x-Achse.
= ...n die Anzahl der Nullstellen
entlang der vertikalen y-Achse.
m Als Tangentialkomponente ist " an n=2 _ - - . .
den Hohlleiterwanden im Allgemeinen
von null verschieden. i1 W I
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Vorlesungsinhalte

3. Ausbreitungskonstanten im Rechteckhohlleiter
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Ausbreitungskonstante und Grenzfrequenz

m Bei der Lésung der skalaren Helmholtz-Gleichung haben wir flr die transversale Wellenzahl die Bedingung
ki = k* — k2 = k2 + k; erhalten.

m Im Rechteckhohlleiter mit k = ky = w/cq erhalten wir daraus fir eine gegebene Kombination der Indizes m und n die
Ausbreitungskonstante

2 2 2 1
]_fz,mn 6mn+Jamn_:t\/w2 (m) _(@) =+— uﬂ_wémn'
c§ a b Co

m Achtung: Wir nehmen nachfolgend Ausbreitung in +z-Richtung an, weshalb wir uns auf positives k. ,,, ,, beschranken.
m Fir Frequenzen gréBer der Grenzfrequenz, also flr

m?2  n?
W > Wgmn = TCo _+§

wird der Term unter der Wurzel positiv und die Ausbreitungskonstante somit reellwertig, was einer verlustlosen
Ausbreitung entspricht.
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Frequenzabhangigkeit der Ausbreitungskonstante

m Die Abbildung zeigt die normierte Ausbreitungskonstante 5/k, als Funktion der Wellenzahl ky = w /¢, far a/b = 3/2.
m Die gestrichelten vertikalen Linien heben jeweils die normierten Grenzfrequenzen hervor.
m Flra/b > 1bzw. a/b < 1ist die H''- bzw. H"!-Mode die Grundmode.

LA C | .
B/ko Wichtig:
0.8 7 Fir ein gegebenes Modenzahlpaar (m, n)
sind die Ausbreitungskonstanten der E- und
0.6 | H-Moden im Rechteckhohlleiter identisch!
0.4 | Wgmn/Cc| m=0 m=1 m =2
n=>0 -
09 | n=1 3,7757  5,2360
n=2 | 62832 66231 75515
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Phasen- und Gruppengeschwindigkeit (I)

m Losen wir fir w > wy,,,, den obigen Ausdruck fur die Phasenkonstante nach w auf, so erhalten wir die
Dispersionsrelation

2
W

—_— 2 2 2 —_— g7m7n
w = \/Bmmco + W = Bmncot |1+ B

m,nCO

m Daraus ergeben sich nun die Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit zu

2
W Wommn w?
Uph,m,n = =coq/ 1+ 7 2 2 2
Bm,n m,nCO W — wg,m,n
2 2
. o dw Co . \/w — W5 mn
gr,m,n — - — 00 9 .
dﬁm,n |+ wé,m,n w
B35

m Wir erhalten somit wie bei der Reflexion am Leiter von . 0grm.n = ¢5-
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Phasen- und Gruppengeschwindigkeit (ll)

m Die Abbildung zeigt die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit normiert auf die Grenzfrequenz der jeweiligen
Modenzahlen.

m Die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit verhalt sich damit unabhangig von der Mode - bezogen auf die
entsprechende Grenzfrequenz - exakt wie im Parallelplattenleiter.

4x

Keine Wellenaus-
breitung mdglich

o ¥

0 1 2 3 4
Kreisfrequenz w/wg m.n
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Vorlesungsinhalte

4. Was Sie gelernt haben sollten

27/48 28. Januar 2026  Sebastian Randel: EMFW Vorlesung 09 | Wintersemester 2025/26 Institut fir Photonik und Quantenelektronik A“(IT



Was Sie gelernt haben sollten

m Was eine E- bzw. H-Welle ist und welche Rolle diese Unterscheidung fur die Losung der Maxwellschen Gleichungen
in Kanalwellenleitern spielt.

m Wie wir die Wellengleichungen flr die longitudinalen Feldkomponenten analytisch I6sen kdnnen.

m Welche Randbedingungen im Rechteckhohlleiter erfillt sein missen und welche Lésungen wir daher fur die
longitudinalen Feldkomponenten der E- und H-Wellen erhalten.

m Was eine Mode ist und unter welchen Bedingungen sich die einzelnen Moden im Rechteckhohlleiter ausbreiten
kdnnen.

m Welche Modenzahlen fur die E- bzw. H-Wellen zulassig sind.

m Wie die Moden im Rechteckhohlleiter aussehen.

m Die Bedeutung der Grenzfrequenz fir die Moden des Rechteckhohlleiters.

m Wie sich die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit im Rechteckhohlleiter verhalten.

28/48 28. Januar 2026  Sebastian Randel: EMFW Vorlesung 09 | Wintersemester 2025/26 Institut fir Photonik und Quantenelektronik A“(IT



Vorlesungsinhalte

5. Anhang

Existenz transversalelektromagnetischer Wellen
Vollstandigkeit der E- & H-Wellen bei ideal leitenden Wanden
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Vorlesungsinhalte: Anhang

5. Anhang

Existenz transversalelektromagnetischer Wellen
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Transversalelektromagnetische Wellen (l)

m Bei transversalelektromagnetischen Wellen (TEM-Wellen) weisen das E- und das H-Feld keine Komponenten in
Ausbreitungsrichtung auf, es gilt also E. = H, = 0.

m Wir betrachten nun zeitharmonische Wellen im nichtleitenden, homogenen Medium, die sich innerhalb des
Rechteckhohlleiters von Folie 16 mit der Breite « und HOhe b in +-z-Richtung ausbreiten, d. h. es qilt
k= 0,e =const, u = constund = = —j k..

m Dann erhalten wir aus dem Durchflutungs- bzw. Induktionsgesetz

[ k.M,

L,
VXI:I:ngE < _sz[_{x :ng Ey)
OH, _ 0H,
H

ox oy

OB, OB,

0
[ k.E,
VXxE=—-juwH <+ —JkLy | =—jwp

ox dy
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Transversalelektromagnetische Wellen ()

m Offenbar sind also £, und H, sowie E, und H, miteinander verknlpft, wobei gelten muss, dass

k.
B, =H,=-2q

- WE k. Y
k. Wit

m Diese Gleichungen sind nur erflllt, wenn

2
k§:w2u5:%:k2, wobei k? = k2 + k2 + k2.

m Demzufolge mussen die transversalen Wellenzahlen £, und k, gleich null sein - derartige Wellen breiten sich also
parallel zur Wellenleiterachse aus.
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Losungsansatz fur die Helmholtz-Gleichung

m Setzen wir nun mit £, = k beispielsweise fur U = £, , an, dass
Uz, y,zt) = X(2)Y(y) exp(jwt — kz)) ,
vereinfacht sich die Helmholtz-Gleichung flr U zu der Laplace-Gleichung

0*°X 0*Y
m Zur Separation der Variablen dividieren wir diese Gleichung durch das Produkt X (z)Y (y) und bringen die
y-Abhangigkeit auf die rechte Seite:
1 9°X 1 0%Y

X 0x2 Yoy
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Losungen der Laplace-Gleichung

m Da die linke Seite nur von x und die rechte Seite nur von y abh&ngt, muss der Ausdruck zwingend einer Konstanten
entsprechen, die wir als +m? wahlen.

m Die Wahl des positiven Vorzeichens +m? fir diese Konstante flhrt dabei auf das erste Lésungspaar, wohingegen

das negative Vorzeichen —m? die Funktionen des zweiten Paares liefert.
m Damit erhalten wir fir X und Y die folgenden zwei fundamentalen Lésungsansatze fur m # 0:

1. Losung:

Xi(x) = ¢q sinh(ma) + ¢ cosh(max)

Yi(y) = es3sin(my) + ¢4 cos(my)
2. Losung:

Xyo(x) = dy sin(mx) + dy cos(mx)
Ys(y) = dssinh(my) + dy cosh(my)

m Fir den Fall m = 0 warden wir Lé6sungen der Form X (x) = ax + 8 bzw. Y (y) = vy + ¢ erhalten, welche jedoch die
Randbedingungen flar das tangentiale E-Feld nicht erfallen kbnnen.
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Randbedingungen fur &,

m Die Lésung der Laplace-Gleichung muss die Randbedingungen an den Hohlleiterwanden erflllen, weshalb das
tangentiale E-Feld unabhangig von x und z an den Wanden verschwinden muss.

m Wir fordern daher bei der Betrachtungvon U = E,,dass Y (y =0) = Y(y = b) = 0.
m Betrachten wir zunachst den Lésungsansatz Y;, folgt aus der Bedingung Y5(y = 0) = 0 direkt d, = 0.

m Da der Sinus hyperbolicus jedoch nur fur y = 0 verschwindet, kann die Bedingung Y5(y = b) = 0 ausschlieB3lich ftr
ds; = 0 erfullt sein, wir erhalten also die Nulllésung Y5(y) = 0 (und damit keine Wellenausbreitung).

m Fir Y] folgt analog aus Yi(y = 0) = 0, dass ¢4 = 0 gelten muss.
m Zudem fordern wir erneut, dass Y/ (y = b) = 0, womit wir mit der resultierenden Bedingung m = %*,n € N und
0’1’2 = c3c1 2 schlieBlich folgenden Losungsansatz erhalten

nm

E.(x,y,z,t) = (0'1 sinh (TCE) + COSh(n%J?)) sin(%y) exp(j(wt — kz)) .
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Randbedingungen fur g,

m Fordern wird nun die Erflllung der Randbedingungen fir £, ergibt sich

m Analog zu der Untersuchung von E,, stellt hier nur der LOsungsansatz X, eine nichttriviale Losung dar.
B Mit Xo(z = 0) = 0 bzw. Xy(z = a) = 0 folgt dann dy = 0 bzw. m = £,/ € N.
m Somit erhalten wir mit d3 , = dids 4 schlieBlich folgenden Lésungsansatz

E,(z,y,2,t) =sin <€—7TSU> (dg sinh <€—7Ty> + dj cosh (g—ﬂy>> exp(j(wt — kz)) .
a

a a
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Validierung der Losungsansatze

m Gemal dem Induktionsgesetz missen TEM-Wellen zudem die folgende Bedingung erflllen

OB, OE,
ox oy

m Einsetzen liefert dann

14 14 14 14
g COS (§x> (alg3 sinh (gy) + d, cosh <§y> ) — (0/1 sinh (%x) + c, cosh (n%x)) n% COS (n%y) = 0.

m Diese Gleichung ist nur dann fur alle x und y erfillt, wenn ¢ = n = 0 oder d, = d, = ¢}
m Unter diesen Bedingungen erhalten wir allerdings stets die Nulllésung, d. h.

cy =0,

E.(x,y,2,t) = E)(r,y,2,t) =0.

m Damit haben wir nachgewiesen, dass im Rechteckhohlleiter keine TEM-Wellen existieren kdnnen.

m Anmerkung: Im Parallelplattenleiter fallt eine der Randbedingungen entlang x oder y weg, womit abh&angig von der
Geometrie eine Lésung der Form X = const oder Y = const zulassig ware.
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Vorlesungsinhalte: Anhang

5. Anhang

Vollstandigkeit der E- & H-Wellen bei ideal leitenden Wanden
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Motivation

m Bei der Betrachtung von Kanalwellenleitern mit ideal leitenden Wanden haben wir ohne Beweis angenommen, dass
wir alle moglichen Wellenformen bzw. Lésungen entweder den E- oder H-Wellen zuordnen kénnen.

m In diesem Abschnitt werden wir am Beispiel des Rechteckhohlleiters von Folie 16 mit der Breite « und HOhe b sehen,
dass diese Annahme gerechtfertigt ist.

m Zu diesem Zweck ermitteln wir erneut die Bedingungen an die Feldverteilungen der Longitudinalkomponenten und
untersuchen die erhaltenen Ergebnisse anschliel3end naher.
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Losungsansatz

m Da wir ideal leitende Wande annehmen, mussen diese tberall feldfrei sein.

m Innerhalb der Struktur missen die Wellen stets die Helmholtz-Gleichung erflllen und wir erhalten fir die
Longitudinalkomponenten des E- und H-Felds

AE. +FE. =0
AHz + ]_{721:—[2 = 0.

m Gemal dem Separationsansatz setzen wir zur Lésung der Helmholtzgleichungen an, dass

E.(z,y,2) = By X" ()Y (y) exp(—j k. 2)
H.(z,y,2) = HX"(2)Y" (y) exp(—jk'z) .

m Im n&chsten Schritt fordern wir, dass diese beiden Lésungsansatze die bekannten Grenzbedingungen aus Vorlesung
6 erflllen.
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Betrachtung der Stetigkeitsbedingungen: : (l)

m Die Longitudinalkomponenten des E-Feldes missen folgenden Bedingungen gentigen

E.(r,y=0,2)=0 E.(x,y=10,2)=0

E.(r=0,9,2)=0 E.(r=a,y,2)=0

m Setzen wir nun den Ansatz fur E. bzw. H. ein, erhalten wir

EoX"(z = 0)Y"(y)exp(—jkl2z) =0 EoX"(z = a)Y"(y) exp(—jklz) =0
Ey X" (2)Y " (y = 0)exp(—jkL2) =0 EyX*(2)Y " (y = b)exp(—jklz) = 0.

m Die einfachste Losung stellt hierbei der Fall £y, = 0 dar, welcher jedoch gerade auf eine TE- bzw. H-Welle mit E. =0
fahrt.

m Im Folgenden gehen wir nun von E;, # 0 aus. Da die Bedingungen fur alle x, y und z gelten missen, schlussfolgern
wir, dass

X r=0=Xr=0a)=0 und YEy=0 =Y (y=0)=0.
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Betrachtung der Stetigkeitsbedingungen: - (ll)

m Anhand dieser Bedingungen kdnnen wir bereits die zulassigen transversalen Feldverteilungen von E. bis auf einen
beliebigen Vorfaktor £, bestimmen.

m Neben der longitudinalen elekirischen Feldkomponente kénnen wir auch das magnetische Feld in
Ausbreitungsrichtung betrachten.

m Das tangentiale H-Feld ruft dabei gemaf der Grenzbedingungen einen Oberflachenstrom hervor, der senkrecht zu
dem H-Feld orientiert ist.

m Dementsprechend erhalten wir fir den Lésungsansatz von H, keine Bedingungen aus der Stetigkeitsforderung.
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Betrachtung der Stetigkeitsbedingungen: - (l)

m An den Leiterflachen mit y = 0 und y = b ist auch E, Tangentialkomponente des E-Felds.
m Dementsprechend fordern wir gemaf Folie 11

E.(x,y=0,2) = —] ( — Ml bt O>—O
y:

L k2 — /jg ox ly=0 E dy

k. [OF. wpOH.
E.(x,y=b2)= =] ) k. -
I (513 Y Z) J/j2 —/jg ( ox y:b+ k. Oy yb>

m Nun betrachten wir zunachst nun die auftretenden Ableitungen

OF, OX*(x)

Y*(y) exp(—jk2)

or " O .
0H. oY .
s @) (1)
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Betrachtung der Stetigkeitsbedingungen: : (ll)

m Mit YE(y =0) = YE(y = b) = 0 erhalten wir somit

0B.| _ 0B, _.
ox y=0 B ox y=b
und die Stetigkeitsbedingungen fur £, vereinfachen sich zu
L wa w, 0¥ (y) H O\
E,(x,y=0,2) =i pthX ©)=5, yzoeXp(—J/_fz 2) =0
- W u, Y (y) S H L\
E%(x7 Y b? Z) —) /_{2 - /ngOX (CU) ay y=b eXp<_J kz Z) =0.

m Die einfachste Losung stellt hierbei der Fall H, = 0 dar, welcher jedoch gerade auf eine TM- bzw. E-Welle mit H, =0
fahrt.
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Betrachtung der Stetigkeitsbedingungen: - (lll)

m Im Folgenden gehen wir allerdings von H, # 0 aus. Da die beiden Bedingungen in y = 0 und y = b fur alle x und =
gelten missen, schlussfolgern wir, dass

oYy  0Y"(y)

— —0.
Jdy  ly=0 oy ly=b

m Somit erhalten wir eine Bedingung fiir die y-Abhangigkeit Y (y) von H..

m An den Leiterflachen mit z = 0 und z = « ist auBerdem H, Normalkomponente des H-Felds und muss damit
verschwinden.

m Dementsprechend fordern wir gemaf Folie 11

H;E(x - anaz) - _j

|
-

k. (0H, we OF,
]j2—]j§ (833 x:O_Eﬁy x=0
k. OH, we OF.
[{?2—5}3 (82’) x:a_E 8y r=a

[_‘Ix(.fl? — a,y,z) - —J

— ——
I
-
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Betrachtung der Stetigkeitsbedingungen: : (1V)

m Analoges Vorgehen wie fur E, fuhrt dann wegen X*(z = 0) = X*(z = a) = 0 auf

. k. OX(x ,

Ho(z = 0,y,2) = =i 35— H ax( ) YT exp(=ikz) =0
.k, OX(x ,

Hy(z = 0,y,2) = =j 35— H ax( )  Y(y)exp(—jki'z) =0.

a Rz

m Da die beiden Bedingungen in x = 0 und x = a fr alle y und z gelten missen, schlussfolgern wir, dass

OXH (x) ~0XM(x)
ox =0 N ox
m Somit haben wir auch eine Bedingung fir die z-Abhangigkeit X (z) von H. erhalten, womit wir die transversalen
Verteilungen von H. bis auf eine beliebige Amplitude H, bestimmen kdnnen.

m Wirden wir analog fur die y-Komponenten des E- und H-Felds vorgehen, wirden wir aquivalente Bedingungen
erhalten.

= 0.

r=a
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Diskussion

m Die Stetigkeitsbedingungen im Rechteckhohlleiter mit ideal leitenden Wéanden sind folglich genau dann erfillt, wenn
Ey=0 oder Xbr=0=Xr=a)=YF(y=0)=YEy=0)=0

sowie

oxXM(x)y  oxM(x) oYy oy

= = = =0.
Ox x=0 ox r=a (9y y=0 8y y=b

Hy=20 oder

m Fur £y, = 0 und Hy = 0 wiurde sich keine Welle ausbreiten.

m Offenbar besteht also keine Abhangigkeit zwischen £, und H,, die Feldkomponenten E. und H. sind voneinander
unabhangig.

m Da im Rechteckhohlleiter keine TEM-Wellen ausbreitungsfahig sind, kann jede mdgliche Wellenform als
Uberlagerung von E- und H-Wellen dargestellt werden.
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Anmerkung: Oberflachenladungen & -strome

m Bislang haben wir lediglich die Grenzbedingungen flir das tangentiale E-Feld und das normale H-Feld betrachtet.

m In Vorlesung 6 haben wir jedoch auch die Bedingungen fur die Normalkomponente der Verschiebungsdichte bzw. fir
die Tangentialkomponente der magnetischen Flussdichte hergeleitet.

m Anhand dieser beiden Grenzbedingungen kénnten wir nun auf Basis der zulassigen Lésungen fir E. und H. sowohl
die Oberflachenstréme als auch die Oberflachenladungen auf den Leiterflachen bestimmen.
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