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22. Aufgabe

a) Nach dem Durchflutungsgesetz
∮

~H d~s = NI

HEl + 2HLx = NI

~B steht senkrecht auf allen Grenzflächen

BE = BL = B

HL =
B

µ0

HE =
B

µ0µr

In das Umlaufintegral eingesetzt

Bl + 2µrBx = µ0µrNI

B =
µ0µrNI

l + 2µrx

Daraus folgen die magnetischen Feldstärken

HL =
B

µ0

=
µrNI

l + 2µrx
= µrHE

HE =
B

µ0µr
=

NI

l + 2µrx

b) Die Energiedichte der magnetischen Feldenergie ist

wm =
1

2
BH

Die Gesamtenergie ist also

W =

∫

wmL dv +

∫

wmE dv

=
1

2

∫

BHL dv +
1

2

∫

BHE dv



B und H sind im Eisen und im Luftspaltüber die L̈ange konstant

W =
1

2
(lABHE + 2xABHL)

HL = µrHE

Wm(I, x) =
1

2
ABHE(l + 2µrx)

=
1

2
Aµ0µr(NI)2

l + 2µrx

(l + 2µrx)2

=
1

2
Aµ0µr(NI)2

1

l + 2µrx

Nun nochWm(φ, x) für gleichbleibenden Fluss und variablen Abstand.

Wm(φ, x) =
1

2
ABHE(l + 2µrx)

=
1

2
AB

B

µ0µr
(l + 2µrx)

=
1

2

φ2

Aµ0µr
(l + 2µrx)

Vergleicht man diese beiden Darstellungen der Energie miteinander, stellt manfest, dass
die magnetische EnergieWm(I, x) bei konstantem Strom mit steigendemx abnimmt.
In diesem Fall wird von den Quellen (Batterie) gefordert, dass die Ströme konstant
gehalten werden, entweder durch Energieabgabe in das System, oder durch Energieauf-
nahme aus dem System.

Wm(φ, x) beschreibt hingegen den Fall, bei dem die Quellen nicht gegen eineÄnderung
des Flusses, bzw. eine dadurch induzierte Spannung arbeiten müssen. In diesem Fall
findet kein Energieaustausch mit den Quellen statt. Die magnetische EnergieWm(φ, x)
hingegen nimmt mit zunehmendem Abstand zu.

Der zweite Fall ist der einfachere. Hier werden die Quellen nicht betrachtet und die
Energiebilanz ist nur durch die im Magnetfeld gespeicherte Energie und die zugef̈uhrte
mechanische EnergieWmech =

∫

~Fd~s gegeben. Da die Masse angezogen wird, muss
bei einer Vergr̈oßerung des Abstandes gegen die Kraft des Elektromagneten gearbeitet
werden. Dem System wird also Energie zugeführt. Dies schl̈agt sich in einer Erḧohung
der magnetischen Energie nieder.
Diese Kraft wollen wir nun ausrechnen.

c) Bei konstantem Strom:

F =
∂W

∂x

=
1

2
Aµ0µr(NI)2

∂

∂x

1

l + 2µrx

= −Aµ0µ
2
r(NI)2

1

(l + 2µrx)2



Bei konstantem Fluss

F = −
∂W

∂x
= −

∂

∂x

1

2

φ2

Aµ0µr
(l + 2µrx)

= −
1

2

φ2

Aµ0µr
2µr

= −
φ2

Aµ0µr
µr

Nach Ersetzen des Flusses durch das Feld ergibt sich wieder

= −Aµ0µ
2
r(NI)2

1

(l + 2µrx)2

D.h. die Kraft ist - wie zu erwarten war - negativ, also entgegen der Richtung des Ab-
standesx. Für eine vorliegende Situation ist die Kraft natürlich die gleiche, egal wie sie
ausgerechnet wird. In einem gewählten Arbeitspunkt vonI, bzw. dem dazugehörenden
φ gibt es naẗurlich nur die Kraft in eine Richtung.

Im Falle Wm(φ, x) ist dies einfach zu verstehen. (s.o.) Für den FallWm(I, x) wird
durch die verrichtete Arbeit Energie in das System gesteckt und zusätzlich nimmt die
magnetische Energie ab. Das bedeutet, dass die Quellen dieüberscḧussige Energie auf-
nehmen.

Verwirrend? Stellt man es sich so vor, dass beiWm(I, x) die magnetische Energie mit
abnehmendem Abstand zunimmt, und zusätzlich mechanische Energie frei wird, dann
ist es klar, dass die Quellen sowohl für die zunehmende magnetisiche Energie aufkom-
men m̈ussen, als auch für das Beschleunigen der Last.

Zusatz:
Für nicht zu kleinex kann folgende N̈aherung gemacht werden:l ≪ 2µrx

⇒ F = Aµ0µ
2
r(NI)2

1

4µ2
rx

2

=
1

4
Aµ0(NI)2

1

x2

Kraft ist proportional zu1

x2

Zu diesem Ergebnis kommt man auch, wenn man annimmt, dass der Großteil der Ener-
gie im Luftspalt ist. (Dort ist das~H-Feld umd den Faktorµr größer.)

Für sehr kleinex: 2µrd ≪ l

⇒ F = Aµ0µr(NI)2
1

l2

Die Kraft ist konstant.

23. Aufgabe

a) Das Gesetz von Biot-Savart für Linienleiter ist

~B(~r) =
µI

4π

∫

d~s′ × (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3



~r′ = a~eR + d~ez, ~r = z~ez, d~s′ = adϕ′eϕ

~r − ~r′ = −a~eR + (z − d)~ez

d~s′ × ~r − ~r′ = a2dϕ~ez

~Bz1(z) =
µI

4π

2π
∫

0

a2dϕ~ez

(a2 + (z − d)2)3/2

=
1

2

µ0a
2I

(a2 + (z − d)2)3/2

b) Das Feld der zweiten Spule folgt aus dem der ersten durch Einsetzen von−d anstelle
vond.

~B2(z) =
1

2

µ0a
2I

(a2 + (z + d)2)3/2

Das Gesamtfeld lautet

~Bz(z) = ~Bz1(z) + ~Bz2(z) =
µ0a

2I

2

{

1

(a2 + (z + d)2)3/2
+

1

(a2 + (z − d)2)3/2

}

c) Die erste Ableitung ergibt

∂

∂z
Bz = −

3µ0a
2I

2

{

z − d

(a2 + (z − d)2)5/2
+

z + d

(a2 + (z + d)2)5/2

}

Diese Ableitung wird Null f̈ur z = 0. (Dies war auch klar, weil das Problem sym-
metrisch zurx-y-Achse ist und deshalb dort zumindest ein lokales Extremum besitzen
kann. Damit ist auch klar, dass alle ungeraden Ableitungen null sind.)

d) Die zweite Ableitung und gleichz = 0 eingesetzt:

∂2

∂z2
Bz = −

3µ0a
2I

2

{

[a2 + d2]5/2 − 5

2
(−d)2[a2 + d2]3/22

(a2 + (−d)2)5
+ ...

...
[a2 + d2]5/2 − 5

2
(+d)2[a2 + d2]3/22

(a2 + (+d)2)5

}

= −
3µ0a

2I

2
[a2 + d2]3/2

{

[a2 + d2] − 5d2

(a2 + (−d)2)5
+

[a2 + d2] − 5d2

(a2 + (+d)2)5

}

Dieser Term wird null, wenn[a2 + d2] − 5d2 = 0 wird. Also beid = 1

2
a.

Mit diesem Wert ist auch die zweite Ableitung null. Damit sind also die ersten drei
Ableitungen null und das Feld ist damit sehr homogen um den Ursprung.



Zusatzaufgabe

a) ~j hat nur einez-Komponente.⇒ ~A = Az ~ez. Berechnung mit dem ”Coulomb”-Integral

Az(r) =
µ

4π

∫∫∫

jz(~r
′)

|~r − ~r′|
dv′

~r′ liegt immer auf der z-Achse⇒ x′ = 0, y′ = 0; jz(~r
′) = I

Mit

Az(x, y, z) =
µI

4π

a
∫

−a

1
√

x2 + y2 + (z − z′)2
dz′

=
µI

4π

[

ln(z′ − z +
√

x2 + y2 + (z − z′)2
]a

−a

=
µI

4π
ln

a − z +
√

x2 + y2 + (a − z)2

−a − z +
√

x2 + y2 + (a + z)2

b) Mit dem Gesetz von Biot-Savart

~B(~r) =
µ

4π

∫∫∫ ~j(~r′) × (~r − ~r′)

|~r − ~r′|3
dv′

Die einzelnen Terme des Integrals haben folgende Form: Die Stromdichte hatnur eine
Komponente inz-Richtung

~j(~r′) = jz ~ez = I ~ez

~r′ liegt auf derz-Achse
~r′ = z′ ~ez

~r = x~ex + y ~ey + z ~ez

|~r − ~r′| =
√

x2 + y2 + (z − z′)2

dv′ = dz′

Daraus ergibt sich folgende Form für das Integral

~B(x, y, z) =
µI

4π

∫

I ~ez × (x~ex + y ~ey + (z − z′)~ez)
√

x2 + y2 + (z − z′)2
3

dz′

Werden die Kreuzprodukte ausgerechnet (~ez × ~ex = ~ey, ~ez × ~ey = −~ex, ~ez × ~ez = 0).
ergibt sich eine Summe aus zwei Integralen

~B(x, y, z) =
µI

4π

∫

x
√

x2 + y2 + (z − z′)2
3

dz′ ~ey

−
µI

4π

∫

y
√

x2 + y2 + (z − z′)2
3

dz′ ~ex

Mit dem Hinweis aus der Aufgabe ergibt sich folgende Lösung

~B(x, y, z) =
µI

4π

(

y(z − a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z − a)2
−

y(z + a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z + a)2

)

~ex

−
µI

4π

(

x(z − a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z − a)2
−

x(z + a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z + a)2

)

~ey



Im zweiten Teil wird~B durch Bildung der Rotation berechnet

~B = rot ~A

=

(

∂Az

∂y
−

∂Ay

∂z

)

~ex +

(

∂Ax

∂z
−

∂Az

∂x

)

~ey +

(

∂Ay

∂x
−

∂Ax

∂y

)

~ez

Da ~A nur einez-Komponente besitzt vereinfacht sich die Rotation mit

C =
√

x2 + y2 + (z − a)2

D =
√

x2 + y2 + (z + a)2

zu

Bx =
∂Az

∂y

=
µI

4π

[

y

(−(z − a) + C)C
−

y

(−(z + a) + D)D

]

erweitern mit dem dritten Binom

=
µI

4π

[

y

C

(

1

−(z − a) + C

) (

(z − a) + C

(z − a) + C

)

−
y

D

(

1

−(z + a) + D

) (

(z + a) + D

(z + a) + D

)]

=
µI

4π

[

y

C

(

(z − a) + C

C2 − (z − a)2

)

−
y

D

(

(z + a) + D

D2 − (z + a)2

)]

=
µI

4π

[

y

C

(

(z − a) + C

x2 + y2

)

−
y

D

(

(z + a) + D

x2 + y2

)]

=
µI

4π

[

y

C

(

z − a

x2 + y2
+

C

x2 + y2

)

−
y

D

(

z + a

x2 + y2
+

D

x2 + y2

)]

=
µI

4π

[

y

C

(

z − a

x2 + y2

)

−
y

D

(

z + a

x2 + y2

)]

=
µI

4π

[

y(z − a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z − a)2
−

y(z + a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z + a)2

]

By = −
∂Az

∂x

= −
µI

4π

(

x(z − a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z − a)2
−

x(z + a)

(x2 + y2)
√

x2 + y2 + (z + a)2

)

c) Für großea kann manz gegen̈ubera vernachl̈assigen. Sowohl der Zähler (z − a) als
auch der Nenner (

√

x2 + y2 + (z − a)2) steigen linear mita an und k̈onnen deshalb
gek̈urzt werden. Der Grenzüberganga → ∞ für das~B-Feld ergibt

~B =
µI

4π

(

−2
y

x2 + y2
~ex + 2

x

x2 + y2
~ey

)

Mit dem Durchflutungsgesetz
∮

~Hd~s = I

2π Hϕ(R)R = I

~B =
µI

2πR
~eϕ



Umformung in kart. Koordinaten

R =
√

x2 + y2

~eϕ = − sinϕ~ex + cos ϕ~ey

~eϕ = −
y

√

x2 + y2
~ex +

x
√

x2 + y2
~ey

d) DasB-Feld hat nur eineϕ-Komponente. Das Vektorpotential~A lässt sich deshalb aus

rotAz = −
∂Az

∂R
~eϕ

zu

Az = −
µI

2π
ln

R

R0

(in Zylinderkoord.)

Az = −
µI

2π
ln

√

x2 + y2

√

x2
0
+ y2

0

= −
µI

2π
ln

x2 + y2

x2
0
+ y2

0

(in kart. Koord.)

Die Grenzwertbetrachtung mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil a) ist etwaskomplizier-
ter.

lim
a→∞

µI

4π
ln

a − z +
√

x2 + y2 + (a − z)2

−a − z +
√

x2 + y2 + (a + z)2
= lim

a→∞

a + |a|
√

1 + x2+y2

a2

−a + |a|
√

1 + x2+y2

a2

= lim
a→∞

a + a

√

1 + x2+y2

a2

−a + a

√

1 + x2+y2

a2

= lim
a→∞

2a

−a + a
(

1 + 1

2

x2+y2

a2 · · ·
)

= ln
4a2

x2 + y2

Der Zähler steigt linear mit2a. Der Nenner geht jedoch gegen null. Um dennoch einen
aussagekr̈aftigen Wert f̈ur den Zusammenhang zwischenx2 + y2 und a angeben zu
können, wurde die Wurzel in eine Reihe entwickelt.
Mit beliebigen Wertenx0 undy0 ist das Vektorpotential

Az =
µI

2π
ln

4a2

x2 + y2
=

µI

2π
ln

4a2

x2
0
+ y2

0

−
µI

2π
ln

x2 + y2

x2
0
+ y2

0

Somit ist das Vektorpotential bis auf eine sehr große, trotzdem jedoch unerhebliche
Konstante in diesem Fall

Az = −
µI

2π
ln

x2 + y2

x2
0
+ y2

0


