Felder und Wellen

WS 2011/2012

Musterlésung zur 13. Ubung

31. Aufgabe

Hinlaufende Welle:
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Durchgelassene Welle:
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a) Die Tangentialkomponente muss stetig sein (¢t = 0 und 7= zéy):
E e hisinees | p o—jkisingre _ g —jkssingaz
Die Gleichung is nichtlinear in z und kann nur fiir alle z erfiillt sein wenn gilt:
—jk1sin ¢pex = —jk1 sin ¢ppx = —jkso sin pgx
Daraus folgt dann:
Or = Pe

k
sin ¢g = k_; sin ¢,

b) Mit €, x €, = —€, und €, X €, = €, erhilt man schnell:
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¢) Stetigkeitsbedingungen fiir ¢ = 0 und 7 = 0:

FE-tangential = E.+FE.=E,

1 1 1
H-tangential = — FlEe COoS P + FlEr cos ¢, = —EEd CoS ¢g
1 1 1
B-orthogonal = (—=FE.sin¢. + —E,sin¢, = —Egsin ¢g)
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Setzt man die Winkelrelationen aus a) ein, wird die letzte Gleichung gleich der
ersten. Es bleibt also folgendes Gleichungssystem zu 16sen:
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c¢) Der kritische Winkel wird erreicht, wenn sin (beZ—; > 1. In diesem Fall kann kein
reelles ¢4 die Bedingungen erfiillen. Dies ist jedoch nur méglich, wenn Medium



Hinweis:

Beispiele:

1 optisch dichter als Medium 2 ist, also €,1 > €,2. In diesem Fall gilt:
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Fiir den Fall o > ¢¢ pritiscn tritt Totalreflexion ein. Jedoch ist auch in diesem Fall
im zweiten Medium eine exponentiell abfallende Welle vorhanden, da sonst die
Stetigkeitsbedingungen verletzt wéiren. Die Losung kann iiber einen komplexen
Ansatz fiir ¢4 hergeleitet werden. ¢4 kann dann allerdings nicht mehr als Winkel
interpretiert werden.

Bei Reflexion an einem optisch dichteren Medium, z.B. beim Ubergang von Luft
nach Glas ergibt sich folgendes Verhéltnis von E,/E. (gy2/er1 = 4):
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Bei Reflexion an einem optisch diinnerem Medium, z.B. beim Ubergang von Glas
nach Luft ergibt sich folgendes Verhiltnis von E,/E. (ey2/ey1 = 1/4):
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Ab ca. 30° erhilt man Totalreflexion. Daher werden z.B. Prismen in der Optik
als Spiegel verwendet.



32. Aufgabe

Die Felder im Wellenleiter haben die Form
E(l‘, y7 Z7 t) = E()(I, y)ej(u}tszz)
ﬁ(x7 Y, =z, t) = ﬁ0($7 y)ej(wt—k‘zz)

Skript Kapitel 9.6.3: fiir TM-Wellen gilt (Berechnet werden Ej und ﬁo, der Subskript
0 wird weggelassen)

b _ ik OE.
T wlue — k2 Ox
o _ ik OE.
Y w2ue — k2 Oy
jwe  OE,

H,= ¥ 9%
T wlue — k2 Oy
H, - —jwe OF,

 w?ue — k2 Ox
a% = 0 wegen der unendlich Ausdehnung in y-Richtung = nur E, und H, existieren.
a) Wellengleichung fiir £,
0’E,
Ox?

+ (wPpue —k2)E, =0
Mit k2 = w?ue — k2 haben die Losungen dieser Gleichung die Form
E, = Asink,x + Bcosk,x

E, ist die Tangentialkomponente des E-Feldes. Fiir z = 0 und z = a gilt die
Randbedingung FE, =0

E,—0 fir 2=0 = B=0
E.,=0 fir xt=0 = A=0 (kein Feld)
oder

kra=nm n=123,...

ko = 8
a
E, = Asin nr
a
Aus E, werden die transversalen Komponenten der Felder berechnet
—jk, OF —jk —jk.a nmwe
E, = I‘(Z%Z 8; = ;mzAcoskxx = i”: Acos
—jwe 0E, —jwe —jwea nwx
H, = = Acoskyx = A cos
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b) Berechnung von k,
wipe — k2 = k2
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k, wird als positiv angenommen, negatives k, dndert nur die Ausbreitungsrich-
tung. Eine Welle existiert nur, wenn k, reell ist.
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Es gibt also eine sogenannte Cut-Off-Frequenz w., unterhalb der keine Wellen-
ausbreitung moglich ist. Die Cut-Off-Frequenz hingt von der Dimension a und
der Modennummer n ab.
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c¢) Phasengeschwindigkeit:
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co ist die Lichtgeschwindigkeit im Medium zwischen den Platten. Berechnung
der Gruppengeschwindigkeit:

dw 1
v = =
T




Es gilt cvy = 6(2). Die Gruppengeschwindigkeit ist demnach kleiner als die Vaku-
umslichtgeschwindigkeit und die Phasengeschwindigkeit ist grofler als die Vaku-
umslichtgeschwindigkeit.

d) Leistungsdichte der Moden: Poynting-Vektor
- 1 S 1 . . .o
§=3R(Ex H") = SR (Bl + B.) x Hyé,)
Der Poynting-Vektor besteht aus zwei Teilen

1 1 —jk ; ] ;
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Energie wird in z-Richtung transportiert.

1 . .o 1 Jk.a . nmT nwT _
5% (EZGZ X Hyey) = §§R (ﬁAQ sin T COS T €z>
=0
E, ist reell, H, imaginér. In = Richtung wird keine Energie transportiert (nur
Blindleistung).
Zusatz: Wieso kann die Phasengeschwindigkeit groflier als die Vakuumslichtgeschwindig-
keit sein?
Betrachtet man nochmal das E-Feld der TM-Welle in vektorieller Form, erh&lt
man:
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lasst sich schreiben:
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Die TM-Welle ldsst sich in zwei schriag laufende Wellen I und I zerlegen. Die
Wellenzahl wird bei schrig laufenden Wellen zu einem Wellenvektor:



Welle I:
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Die Wellenvektoren stehen senkrecht auf dem E-Feld und sind parallel zum Poin-
tingvektor. Dies ldsst sich zeigen, indem man das Skalarprodukt zwischen E-Feld
und Wellenvektor bildet:
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Berechnet man den Betrag des Wellenvektors, erhédlt man:
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Daraus folgt fiir die Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten:
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Das Ergebenis kann wie folgt interpretiert werden: Die Phase der TM-Welle in
z-Richtung kann als Uberlagerung zweier ebener Vakuumswellen betrachtet wer-
den, die an den Wéanden reflektiert werden. Die Phase der TM-Welle ist also
nichts weiter als das Interferenzmuster, welches sich mit ¢ > ¢y auszubreiten
scheint. Anhand der Abbildung unten ist aber anschaulich klar, dass sich ein
Wellenpaket nur mit der Gruppengeschwindigkeit v, < co in z-Richtung aus-
breiten kann, da die Wellen aufgrund des schrigen Einfalls einen ldngeren Weg
zuriicklegen miissen.

Cr=¢Cn = €o
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