
Felder und Wellen

WS 2011/2012

Musterlösung zur 13. Übung

31. Aufgabe

Hinlaufende Welle:

~Ee = Eee
j(ωt−~ke·~r)~ey

~ke = k1 (cos φe~ez + sinφe~ex)

Reflektierte Welle:

~Er = Ere
j(ωt−~kr·~r)~ey

~kr = k1 (− cos φr~ez + sinφr~ex)

Durchgelassene Welle:

~Ed = Ede
j(ωt−~kd·~r)~ey

~kd = k2 (cos φd~ez + sinφd~ex)

k = ω
√

µε und Γ =
√

µ
ε

a) Die Tangentialkomponente muss stetig sein (t = 0 und ~r = x~ex):

Eee
−jk1 sin φex + Ere

−jk1 sin φrx = Ede
−jk2 sin φdx

Die Gleichung is nichtlinear in x und kann nur für alle x erfüllt sein wenn gilt:

−jk1 sinφex = −jk1 sinφrx = −jk2 sinφdx

Daraus folgt dann:

φr = φe

sinφd =
k1

k2
sinφe

b) Mit ~ez × ~ey = −~ex und ~ex × ~ey = ~ez erhält man schnell:



~He =
1

Γ
~eke

× ~E

=
1

Γ1
Ee (− cos φe~ex + sin φe~ez)

~Hd =
1

Γ2
Ed (− cos φd~ex + sinφd~ez)

~Hr =
1

Γ1
Er (cos φr~ex + sinφr~ez)

c) Stetigkeitsbedingungen für t = 0 und ~r = ~0:

E-tangential ⇒ Ee + Er = Ed

H-tangential ⇒− 1

Γ1
Ee cos φe +

1

Γ1
Er cos φr = − 1

Γ2
Ed cos φd

B-orthogonal ⇒ (
1

Γ1
Ee sin φe +

1

Γ1
Er sinφr =

1

Γ2
Ed sin φd)

Setzt man die Winkelrelationen aus a) ein, wird die letzte Gleichung gleich der
ersten. Es bleibt also folgendes Gleichungssystem zu lösen:

Ee + Er = Ed

−Ee cos φe + Er cos φe = −Γ1

Γ2
Ed cos φd

Er = Ed − Ee

⇒− Ee cos φe + (Ed − Ee) cos φe = −Γ1

Γ2
Ed cos φd

⇒2Ee cos φe =
Γ1

Γ2
Ed cos φd + Edcosφe

⇒Ed =
2 cos φe

Γ1

Γ2
cos φd + cosφe

Ee

⇒Ed =
2Γ2 cos φe

Γ1 cos φd + Γ2cosφe
Ee

⇒Er =

(
2Γ2 cos φe

Γ1 cos φd + Γ2 cos φe
− 1

)

Ee

⇒Er =
Γ2 cos φe − Γ1cosφd

Γ2 cos φe + Γ1 cos φd
Ee

c) Der kritische Winkel wird erreicht, wenn sinφe
k1

k2
> 1. In diesem Fall kann kein

reelles φd die Bedingungen erfüllen. Dies ist jedoch nur möglich, wenn Medium



1 optisch dichter als Medium 2 ist, also εr1 ≥ εr2. In diesem Fall gilt:

sinφe
k1

k2
> 1

sinφe >
k2

k1

φe,kritisch = arcsin
k2

k1

Hinweis: Für den Fall φe ≥ φe,kritisch tritt Totalreflexion ein. Jedoch ist auch in diesem Fall
im zweiten Medium eine exponentiell abfallende Welle vorhanden, da sonst die
Stetigkeitsbedingungen verletzt wären. Die Lösung kann über einen komplexen
Ansatz für φd hergeleitet werden. φd kann dann allerdings nicht mehr als Winkel
interpretiert werden.

Beispiele: Bei Reflexion an einem optisch dichteren Medium, z.B. beim Übergang von Luft
nach Glas ergibt sich folgendes Verhältnis von Er/Ee (εr2/εr1 = 4):
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Bei Reflexion an einem optisch dünnerem Medium, z.B. beim Übergang von Glas
nach Luft ergibt sich folgendes Verhältnis von Er/Ee (εr2/εr1 = 1/4):
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Ab ca. 30◦ erhält man Totalreflexion. Daher werden z.B. Prismen in der Optik
als Spiegel verwendet.



32. Aufgabe

Die Felder im Wellenleiter haben die Form

~E(x, y, z, t) = ~E0(x, y)ej(ωt−kzz)

~H(x, y, z, t) = ~H0(x, y)ej(ωt−kzz)

Skript Kapitel 9.6.3: für TM-Wellen gilt (Berechnet werden ~E0 und ~H0, der Subskript
0 wird weggelassen)

Ex =
−jkz

ω2µε − k2
z

∂Ez

∂x

Ey =
−jkz

ω2µε − k2
z

∂Ez

∂y

Hx =
jωε

ω2µε − k2
z

∂Ez

∂y

Hy =
−jωε

ω2µε − k2
z

∂Ez

∂x

∂
∂y

= 0 wegen der unendlich Ausdehnung in y-Richtung ⇒ nur Ex und Hy existieren.

a) Wellengleichung für Ez

∂2Ez

∂x2
+ (ω2µε − k2

z)Ez = 0

Mit k2
x = ω2µε − k2

z haben die Lösungen dieser Gleichung die Form

Ez = A sin kxx + B cos kxx

Ez ist die Tangentialkomponente des ~E-Feldes. Für x = 0 und x = a gilt die
Randbedingung Ez = 0

Ez = 0 für x = 0 ⇒ B = 0

Ez = 0 für x = 0 ⇒ A = 0 (kein Feld)

oder

kxa = nπ n = 1, 2, 3, . . .

kx =
nπ

a

Ez = A sin
nπx

a

Aus Ez werden die transversalen Komponenten der Felder berechnet

Ex =
−jkz

k2
x

∂Ez

∂x
=

−jkz

kx
A cos kxx =

−jkza

nπ
A cos

nπx

a

Hy =
−jωε

k2
x

∂Ez

∂x
=

−jωε

kx
A cos kxx =

−jωεa

nπ
A cos

nπx

a



b) Berechnung von kz

ω2µε − k2
z = k2

x

ω2µε − k2
z =

(nπ

a

)2

k2
z = ω2µε −

(nπ

a

)2

kz =

√

ω2µε −
(nπ

a

)2

kz =

√

ω2

c2
0

−
(nπ

a

)2

kz wird als positiv angenommen, negatives kz ändert nur die Ausbreitungsrich-
tung. Eine Welle existiert nur, wenn kz reell ist.

kz =
√

µε

√

ω2 −
(nπ

a

)2 1

µε

⇒ ω >
nπ

a

1√
µǫ

Es gibt also eine sogenannte Cut-Off-Frequenz ωc, unterhalb der keine Wellen-
ausbreitung möglich ist. Die Cut-Off-Frequenz hängt von der Dimension a und
der Modennummer n ab.

ωcn =
nπ√
µεa

=
nπc0

a

c) Phasengeschwindigkeit:

c =
ω

kz

=
ω

√
ω2

c2
0

−
(

nπ
a

)2

=
1

1
c0 ω

√

ω2 −
(

nπc0
a

)2

=
c0

√

1 −
(

nπc0
ωa

)2
> c0

c0 ist die Lichtgeschwindigkeit im Medium zwischen den Platten. Berechnung
der Gruppengeschwindigkeit:

vg =
dω

dkz
=

1
dkz

dω

=



2µεω
1

2

1
√

ω2µε −
(

nπ
a

)2





−1

=
c2
0

ω

√

ω2

c2
0

−
(nπ

a

)2

= c0

√

1 −
(nπc0

ωa

)2
< c0



Es gilt c vg = c2
0. Die Gruppengeschwindigkeit ist demnach kleiner als die Vaku-

umslichtgeschwindigkeit und die Phasengeschwindigkeit ist größer als die Vaku-
umslichtgeschwindigkeit.

d) Leistungsdichte der Moden: Poynting-Vektor

~S =
1

2
ℜ

(

~E × ~H∗

)

=
1

2
ℜ

(
(Ex~ex + Ez~ez) × H∗

y~ey

)

Der Poynting-Vektor besteht aus zwei Teilen

1

2
ℜ

(
Ex~ex × H∗

y~ey

)
=

1

2
ℜ

(−jkza

nπ
A cos

nπx

a
ej(ωt−kzz) · jωεa

nπ
A cos

nπx

a
e−j(ωt−kzz)(~ex × ~ey)

)

=
1

2

kzωεa2

n2π2
A2 cos2

nπx

a
~ez

Energie wird in z-Richtung transportiert.

1

2
ℜ

(
Ez~ez × H∗

y~ey

)
=

1

2
ℜ

(
jkza

nπ
A2 sin

nπx

a
cos

nπx

a
~ex

)

= 0

Ez ist reell, Hy imaginär. In x Richtung wird keine Energie transportiert (nur
Blindleistung).

Zusatz: Wieso kann die Phasengeschwindigkeit größer als die Vakuumslichtgeschwindig-
keit sein?

Betrachtet man nochmal das E-Feld der TM-Welle in vektorieller Form, erhält
man:

~E = A





−j kz

kx
cos kxx

0
sin kxx



 ej(ωt−kzz)

Mit

sinx =
−j

2

(
ejx − e−jx

)

cos x =
1

2

(
ejx + e−jx

)

lässt sich schreiben:

~E = A





−j
2

kz

kx

(
ejkxx + e−jkxx

)

0
−j
2

(
ejkxx − e−jkxx

)



 ej(ωt−kzz)

~E =
−jA

2














kz

kx
ej(ωt−kxx−kzz)

0

−ej(ωt−kxx−kzz)





︸ ︷︷ ︸

Welle I

+





kz

kx
ej(ωt+kxx−kzz)

0

ej(ωt+kxx−kzz)





︸ ︷︷ ︸

Welle II










Die TM-Welle lässt sich in zwei schräg laufende Wellen I und II zerlegen. Die
Wellenzahl wird bei schräg laufenden Wellen zu einem Wellenvektor:



Welle I:

~EI =
−jA

2





kz

kx

0
−1



 ej(ωt−~r~kI)

~kI =





kx

0
kz





Welle II:

~EII =
−jA

2





kz

kx

0
1



 ej(ωt−~r~kII)

~kII =





−kx

0
kz





Die Wellenvektoren stehen senkrecht auf dem E-Feld und sind parallel zum Poin-
tingvektor. Dies lässt sich zeigen, indem man das Skalarprodukt zwischen E-Feld
und Wellenvektor bildet:

~EI · ~kI ∼
(

kz

kx
kx − kz

)

= 0 ⇒ ~EI⊥~kI

~EII · ~kII ∼
(

−kz

kx
kx + kz

)

= 0 ⇒ ~EII⊥~kII

Berechnet man den Betrag des Wellenvektors, erhält man:

|~kI | = |~kII | =
√

k2
x + k2

z =

√
(nπ

a

)2
+ ω2µε −

(nπ

a

)2

= ω
√

µε =
ω

c0

Daraus folgt für die Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten:

cI = cII =
ω

|~kI |
= c0

vgI = vgII =
dω

d|~kI |
=

(

d|~kI |
dω

)
−1

= c0

Das Ergebenis kann wie folgt interpretiert werden: Die Phase der TM-Welle in
z-Richtung kann als Überlagerung zweier ebener Vakuumswellen betrachtet wer-
den, die an den Wänden reflektiert werden. Die Phase der TM-Welle ist also
nichts weiter als das Interferenzmuster, welches sich mit c > c0 auszubreiten
scheint. Anhand der Abbildung unten ist aber anschaulich klar, dass sich ein
Wellenpaket nur mit der Gruppengeschwindigkeit vg < c0 in z-Richtung aus-
breiten kann, da die Wellen aufgrund des schrägen Einfalls einen längeren Weg
zurücklegen müssen.
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