Felder und Wellen 1/1 Klausur H11

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Eine auf dem Koordinatenursprung zentrierte, nichtleieeKugel mit der Ladungsdichie = pjj—j“
und dem Radiug wird von einer Kugelschale aus einem unendlich gut leitenélietall mit der
Flachenladungsdichte = o; und Radiu$ umschlossen, siehe Abbildung.

Im gesamten Bereich der Anordnung gile <.

A

Y

Abbildung 1: Kugelsymmetrische Versuchsanordnung

a) Berechnen Sie das elektrische Feldm gesamten Rauith < r < oo.

b) Berechnen Sie das elektrische Potentiah gesamten Rauih < r < oo unter der Bedingung
P (00) = 0.

c) Berechnen Sie die Enerdi€ die notwendig ist, um eine Punktladugg von einem Punkt auf
der x-Achse(z,y, z)” = (c,0,0)” auf einen Punkt auf der y-Achge, y, z)” = (0,£,0)" zu
verschieben, mif > b.

7o
Hinweis: Gehen Sie davon aus, dass nur die potentielle Enérigie= — [ F'ds'in das System

gesteckt, aber keine Reibung odémlichesiberwunden werden muss.
Sollten Sie die Aufgabenteile a) und/oder b) nichbtgehaben, gehen Sie anstatt der Ladungs-
verteilung dieser Aufgabe von einer puriktihigen Ladung),; im Ursprung aus.
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Losung 1 (16 Punkte)
a) Kugelbrmige Anordnung= E=FEé¢,
f[ - fff o
//eoﬁdf: ///pdV (2)
0<r<a:
2T 2r ™ 7
//507’2 sin (9)dddyp = ///pok sin (9)drdddy 3
0 0 0O 0 O
4rrieE, = 4nkpor 4)
kpo 1
= B, = -0 (5)
E T
~—
k1
a<r<b:
Gesamtladung innere Kug&p. .., = 4rkpoa
2w
//€0r2 sin (¥)dvdy = Qinnen (6)
0 0
drrieyE, = 4nkpoa (7)
k 1
= E, = = _ 8)
o r

ko

b<r:

GesamtladunguRere Kugelschal€),,.sen = 014, = 014mb?

Gesamtladung gesamte Anordnuf.s = Qinnen + Quaussen = 47 (kapy + o1b?)

2t 7w
//507’2 sin (9)dddy = Q ges
0 0

drrieyE, = 4nkpoa
k 21

= E’f‘ — M R

€0 r2

k3

b)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)



Felder und Wellen 3/19 Klausur H11
b<r:
B (r) — @ (o0) = / Evdr’ (14)
~——
=0 r
1 11
(r)= ks [ —dr' = ky |[—— (15)
k
_ (16)
r
2
1
_ kpoa + O'1b 4 (17)
g T
a<r<b:
Potential an der Stelle = b (aus Stetigkeitsgmden):® (b) = & = ’“”0“?"“’2%
b
B (r) — B (b) = / Eodr’ (18)
b b
O(r) = ks / S5’ + @ (5) = ks [——} + D (b) (19)
11\ ks
T () R 20
2 ( b) ok (20)
_ Kpoa b (1)
EoT o
0<r<a:
Potential an der Stelle= a (aus Stetigkeitsgmden):® (a) = ’Zﬂ + %”
B (r) — @ () = / Eodr’ 22)
a 1 ]
O (r) =k / Pdr’ + @ (a) = ki [In7]} + @ (a) (23)
k b
— ki (Ina—Inr) + 204 710 (24)

9 9
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C)
Ta=c/2
W= — / Fds (25)
FQ_:C/2
) Ta=c/2
=Q - ( / Ed§> (27)
C
kpoa + o1 /2 1
— o et (20 (29)
19 C C
kpoa + o1b?
=Q - Fpod T 019~ (30)
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

In einem Plattenkondensator mit Plattenabstamdind Seitentiche A befindet sich zentriert eine
Metallplatte der Dicke:, die ebenfalls die SeiteidtheA aufweist. In dieser Platte giit = oo.

o=U ®=0

v

a 2a 3a T

Abbildung 2: Plattenkondensator mit eingeschobener Nfeddie

Uber dem Kondensator liegt die Spannung U an. Randeffékiadn vernackissigt werden.

a) Berechnen Sie das E-Feld im Inneren des Kondensators dem@paziat C' des Kondensa-
tors. In den Bereichet < z < a und2a < = < 3a befinde sich Vakuume(= ¢q, k = 0).

Nun werden zwei leitihige, dielektrische Materialien in den Kondensator esogeben, so dass die-
se die bisher mit Vakuum géliten Bereiche vollsindig ausfillen. Nun fliel3t ein Strom durch die
Anordnung:

v

Abbildung 3: Plattenkondensator mit Metallplatte und Bldtika

Die Leitfahigkeiten und Dielektrizittszahlen lauteruf 0 < z < a:

x? 1 a2
Kk1(z) :50(1—1—?) e1(x) :50(5—1—?)
und fur 2a < z < 3a:
4
Ro = %I{O S(ZL') = &9

b) Nach kurzer Zeit habe sich der statime Zustand eingestellt. Was gilt in diesem Zustdird f
die Zeitabkangigkeit der Stromdichten? Geben %’9‘ an.

c) Was folgt darausifr die Zeitablangigkeit vonE, D, und p? Begiinden Sie! Was kann somit
uber die Ortsatﬁmgigkeita% j ausgesagt werden?
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d) Berechnen Sie den ohmschen Widerst&mder Anordnung! Hinweis:
1
/ ———dx = larctan L
a? + z? a a

e) Berechnen Sie alle auftretendeadten- und Raumladungerund p in Abhangigkeit von der
Stromdichtej!
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Losung 2 (16 Punkte)
a) Im Metall gilt £ = 0, im Vakuum istE konstant:E = Eyé..
3a
—/E(a:)dx =-U (31)
0
a 3a
0 2a
B =Y (33)
2a
1, Wy
Wa = 500" = C == (34)
1 1 U?
Wel = /// §weldU = 550E§2CLA = 50@14 (35)
1%

A
= (C =¢y— (36)

2a

b) Im statioraren Zustan@ndern sich die Stromdichten nicht:
0- =

—~i=0 37
ot (37)

c) Mit 27 = 0 gilt:

WegenF — < folgt £ = konst., wegenD = ¢E folgt D = konst. und ausdiv D = p folgt
p = konst.

Wegen der Ladungserhaltung muss deswefign= ( sein.

d)

= — (38)
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Fur die Spannung’ gilt:
3a
U= /E(w)dw (39)
0
a ) 2a )
:/%dﬂﬁ—k@—k/idx (40)
Kio(l -+ 2—2) R2
0 3a
_J N L
= [a arctan (aﬂo + Hza (41)
— L garctan 1 + A (42)
Ko )
_J)J T
= ﬁ0a4 + ﬁ0a4 (43)
_J,T (44)
Ko 2
Setzt man dies ein, so ergibt sich der Widerstand zu
U U arm
= = = — = 4
e) Mit
. koU
j="5 (46)
a3
ergibt sich:
o(x=0)=Dy(z=0) (47)
=¢(0)E(0) (48)
1
= — 4
280H1(O) ( 9)
1
= ooy (50)
a3
_Us (51)
aTm
olx=a)=—-D_(x=a) (52)
= —¢(a)E(a) (53)
3
= —= 54
280 /{1(&) ( )
3 U
__° 55
2094z (®5)
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o(x =2a) = Dy (z = 2a) (57)
=gy (58)

R2

koU

— & mfg (59)

U
= 82% (60)
o(x =3a) = D_(x = 3a) (61)

U
= —o(rx =2a) = —52% (62)
p=divD (63)
0 =
=5-D (64)
0
= 2 (c()B(w) (65)
Fiuro <z <a:
0 1 22 J 0
o ( <§ + —) ) T (7 (66)
2z(a® 4+ 2?) — (%aj + 2?)2z 67)
(a® + 22)
e Y (68)
(a® + x2)

Fira < z < 2a gilt p = 0 wegenE = 0.
Fur2a <z < 3aqilt p= % <52%2> =0.
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Eine lange Spule mit&ngel, Radiusr, undn Windungen wird vom Strond, = I sin (wot) durch-
flossen. Es gilt die Bherung idir lange Spulen.

x z

Ua 3

K= po
— ARRRPIRORXRXRIXXRXRRXIXXRRIXXRXXRIXORXRR

< '

[

Abbildung 4: Langsansicht der langen Spule

a) Berechnen Sie den Vektor der magnetischen Flussdighte
Zeichnen SieB qualitativ in Abb. 4 ein.

b) Berechnen Sie die Energiedichte und die Energie des Fedte3pule. Das Feld aul3erhalb der
Spule soll dabei vernadidsigt werden.

Jetzt wird eine kreigfrmige Leiterschleife mit Radius;,s und dem Widerstand;s in die Spule
eingebracht. Die Leiter schleife bewegt sich nicht und loifirsich zentral innerhalb der Spule, wie
in der Querschnittszeichnung Abb. 5 dargestellt.

Es wird angenommen, dass ein Strom in der Leiterschleifeek@uswirkungen auf das Magnetfeld
und den Strom der umgebenden Spule hat.

z x

Rp

Abbildung 5: Leiterschleife innerhalb der Spule
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c) Berechnen Sie den magnetischen Fluss durch die Leiteifhl

d) Berechnen Sie den Strofjg, der in der der Leiterschleife induziert wird. Berechnen &ea
zeitlichen Mittelwert der elektrischen VerlustleistuRgs im WiderstandR ;5.

Hinweis: Fur Wechselspannungen berechnet sich der zeitliche Mitelix der Leistung an
einem Wirkwiderstand geaR der FormeP = Ul = {RI? = ;-U?. Dabei bezeichnety
und/ die Scheitelwerte der Spannung bzw. des Stromes.

An die lange Spule wird nun statt des Wechselstroms ein @8&iom/, = I, angelegt. Die Leiter-
schleife ist jetzt drehbar, wie in Abb. 6 dargestellt, untiemd mit der Winkelgeschwindigkeit,s.
Zum Zeitpunktt = 0 stehe die Leiterschleife senkrecht innerhalb der Spuss wie in Abb. 6
gezeigt.

Es wird nach wie vor angenommen, dass ein Strom in der Lefii$e keine Auswirkungen auf das
Magnetfeld und den Strom der umgebenden Spule hat.

z x

Abbildung 6: Drehbare Leiterschleife innerhalb der Spule

e) Berechnen Sie auchrfdiesen Fall den magnetischen Fluss durch die Leiteréelsewie den
Strom in der Leiterschleife.

Wie grol3 muss die Winkelgeschwindigkeits gewahlt werden, damit im Widerstan@, s die
gleiche mittlere Verlustleistung entsteht wie zuvor? Begien Sie lhre Antwort.
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Losung 3 (16 Punkte)

a) In der Spule liegt aufgrund der Symmetrie lediglich eingketfeld in z-Richtung vor. Das
Magnetfeld innerhalb giner langen Spule ist homogen, det-eldsérke ist konstant. Mit dem
Durchflutungsgesetf H ds = I ergibt sich daherifr die Komponenté?, der Feldsérke:

H,l=nl,

Mit B = p,pi0H undpu, = 1 folgt damit insgesamt

ézﬂo%[a gz

T z
I

a n
OOOOEOOOEOOOEOOOOOEOOOEOOEOOOEOOOEOOOOO® 4

Ta
B
— \
— ®RRRRRXRRRXRXRXRXRXRRRRRRXREEXERERERRERRRRE

< '

[

Abbildung 7: Flussdichte innerhalb der langen Spule

b) Einsetzen in Formelir Energiedichte aus Formelsammlung

1 1
m=~HB=—poH?
w 5 2#0

mit H = |H| = "l und I, = Iysin (wot) von oben ergibt

1 n? )
Wi = 50 73 I2 sin® (wot) .

Diese Energiedichte ist ortsunabigig, daher vereinfacht sich das Volumenintegral hier zu
einer Multiplikation

Wm = /wmdv = W - V.S'pule

1o n? 5 2

= SHo 73 I§sin® (wot) - ITR
1 2

= SHo HT 7TR? I? sin? (wot) .
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c) Der magnetische Fluss durch die Leiterschleife ergddt durch Integratiofiber die FacheA
der Leiterschleife

@://gdg.

Das magnetische Feld innerhalb der langen Spule ist homdgeie Feldsirke ortsunaldngig
H = ™2 = [y%sin (wot) ist. Es steht senkrecht zur Leiterschleife. Damit vereihfaich das
Integral zur Berechnung des magnetischen Flusses hier euMintiplikation

@Z/L()HA:

nl,
— Mo~ TLs

= o Iy WT%S% sin (wot)

d) Ausgangspunkt ist die Formalifdie Induktionsspannung;,.q = —Ndd—‘f. Die Leiterschleife

besitztNV = 1 Windung. Am ohmschen Widerstand gil{s = %Tng Umgeformt folgt

7 wo st cos (wot) .

Hinweis zum Vorzeichen voi s (nicht als Antwort verlangt): Der Strom in der Leiterscheei
flie3t so, dass das von ihm erzeugte H-FeldAlederung des H-Feldes der umgebenden Spule
entgegenwirkt. Genau dies wird von der resultierenden Ebfin I, s beschrieben, denn:

e [, und damit® bzw. das H-Feld nehmeaib, wenn das Argument des(. ..)-Terms im
Bereich|[Z, 27] ist. In diesem Intervall isf, s positiv, da der cos-Term hier positiv ist.

Gemald der Rechte-Hand-Regel wird dur€fy ein H-Feldin z-Richtung erzeugt, das
somit der Abnahme des vap erzeugten H-Feldes entgegenwirkt.

e [, und damit® bzw. das H-Feld nehmezu, wenn das Argument deg(...)-Terms im
Bereich [0, Z] oder [2, 27] ist. In diesem Intervall isf ;s negativ, da der- cos-Term
hier negativ ist. Ge@? der Rechte-Hand-Regel wird durkty ein H-Feldentgegerder
z-Richtung erzeugt, das somit der Zunahme desly@nzeugten H-Feldes entgegenwirkt.

Die Leistung im ohmschen Widerstand ist gdbrdes gegebenen Hinweises

1 ~ 2
Prg = §RLS Its
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e) Der Gleichstroml = I, erzeugt ein zeitunal@mgiges Feldd = ”TIO das wie zuvor innerhalb
der Spule homogen ist und nur eine Komponente-Richtung besitzt.

Der Anteil der Fache der Leiterschleife, der senkrecht zur Feldrichtuelgtsist jetzt zeitabéngig
und es gilt

A(t) = A cos (wrg t) = 717 g cos (wrs t) .

Der magnetische Fluss durch die Leiterschleife ergibt sigder durch Integratiofiber die
Flache der Leiterschleife, wobei jetzt gilt:

//BdA

= Ho ; WT%S cos (wrs t)

Bestimmung der gesuchten Winkelgeschwindigkeit

Variante 1: Mathematische Begtindung mittels Koeffizientenvergleich in den Formelarf
Ips
Analog zu oben folgtiir den Strom

Uind

0
= wrLs
[ Rps

Die mittlere Verlustleistung?,s = %RLS Iis ist genau dann gleich, wenn die Scheitel-
werte des Stroms gleich sind. Der Phasenunterschied Hjgielie mittlere Verlustleistung
keine Rolle. Daher folgt durch Koeffizientenvergleichs = wy. Dies bedeutet, dass sich
die Leiterschleife innerhalb des konstanten Magnetfeieisgenau gleich schnell drehen
soll wie der Phasenzeiger des Wechselstrom in den Aufgeitemt) bis d).

Variante 2: Physikalisch-anschauliche Begindung Im WiderstandR s entsteht genau dann
die gleiche Verlustleistung, wenn sich der magnetisched<du = fféd/f durch die
Leiterschleife auf die gleiche Weise - d.h. mit der gleiclkgrquenz andert. Ob dies
durch einednderung vons (erster Fall: angelegte Wechselspannung mit Winkelgesshw
digkeit wo) oder durch eindnderung vond (zweiter Fall: rotierende Leiterschleife mit
Winkelgeschwindigkeitv; s) zustande kommt, spielt keine Rolle. Daheiissen die Fre-
quenzen bzw. Winkelgeschwindigkeiten diedaderungsvorgnge gleich sein, d.hy, g =
wo-
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Eine elektromagnetische Welle mit der Frequenand derrl E-Felo@e trifft unter#einem Winkelo
auf eine Grenzéiche beiz = 0. Die reflektierte Welle sel,, die transmittierter,. Im Bereich 1
(z < 0) seie = ¢1; im Bereich 2 £ > 0) seic = 5 < ;. Im ganzen Raum gelte die Permeahitijt.

einfallende Welle reflektierte Welle
I
E- Fe ! _Feld .
: <<' Bereich 1
H-Feld H-Feld
Yy
‘ %Feld
z
| H-Feld Bereich 2

transmittierte Welle

Fur das E-Feld seien die Amplitudén, £, und E; bekannt. Es gilt:
B = B, ¢/t eikisin(@)z o—jki cos(a) g
B = E, vt gmikisin(@) ik cos(a) 2 g,
B, = B, e7t ¢—ik2sin(8) o —jha cos(8) = g,

a) Setzen Sie das E-Feld in die Wellengleichung ein und besetSiev in Abhangigkeit vonk;
unde;.

b) Errechnen Siéf, und bestimmen Sie den Wellenwiderstdhe: | | in Abhangigkeit von den
Materialkonstanten.

c) Zeigen Sie mit den Ergebnissen aus Aufgabenteil b), déiss g

., 1 .

He = fgk X Ee
wobeie;, der Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung ist.

d) Das Medium im Bereich 1 sei optisch dichter als das MediunBereich 2 £, > &,). Be-
rechnen Sie den Zusammenhang zwischemd 5. Ab welchem Winkelr,. tritt Totalreflexion
ein?

e) Im Falle der Totalreflexion kann die Welle im Bereich 2 wikyf@eschrieben werden:

Et — Et ejwt e—jax e—bze—'y
Bestimmen Sie die Konstanterundb abhangig vona und urabhangig vong.

Hinweis: Der Zusammenhang aus d) gilt weiterhin, woBdiomplex ist. Benutzen Sie aul3er-
dem

cos(B) = —jiy/sin2(8) — 1
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Losung 4 (16 Punkte)

a) Der Zusammenhang vanmit £, unde; wird mit der Wellengleichung hergeleitet. Die Wel-
lengleichung f@ir Nicht-Leiter ist

0’FE
BRATTE

AE
daraus ergibt sich

(—jkrsin(@))® + (—jki cos(a))” — e (jw)* = 0

—k7 (sin*(a) + cos*(@)) + epw® =0

k1
\V HEL

b) Fir H, kann folgender Ansatz gemacht werden:

I__j' =(H. ¢ +H .¢ ejwtefjklsin(a)xefjklcos(a)z
e e,xCz e,zCz

Mit der Maxwellgleichung
rotE, = — B,
ergbt sich
rotEe =€, (jkl cos(a)E, e7*! p—ikisin(@)z ,—jk Cos(a)z)
+¢&, (—jki sin(a)E, e e 7™ sin(a)z ,—jk1 Cos(a)z)
_Nﬁe = — p(Ho oy + H, ,€,) jw et emIRrsin(@)a g=jki cos(a) 2

Durch Vergleich der vektoriellen @Ren ergibt sich:

H,, = _Fieost@) p
Wep
H,. - k1 sin(«) B
WE(
Weiter gilt
‘[—_je = Fjeﬂ
Hw
und mit dem Ergebnis aus a)
k1
w =
vV HEL
‘ﬁe = Ee gllu = Eei
Jz It

Der Wellenwiderstand ist damit:
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c) Aus Aufgabenteil b) ist bekannt

r=,/%
€1

Der Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung ist

sin(«)
€ = 0
cos()
Damit ist
H, = 2l (sin(a)é, — cos(a)éy) E, e/ =ik sin(a) z o —jk1 cos(a) 2
1

= — (sin(a)€, — cos(a)&,) B, et emIkrsin(@) @ p=jki cos(a) z

Wit
und identisch zum Aufgabenteil b).

d) Die Tangentialkomponente des E-Feldes muss bel stetig sein. Also

Ee,y + Er,y = Et,y

Ee e_jkl sin(a) z + Ere_jkl sin(@)x _ Ete_jk2 sin(8) =

daraus folgt:

E.+ E, = E;
ki sin(a) = ko sin(f)

k1

Ause; > g, folgt mit w = e

]{31 > ]CQ
Totalreflexion ist vorhanden bei
k1

— sin(a,) =1

ko
bzw.

o, = arcsin @
c — kl

e) Aus dem gleichen Zusammenhang wie in d)
Ee e—jkl sin(a) + Er e—jk}1 sin(a) z _ Et e—jax
folgt
a = ki sin(a)

Die Konstanté erhalt man aus dem Verlgeich mi, aus der Aufgabenstellung zu

k2
b= jkycos(B) = jko(—j\/sin® B — 1) = koy/sin® B — 1 = koy | k—ésinza -1
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Aufgabe 5 (16 Punkte)
Fur Hohlleiterwellen, die sich in z-Richtung ausbreiten, ikatlgemein folgender Ansatz gemacht
werden:

Ez _ Eg(l', y)ej(wt—k’zz) Hz _ HS(Z‘, y)ej(wt—kzz)

E, = —2; (J'k‘z%JrjwuaHz)
w2 pe — k? Oz oy

el G )

= e ()

Nun soll sich eine TM-Welle zwischen zwei in y- und z-Richtwngendlich ausgedehnten Platten,
wie in der Zeichnung unten angegeben, in z-Richtung ausireit

X

A

+a

~
| ~

a) Machen Sie einen allgemeinen Ansdir die Feldkomponente in z-Richtung indem Sie den
Ansatz oben vereinfachen. (Hinweidberlegen Sie welches Feld bei einer TM-Welle in z-
Richtung vorhanden ist.)

b) Von welchen der Variablen, y hangt die Amplitudenfunktio®?(z, y) bzw. HY(z, y) bei die-
ser Anordnung tathlich ab? Begmden Sie!

c) Welche Randbedingungen muss das elektrische Feltiezr?

d) Bestimmen sie anhand der Randbedingungen aus b) und c) diétéaentermer? und H?
in der z-Komponente der TM-Welle. Zeigen Sie dabei, dassrdalgenden 4 Termelir die
Amplitudenfunktion in Frage kommeut sin(k,x), B sin(k,y), C cos(k,x), D cos(k,y). Be-
stimmen Siefir diese 2 miglichen Angitze das dazugéhgek, bzw. k,.

e) Bestimmen Sie mit Hilfe der WeIIengIeic:hur:kﬁ—ue%§ = 0 die Wellenzahk, als Funktion
vonw, k, undk, soweit in der ldsung vorhanden.

f) Wie lautet die Cut-Off Frequenz?
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Losung 5 (16 Punkte)

a) Beider TM-Welle (transversal magnetisch) gibt es nur éipgKomponente.
H,=0 E, = E%x,y)el k=)

b) Da die Platten iny- und z-Richtung unendlich ausgedehnt sind, kann der Amplitugenteur
von z ablangen.

c) Die Tangentialkomponenten des E-Feldéssen an den leitenden Platten verschwinden :

= —qa y’z) = Ey(a,y,z) = (O und
E.(t = —a,y,2z) = E.(a,y,z) = 0

d) Die Randbedingungen aus Aufgabenteil bhiken sowohl mit der Kosinus- als auch mit der Si-
nusfunktion ertillt werden, auRerdeméimgt sie nur von x ab. Daher kommen folgende #mre
fur EC in Frage:

™n

E%x) = Asin(kyr) kp=-—;n=1,23,..
a

E%z) = C cos(kyw) ky= ;—G(Qn —1)in=1,23,..

A undC sind beliebige Amplitudenfaktoren.

e) Es wird die z-Komponente der Wellengleichung verwendet:

PE. | 9. OB,
— 5 —
022 02 Mo

Nach Kirzen erilt man:

—k2 — k2 + pew® =0

=k, = \/pew? — k2

f) An der Cut-Off Frequenz wird die Wurzel i, gerade Null.

_ /K
= W, = E
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