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Aufgabe 1 (16 Punkte)
Gegeben sei folgende kugelsymmetrische Anordnung.

4ra

3ra

2ra +

−
U

Die Kugel im Bereichr < 2ra sei aus ideal leitf̈ahigem Material (κ = ∞) und werde durch eine
Spannungsquelle auf das PotentialΦ (2ra) = U gebracht. Diëaußere Kugelschale beir = 4ra wird
dabei auf ein Potential vonΦ (4ra) = 0 gebracht.

Zwischen2ra < r ≤ 3ra befindet sich eine Kugelschale mit konstanter Dielektrizitätszahlε = ε0; die
Kugelschale ist nicht leitf̈ahig. Der PotentialverlaufΦb (r) für diesen Bereich ist der untenstehenden
Tabelle 1 zu entnehmen.
Die Kugelschale zwischen3ra < r ≤ 4ra ist ebenfalls nicht leitf̈ahig besitzt aber eine unbekannte Di-
elektriziẗatszahlεc. Der PotentialverlaufΦc (r) dieser Kugelschale ist ebenfalls in Tabelle 1 gegeben.

0 ≤ r ≤ 2ra: κ = ∞ ε = ε0 Φa (r) = U

2ra < r ≤ 3ra: κ = 0 ε = ε0 Φb (r) = a (r − 2.5ra)
2 + αU mit α > 1.0

3ra < r ≤ 4ra: κ = 0 εc =? Φc (r) =
d
r
+ e

4ra < r < ∞: κ = 0 ε = ε0 Φd (r) = 0

Tabelle 1: Parameter der kugelsymmetrischen Anordnung

a) Skizzieren Sie den Potentialverlauf und bestimmen Sie die Parametera, d, e in Abhängigkeit
vonU, α undra.

b) Bestimmen Sie die elektrische Feldstärke ~E in Abhängigkeit vonr im gesamten Raum.

c) Bestimmen Sie die Flächenladungsdichteσ bei r = 2ra.

d) Wie groß muss die Dielektrizitätszahlεc im Bereich3ra < r ≤ 4ra sein, wenn man annimmt,
dass sich keine Flächenladungsdichte an der Grenzflächer = 3ra ergibt?

e) Bestimmen Sie die Feldenergie der gesamten Anordnung. Für diesen Aufgabenteil wirdα na-
he 1.0 angenommen. Dadurch kann der Anteil der Feldenergie im Bereich 2ra < r ≤ 3ra
gegen̈uber den anderen Anteilen vernachlässigt werden.
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Lösung 1 (16 Punkte)
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Abbildung 1: Skizze des Potentialverlaufs

a) Mit Hilfe der Skizze und der Stetigkeitsbedingung des Potentials lassen sich folgende Randbe-
dingungen festlegen:

Φ (2ra) = U (1)

Φ (3ra) = U (2)

Φ (4ra) = 0 (3)

Damit kanna bestimmt werden zu:

Φ (2ra) = a (2ra − 2.5ra)
2 + αU (4)

= 0.25ar2a + αU = U (5)

⇒ a =
4 (1− α)U

r2a
(6)

Berechnung vond unde:

Φ (3ra) =
d

3ra
+ e = U (7)

Φ (4ra) =
d

4ra
+ e = 0 (8)

Subtraktion von (8) von (7) ergibt

d

(
1

3ra
− 1

4ra

)

= U (9)

1

12ra
d = U (10)

⇒ d = 12raU (11)
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Damit lässt siche mit (8) bestimmen.

e = − d

4ra
= −12raU

4ra
= −3U (12)

b) Aufgrund der Kugelsymmetrie ergibt sich~E = Er(r)~er. Außerdem gilt~E = −gradΦ. Zusam-
mengefasst ergibt sichEr(r) = −∂Φ

∂r
.

0 < r ≤ 2ra : Φ(r) = U ⇒ Er = 0 (13)

2ra < r ≤ 3ra : Φ(r) = a (r − 2.5ra)
2 + αU ⇒ Er = −2ra (r − 2.5ra)

=
8 (α− 1)U

r2a
(r − 2.5ra) (14)

3ra < r ≤ 4ra : Φ(r) =
d

r
+ e ⇒ Er = −

(

− d

r2

)

=
12raU

r2
(15)

4ra < r < ∞ : Φ(r) = 0 ⇒ Er = 0 (16)

c) Ansatzσ = Dn2 −Dn1 . An der Steller = 2ra gilt:

Dn1 = ε0En1 = 0 (17)

Daraus folgt

σ = Dn2 (18)

= ε0En2 = ε0
8 (α− 1)U

r2a
(2ra − 2.5ra) (19)

= −4ε0 (α− 1)U

ra
(20)

d) Ansatz: Keine Fl̈achenladungsdichte⇒ Dn2 = Dn1. An der Steller = 3ra gilt:

Dn1 = ε0En2 = ε0
8 (α− 1)U

r2a
(3ra − 2.5ra) =

4ε0 (α− 1)U

ra
(21)

und

Dn2 = εc
12raU

9r2a
. (22)

Daraus ergibt sich

εc =
4ε0 (α− 1)U

ra

9r2a
12raU

(23)

= 3 (α− 1) ε0 (24)

e) Für die Feldenergie gilt:We =
∫
wedv =

∫
1
2
~E ~Ddv =

∫
1
2
ε ~E2dv. In den Bereichen0 ≤

r ≤ 2ra undr > 4ra ist kein elektrisches Feld vorhanden, daher gibt es von diesen Bereichen
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keinen Anteil an der Feldenergie. Die Feldenergie für den Bereich2ra < r ≤ 3ra kann laut
Aufgabenstellung vernachlässigt werden. F̈ur den Bereich3ra < r ≤ 4ra gilt:

~E2 = E2
r =

d2

r4
(25)

We = 2πεc

4ra∫

r=3ra

d2

r4
r2dr = 2πεcd

2

4ra∫

r=3ra

1

r2
dr = 2πεcd

2

[

−1

r

]4ra

3ra

(26)

= 24πεcraU
2 (27)

Daraus folgt f̈urWe,ges:

We,ges = 24πεcraU
2 (28)
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Aufgabe 2 (16 Punkte)
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Abbildung 2: Rechteckiger Hohlleiter

Gegeben ist ein inz-Richtung vonz = −z0 bis z = z0 ausgedehnter Hohlkörper mit rechteckigem
Querschnitt. Das Potential auf den Wänden betr̈agt0. Für das PotentialΦ gilt also:

Φ(0, y, z) = Φ(a, y, z) = 0 | 0 ≤ y ≤ b

Φ(x, 0, z) = Φ(x, b, z) = 0 | 0 ≤ x ≤ a

In der Ebenez = z0 undz = −z0 sei das Potential̈uber dem Querschnitt vorgegeben:

Φ(x, y, z = z0) = Φ(x, y, z = −z0) = V (x, y) | 0 < x < a, 0 < y < b

Hinweis:Das Potential besitzt eine Abhängigkeit inz-Richtung.

a) Separieren Sie die Laplacegleichung∆Φ = 0 des PotentialsΦ(x, y, z) mit dem Produktansatz
Φ(x, y, z) = Φx(x) ·Φy(y) ·Φz(z) (mit Rechnung). Achten Sie dabei auf eine geschickte Wahl
des Vorzeichens der Konstanten±k2

x,±k2
y,±k2

z (mit Begr̈undung).

Hinweis:Beachten Sie die Symmetrieeigenschaften des Potenzials bezüglich derz-Achse. Be-
nutzen Sie einen Ansatz mit einere-Funktion f̈ur die z-Abḧangigkeit

b) Geben Sie die FunktionenΦx(x),Φy(y),Φz(z) inklusive aller freien Parameter an, die sich aus
der Wahl der Konstanten±k2

x,±k2
y,±k2

z ergeben.

c) Bestimmen Sie nach M̈oglichkeit alle freien Parameter des Lösungsansatzes der Differential-
gleichung anhand der gegebenen Randbedingungen. Für die Erf̈ullung einer beliebigen Rand-
bedingungV (x, y) bei z = z0 = −z0 ist ein Reihensansatz aus derÜberlagerung aller allge-
meinen L̈osungen notwendig. Geben Sie diesen Reihenansatz fürΦ(x, y, z) an.

Hinweis:k2
z = k2

x + k2
y

(Beachten Sie die Fortsetzung auf der folgenden Seite!)
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d) Es liegt nun folgendes PotentialΦ(x, y, z = z0) = Φ(x, y, z = −z0) vor:

Φ(x, y, z = z0) = Φ(x, y, z = −z0) = sin(
πx

a
) sin(

2πy

b
)

Berechnen Sie anhand dieses Potentials die noch nicht bestimmten Koeffizienten des zuvor in
Aufgabenteil c) ermittelten Reihenansatzes und geben Sie die Gesamtl̈osung vonΦ(x, y, z) an.

e) Berechnen Sie das elektrische Feld~E zwischen den Platten aus dem in Aufgabenteil d) be-
stimmten PotentialΦ(x, y, z) (nicht aus der Teill̈osungΦ(x, y, z = z0) = Φ(x, y, z = −z0)).
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Lösung 2 (16 Punkte)

a)

∆Φ(x, y, z) =
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2
= 0 (29)

Produktansatz:Φ(x, y, z) = Φx(x) · Φy(y) · Φz(z)

⇒ ∆Φ(x, y, z) = Φy(y)Φz(z)
∂2Φx(x)

∂x2
+ Φx(x)Φz(z)

∂2Φy(y)

∂y2
+ Φx(x)Φy(y)

∂2Φz(z)

∂z2
= 0

(30)

∆Φ(x, y, z) =
1

Φx(x)

∂2Φx(x)

∂x2

︸ ︷︷ ︸

konst

+
1

Φy(y)

∂2Φy(y)

∂y2
︸ ︷︷ ︸

konst

+
1

Φz(z)

∂2Φz(z)

∂z2
︸ ︷︷ ︸

konst

= 0 (31)

Die Konstanten±k2
x,±k2

y,±k2
z werden anhand der Randbedingungen gewählt. Damit das Po-

tential auf dem Rand Null wird werden die Konstanten für diex- undy-Abhängigkeit wie folgt
geẅahlt:

1

Φx(x)

∂2Φx(x)

∂x2
= −k2

x (32)

1

Φy(y)

∂2Φy(y)

∂y2
= −k2

y (33)

Der daraus resultierende Sinus-Term inΦx(x) undΦy(y) gen̈ugt der Randbedingung beix = 0
und y = 0. Damit auf derz-Achse ein symmetrisches Potential entsteht wird ein Ansatz mit
einere-Funktion ben̈otigt. Die Konstantekz wird daher geẅahlt zu:

1

Φz(z)

∂2Φz(z)

∂z2
= +k2

z (34)

b) Daraus folgen die allgemeinen Gleichungen fürΦx(x),Φy(y),Φz(z):

Φx(x) = ax cos(kxx) + bx sin(kxx) (35)

Φy(y) = ay cos(kyy) + by sin(kyy) (36)

Φz(z) = aze
kzz + bze

−kzz (37)

c) Damit die Randbedingungen beix = 0 undy = 0 erfüllt sind mussax = 0 unday = 0 gelten.
Ein symmetrisches Potential ergibt sich für az = bz.
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Φ(x, y, z) = bx sin(kxx) · bx sin(kyy) · az(ekzz + e−kzz) (38)

= B · sin(kxx) · sin(kyy) · (ekzz + e−kzz) (39)

AusΦ(a, y, z) = Φ(x, b, z) = 0 folgt für kx undky:

kx =
nπ

a
|n = 1, 2, 3, ... (40)

ky =
mπ

b
|m = 1, 2, 3, ... (41)

Ausk2
z = k2

x + k2
y folgt:

kz =

√

(
nπ

a
)2 + (

mπ

b
)2 (42)

eingesetzt ergibt dies:

Φ(x, y, z) = B · sin(nπ
a
x) · sin(mπ

b
y) · (e

√
(nπ

a
)2+(mπ

b
)2z + e−

√
(nπ

a
)2+(mπ

b
)2z) (43)

Der allgemeine Reihenansatz lautet damit:

Φ(x, y, z) =
∞∑

n,m=1

Bn,m · sin(nπ
a
x) · sin(mπ

b
y) · (e

√
(nπ

a
)2+(mπ

b
)2z + e−

√
(nπ

a
)2+(mπ

b
)2z)

(44)

d) Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

n = 1 (45)

m = 2 (46)

Daraus folgt:

Φ(x, y, z = z0 = −z0) = B1,2 · sin(
π

a
x) · sin(2π

b
y) · (e

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z0 + e−

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z0)

(47)

Damit die Vorgabe aus Aufgabenteil d) erfüllt ist mussB1,2 zu

B1,2 =
1

e
√

(π
a
)2+( 2π

b
)2z0 + e−

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z0

, Bn,m sonst= 0; (48)

geẅahlt werden
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e) Das~E-Feld berechnet sich mit~E = −grad(Φ) zu:

~E = B1,2







−π
a
cos(πx

a
) sin(2πy

b
)(e

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z + e−

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z)

−2π
b
sin(πx

a
) cos(2πy

b
)(e

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z + e−

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z)

−
√

(π
a
)2 + (2π

b
)2 sin(πx

a
) sin(2πy

b
)(e

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z − e−

√
(π
a
)2+( 2π

b
)2z)






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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Eine lange Spule mit L̈angel hatn Windungen und einen kreisförmigen Querschnitt mit Durchmesser
da. Sie ist an eine Stromquelle angeschlossen, die den sinusförmigen WechselstromIa = I0 sin(ω0t)
liefert.

Es gilt die Annahme, dass Felder innerhalb von Spulen homogen sind. Inhomogene Felder außerhalb
von Spulen sind zu vernachlässigen.

l

Ia

Ua

da

n

Abbildung 3: L̈angsansicht der langen Spule

a) Skizzieren Sie den Verlauf der magnetischen Feldlinien innerhalb der Spule in Abb. 3. Kenn-
zeichnen Sie die Richtung.

Berechnen Sie die magnetische Feldstärke ~Ha innerhalb der Spule.

b) Berechnen Sie den selbstinduzierten magnetischen FlussΦaa der Spule. (Es istnicht derver-
kettete magnetische Fluss gesucht.)

Berechnen Sie den SelbstinduktionskoeffizientenLaa.

Berechnen Sie die EnergieW1, die im magnetischen Feld gespeichert ist.

Hinweis: Als Lösungen gesucht sind zeitabhängige Ausdr̈ucke, die nurI0, ω0 sowie Parameter
der Spule und Naturkonstanten enthalten.

BeachtenSiedieFortsetzungaufderfolgendenSeite!



Felder und Wellen 11/20 Klausur H12

Jetzt wird die Spule aus Abb. 3 in eine größere Spule mit kreisförmigem Querschnitt einge-
bracht. Diesëaußere Spule besitzt ebenfalls die Längel und Windungszahln, allerdings einen
mindestens genauso großen Durchmesserdb ≥ da. Die gesamte Anordnung ist in der Quer-
schnittszeichnung Abb. 4 dargestellt.

l

Ia

Ua

da

n

Ib

Ub

db

n

Abbildung 4: Anordnung der inneren undäußeren Spule

c) Berechnen Sie die InduktionskoeffizientenLab, Lba undLbb.

d) Die Kontakte der̈außeren Spule werden nun kurzgeschlossen (Ub = 0). In die innere Spule
wird unver̈andert der StromIa = I0 sin(ω0t) einpr̈agt.

Berechnen Sie den StromIb in der äußeren Spule. Dabei sind ohmsche Widerstände zu ver-
nachl̈assigen (Ra = Rb = 0). Nehmen Sie an, dass der StromIb keinen Gleichanteil besitzt.

Hinweise:

• Dies stellt einen verlustlosen Transformator dar, an dessen Primärseite die Stromquelle
angeschlossen und dessen Sekundärseite kurzgeschlossen ist.

• Hinweis: Die magnetischen Flüsse in den Spulen̈uberlagern sich (Superpositionsprinzip).
Es gilt

Φa = Φaa + Φba

= Laa

n
Ia + Lba

n
Ib

Φb = Φab + Φbb

= Lab

n
Ia + Lbb

n
Ib.

e) Berechnen Sie die magnetische Feldenergie der Anordnung der zwei Spulen (f̈ur beliebige
Durchmesserdb ≥ da).

Betrachten Sie dann den Spezialfall, dass beide Spulen den gleichen Durchmesser haben (da =
db). Wie groß ist jetzt die Feldenergie? Erklären Sie diese Tatsache anschaulich in Worten.



Felder und Wellen 12/20 Klausur H12

Lösung 3 (16 Punkte)

a) In der Spule liegt aufgrund der Symmetrie lediglich ein Magnetfeld inz-Richtung vor. Das
Magnetfeld innerhalb einer langen Spule ist homogen, d.h. die Feldsẗarke ist konstant. Mit dem
Durchflutungsgesetz

∮
~H d~s = I ergibt sich dann

Hal = nIa

~Ha =
nIa

l
~ez =

nI0 sin(ω0t)

l
~ez.

H

l

Ia

Ua

da

n

Abbildung 5: Magnetische Feldlinien innerhalb der Spule

b) Die durchflossene Fläche der Spule istπ d2a
4

. Der selbstinduzierte magnetische Fluss ist

Φaa = µ0 Ha π
d2a
4

= µ0
nIa

l
π
d2a
4

= µ0
nI0 sin(ω0t)

l
π
d2a
4
.

Verwendung vonL(a) = NΦ(a)

I
aus Formelsammlung ergibt

Laa =
nΦaa

Ia
= µ0

n2

l
π
d2a
4
.

Die magnetische Feldenergie ist gemäß Formelsammlung

W1 =
1

2
Laa I

2
a

=
1

2

µ0

l
n2 π

d2a
4
I20 sin(ω0t).
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c) Die Selbstinduktiviẗat deräußeren Spule wird analog zur inneren Spule berechnet:

Lbb =
nΦbb

Ib
= µ0

n2

l
π
d2b
4

Bei der Berechnung der Gegeninduktivitäten muss der Querschnitt derinneren SpuleAa = π
d2a
4

ber̈ucksichtigt werden:

Φab = µ0HaAa = µ0
nIa

l
π
d2a
4

⇒Lab =
nΦab

Ia
= µ0

n2

l
π
d2a
4

und

Φba = µ0HbAa = µ0
nIb

l
π
d2a
4

⇒Lba =
nΦba

Ib
= µ0

n2

l
π
d2a
4

= Lab.

d) Ableiten der Gleichungen für Φa und Φb nach der Zeit, Anwenden von FormelUind,ik =

−Nk
dΦm,ik

dt
aus der Formelsammlung und Division durch die Windungszahlen führt zu

Ua = −Laaİa − Labİb

Ub = −Labİa − Lbbİb = 0.

Die Ergebnisse von Aufgabenteil c) werden so umgeschrieben, dass alle Induktionskoeffizien-
ten mit Hilfe vonLaa ausgedr̈uckt werden:

• Laa = Lba = Lab = µ0
n2

l
π

d2a
4

• Lbb =
d2
b

d2a
Laa.

(Dies ist f̈ur die gegebene Anordnung so möglich, weil die Spulen die gleiche Windungszahln

haben.)

Die Gleichung f̈urUb wird umgeformt zuİb = −Laa

Lbb
İa = −d2a

d2
b

İa.

Aus dem gegebenenIa folgt durch Ableitenİa = I0ω0 cos(ω0t).

Eingesetzt folgt insgesamtİb = −d2a
d2
b

I0ω0 cos(ω0t). Integration liefert den gesuchten Strom

Ib = −d2a
d2b

I0 sin(ω0t) + 0.

Die Integrationskonstante ist0, daIb keinen Gleichanteil besitzt (siehe Aufgabentext).
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e) Gem̈aß Formelsammlung ist die Energie des Magnetfelds der zwei Spulen

W2 =
1

2
LaaI

2
a + LabIaIb +

1

2
LbbI

2
b

c)
=

1

2
LaaI

2
a + LaaIaIb +

1

2

d2b
d2a

LaaI
2
b

= LaaI
2
0 sin

2(ω0t)

[

1

2
− d2a

d2b
+

1

2

d2b
d2a

(

−d2a
d2b

)2
]

= LaaI
2
0 sin

2(ω0t)
d2b − d2a
2d2b

=
1

2

µ0n
2

l
I20 sin

2(ω0t)
d2a
d2b

(
d2b − d2a

)
.

Für den Spezialfallda = db wird W2 = 0, d.h. es ist keine Energie mehr im Magnetfeld
gespeichert.

Dies kommt daher, dass beide Spulen den genau gleichen Raum umschließen. Jede infinitesi-
mal kleineÄnderung des StromsIa und ein dadurch entstehendes Magnetfeld ruft durch die
induktive Kopplung sofort einen entgegengesetzten StromIb hervor, dessen Magnetfeld das
erste Magnetfeld im gesamten Raum vollständig ausl̈oscht. Dadurch ist die resultierende ma-
gnetische Feldenergie gleich0.
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben sei ein rechteckiger Hohlleiter mit den Kantenlängena undb. Die Hohlleiterẅande werden
als ideal leitend angenommen.

Hinweis:

Hx = − 1

ω2 µ ε− k2
z

(

jkz
∂Hz

∂x
− jωε

∂Ez

∂y

)

Hy = − 1

ω2 µ ε− k2
z

(

jkz
∂Hz

∂y
+ jωε

∂Ez

∂x

)

Ex = − 1

ω2 µ ε− k2
z

(

jkz
∂Ez

∂x
+ jωµ

∂Hz

∂y

)

Ey = − 1

ω2 µ ε− k2
z

(

jkz
∂Ez

∂y
− jωµ

∂Hz

∂x

)

a) Welcher Wellentyp (TE- oder TM-Welle) gehört zum gegebenen Feldlinienbild? Begründen
Sie.

Betrachten Sie ab jetzt den Fall einer sich in z-Richtung des Hohlleiters ausbreitendenTEmn-Welle.

b) Welche der FunktionenHz = H0 cos(mπ
a

x) cos(nπ
b
y) ej(ωt−kzz) oder

Hz = H0 sin(mπ
a

x) sin(nπ
b
y) ej(ωt−kzz) erfüllt die Grenzfl̈achenbedingungen für das E-Feld?

Begr̈unden Sie Ihre Antwort rechnerisch.

c) Leiten Sie die Wellenzahlkz aus der Wellengleichung der tangentialen Feldkomponente her.

d) Berechnen Sie die notwendige Breite des Hohlleiters in Abhängigkeit von der Wellenlängeλ,
sodass sich nur Wellen desTE01-Modes ausbreiten k̈onnen.
Hinweis:k2

z =
ω2

c2
−
(
mπ
a

)2 −
(
nπ
b

)2

e) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit in Abhängigkeit der geometrischen Abmessungen und der
Frequenz, mit der die Welle aus Aufgabe d) Energie im Hohlleiter übertr̈agt. Begr̈unden Sie Ihr
Vorgehen.
Hinweis: Gruppengeschwindigkeitvgr,mn = ∂ω

∂kzmn
und Phasengeschwindigkeitcmn = ω

kzmn
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Lösung 4 (16 Punkte)

a) Das H- Feld kann so wie es eingezeichnet ist nicht in z-Richtung weisen. Daraus folgtHz = 0.
Damit ist die Bedingung f̈ur eine TM-Welle erf̈ullt.

b) Durch die unteren beiden Gleichungen des Hinweises können Bedingungen für ∂Hz

∂x
und ∂Hz

∂y

gefunden werden. Die KomponenteEz ist immer Null, da es sich um TE-Wellen handelt.

∂Hz(0, y, z)

∂x
=

∂Hz(a, y, z)

∂x
= 0

∂Hz(x, 0, z)

∂y
=

∂Hz(x, b, z)

∂y
= 0

Die vorgegebene Funktion wird für Hz nachx bzw. y abgeleitet und mit der Grenzflächenbe-
dingung verglichen.

Hz = H0 sin(
mπ

a
x) sin(

nπ

b
y) ej(ωt−kzz)

∂Hz

∂x
= H0

mπ

a
cos(

mπ

a
x) sin(

nπ

b
y) ej(ωt−kzz)

∂Hz(0, y, z)

∂x
= H0

mπ

a
sin(

nπ

b
y) ej(ωt−kzz) 6= 0

Diese Funktion erf̈ullt die Grenzfl̈achenbedingung für das E-Feld nicht. Die zweite Funktion
wird ebenfalls auf̈Ubereinstimmung mit der Grenzflächenbedingung̈uberpr̈uft.

Hz = H0 cos(
mπ

a
x) cos(

nπ

b
y) ej(ωt−kzz)

∂Hz

∂x
= −H0

mπ

a
sin(

mπ

a
x) cos(

nπ

b
y) ej(ωt−kzz)

∂Hz(0, y, z)

∂x
= −H0

mπ

a
sin(

mπ

a
0)

︸ ︷︷ ︸

=0

cos(
nπ

b
y) ej(ωt−kzz) = 0

∂Hz(a, y, z)

∂x
= −H0

mπ

a
sin(

mπ

a
a)

︸ ︷︷ ︸

=0

cos(
nπ

b
y) ej(ωt−kzz) = 0

Die zweite Funktion erf̈ullt die Bedingung∂Hz(0,y,z)
∂x

= ∂Hz(a,y,z)
∂x

= 0. Die Bedingung∂Hz(x,0,z)
∂y

=
∂Hz(x,b,z)

∂y
= 0 kann analog durch Ableiten vonHz nachy überpr̈uft werden.

c) Die Wellengleichung wird f̈ur dieHz-Komponente aufgestellt.

∆Hz − ε µ
∂2Hz

∂t2
= 0

Durch Einsetzen vonHz und Auflösen kannkz allgemein bestimmt werden.

−
(mπ

a

)2

−
(nπ

b

)2

− k2
z + ε µw2 = 0

kz =

√

ε µω2 −
(mπ

a

)2

−
(nπ

b

)2
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e) Für kz = 0:

0 =
ω2

c2
−

(mπ

a

)2

−
(nπ

b

)2

Für eine TE01-Welle gilt: m= 0 und n= 1.

b =
λ

2

d) Die Energie wird im Hohlleiter mitvg übertragen:

vg01 =
∂ω

∂k
=

1
∂k
∂ω

=
c20k

ω
=

1

µεω

√

ω2µε−
(π

b

)2
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Eine ebene Pulswelle breitet sich in einem nichtleitenden,ladungsfreien Material aus. Gegeben ist ihr
elektrisches Feld:

~E = E0f(ωt− kz)~ex

mit

f(a) =

{

cos2(a) −π
2
≤ a < π

2

0 sonst

Die Funktionf hat folgende Form:

f

a

a) Skizzieren Sie die x-Komponente des elektrischen Feldeszu den Zeitpunktent0 = 0 undt1 mit
t1 > 0 in einem gemeinsamen Schaubildüber der z-Achse. Es gilt:ω > 0 undk > 0.

b) Zeigen Sie, dass das~E-Feld die Wellengleichung

∂2 ~E

∂ z2
= ε µ

∂2 ~E

∂ t2

erfüllt, und berechnen Siek als Funktion vonω.

c) Berechnen Sie mit Hilfe der MaxwellgleichungenH0 als Funktion vonE0 und besẗatigen
Sie, dass alle Maxwellgleichungen erfüllt sind.

d) Berechnen Sie den Poynting - Vektor~S = ~E × ~H.
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Lösung 5 (16 Punkte)

a) Die Welle bewegt sich entlang der positiven z-Richtung unddas E-Feld hat nur positive Werte:

Ex

t = 0 t > 0

z

b) Unter Ber̈ucksichtigung der Ketten- und Produktregel ergibt sich

∂ ~E

∂z
= E0 ~ex

{

−2cos(ωt− kz)sin(ωt− kz)(−k) −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

∂2 ~E

∂z2
= −2E0 ~exk

2

{

cos2(ωt− kz)− sin2(ωt− kz) −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

und ebenso

∂ ~E

∂t
= E0 ~ex

{

−2cos(ωt− kz)sin(ωt− kz)ω −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

∂2 ~E

∂t2
= −2E0 ~exω

2

{

cos2(ωt− kz)− sin2(ωt− kz) −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

Einsetzen in die Wellengleichung

∂2 ~E

∂ z2
= ε µ

∂2 ~E

∂ t2

ergibt

k2 = ω2µε

k = ω
√
µε

c) H0 wird anhand der Maxwellgleichung rot~E = −Ḃ ermittelt.

rot~E = ~eyE0

{

−2cos(ωt− kz)sin(ωt− kz)(−k) −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst
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Mit dem Ansatz~H = H0f(ωt− kz)~ey folgt

Ḃ = µḢ = µH0

{

−2cos(ωt− kz)sin(ωt− kz)ω −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

Einsetzen in die Maxwellgleichung liefert

H0 = E0
k

µω
= E0

√
ε

µ

Damit gilt:

rot~H = −~ex
∂Hy

∂z

= −~exH0

{

−2cos(ωt− kz)sin(ωt− kz)(−k) −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

= ~̇D

= εE0 ~ex

{

−2cos(ωt− kz)sin(ωt− kz)ω −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst

Diese Gleichung ist mitH0 undk von oben erf̈ullt.

Die weiteren Maxwellgleichungen sind wegenρ = 0 und~j = 0 erfüllt:

div ~D = ε
∂Ex

∂x
= 0

div ~B = µ
∂Hy

∂y
= 0

d) Es gilt ~S = ~E × ~H

~S = ~ezE
2
0

√
ε

µ

{

cos4(ωt− kz) −π
2
≤ ωt− kz < π

2

0 sonst
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