Felder und Wellen 1/19 Klausur H15

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Gegeben ist folgende im Koordinatenursprung zentriettgelsymmetrische Anordnung mit der Ge-
samtladund),.. Es gelteliberall im Raunt = .

rb rc
S0 =777 — P — 9299
< o :
Q) o<r<r 0= k=0 FEF=a%e¢ o =
— 2_ .2 =
@) re<r<mr: 0=777 k=0 E:%(Q—?):g_:Q)er O =777
a b
<r<pr.: 0=77 k= — 779 — 299
B) m<r<r.: 0=77 k=00 FE=771 O =771
= 2
4) re<r<oco: p=0 k=0 :—%:—Za o =777

a) Bestimmen Sie die Konstaniein (1) so, dass bei = r, keine Fchenladungsdichte existiert.

b) Berechnen Sie die unbekannteroGen in den Bereichen (2), (3) und (4).
Hinweis Es gilt ®(c0) = 0.

c) Die Raumladungsdichte im Bereich (2) soll nun so gedert werden, dass der innere Ra-
dius der Kugel in diesem Bereich nur als kubischer Term in dektresche Feld eingeht,
d.h. E(r) ~ r3. Die Abhangigkeit des elektrischen Feldes vom Radilst von dieser Ein-
schiénkung nicht betroffen. Bestimmen Sig-).

Hinweis Verwenden Sie den Ansatér) = k- > (8.7)", B, € {0, 1}.
nel

Die geladene Anordnung aus a) wird nun entlangidéchse um+a nach rechts verschoben. Eine
entgegengesetzt geladene Anordnung wird symmetrischlaazin platziert.

T z
= QgeS + Q ges

a
_|_/ y
ﬁ_l 2
X a

d) Berechnen Sie das elektrische Potential auf der gesajyiehse. Skizzieren Sie das Ergebnis
als Funktion vory/a.

Hinweis Alle Aufgabenteile Knnen unabingig voneinander gé$t werden.
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Losung 1 (16 Punkte)

a) Grenzfachen: 0 =D, — D, = D,s— D,

Materialgleichung: D=c-E=¢y-E = D, =y B,

Ansatz: keine Fchenladung an der Grereathe beir = r,,.

o(r=rq) = Dyo)(r=rs)— Dyay(r=ra)

2 _ .2
0 = Q0<2—3T“ T“)—ago

2 _ 2
rs Ty

>a = 2

b) Raumladungsdichte unig-Feld:

Te <7 <7y
Satz von Gauss (differentielle Form):

o=dvD = %-—(rQ-DT)

Ty <1 <7

idealer Leiter f = c0): = E=0 0=20

Elektrisches Potential:

Skalarpotential (Elektrostatik): ®.,(7) — & (7) = — [ Ed3

1

Kugelsymmetrie: E = E,(r)-&, = d§=¢,-dr

Te <T <00 :

026y - [ (55)
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TbSTSTC:
O(r) — d(r.) = —/O dr
C Qorg
= do(r) = O(r.) = —
1) = o) 20
<r<mn
’ 2 .2
0o T —T /
O(r) — d(rpy) = —/—(2—3a )dr
€ r2 —r?
rp
TQT/ 17,/3 r
= —@[27”—5’)“2 3 }
€ ra =Ty 7
b
rir — Lp3 r2r, — 3
= O(r) = —@(27"—3“2 3 2y 4 3 32b) @7
€ r2 —r; r2 —r; €T,
(rp)

c) Fur die Raumladungsdichte in Bereich (1) gilt:

- .= ceq - 289
¢ r2 Or (7“ <0 €0

= o(r) = 4%

DasE-Feld in Bereich (2) wird mitp D df: | odv (Satz von Gauss) berechnet:

r 2T

2w
//50ET-7’QSin(19)d19dgo = /// " sin() do) dep dr’
0 0

47T7’2.50ET = 47T'/4—/'7’/2d7’ +47T~/g(7‘/)-7’/2d7“/
r

0 Ta

= 47 - 2Q0T+/ Zﬁnr"

neZ

Damit dasE-Feld vonr, rein kubisch ablaingt, muss der quadratische Terfnim konstanten
Faktor A kompensiert werden. Déaber hinaus muss ein kubischer Termaergt werden. Daraus
folgens, = 0Vn ¢ {—1,0} undo(r) = k- (£ +1).

[
r?-eoE, = A—i—/k-(—/+1)-r’2dr'
r

_ L ) 1/3T_ kz_z k3_3
— A—|—k{2r +3r —A+2(r ra)+3(r )

Ta
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d)

Koeffizientenvergleich liefertifr A =0
k
200 = 5 = k=40,

Damit folgt die gesuchte Raumladungsdichte zu

= o(r) = 4oo- (% +1)

Das E-Feld auRerhalb einer kugelsymmetrischen Ladungsventgiist gleich dem Punktla-
dungsfeld der im Kugelmittelpunkt zentrierten Gesamtiagi).
Das Potential berechnet sich in kartesischen Koordinaten z

1
dre r|,._ [t a?
Auf dery-Achse gilt(z, y, z) — (0,,0):
Q 1
®(0,9,0) = —— . =

Die Ladungsverteilung der einzelnen Anordnungeramdert sich durch die Anwesenheit wei-
terer Ladungen nicht. Deshalb ergibt sich das gesuchten@pstential durch Superposition
der entsprechend ura verschobenen Einzelpotentiale:

Ql 1 QQ 1
o es 07 70 = . :
ges(0,9,0) dme |y — af N Ae |y + al

o Qyes < 1 1 )
 A4ge ly—al |y+a

Dieser Ausdruck kann wie folgt umgeschrieben werden:

Qges 1 1
q)es 07 70 = : -
080 = dree \lgja—11 " lpfa+1

Die gesuchte graphische Darstellung des Potentials alstianvony/a ist nachfolgend dar-
gestellt.

)]
o
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

R = &

Die Elektroden des Zylinderkondensatorsafige L) beik = R, und R = R, bestehen aus ideal
leitfahigem Material und sind durch die angelegte Spanungt — und+Q geladen. Das Poten-
tial der inneren Platte wird z&(R,) = 0 angenommen. Zwischen den Elektroden befindet sich ein
leitfahiges Material mit der winkelalngigen Leitahigkeit

H(6) = ko - sin (%5)

und der Dielektrizi&t vone,. Es Bsst sich zeigen, dass bei dieser Anordnung im BerBjck R <
Ry, keine Raumladungen = 0 auftreten und dass die StromkomponesiteR, ¢) fur alle R und ¢
verschwindet. Verwenden Sie diese Angaben zursen der folgenden Aufgaben.

a) Berechnen Sie die elektrische Fefake E in Abhangigkeit vonk und Q zwischen den Elek-
troden.

b) Skizzieren Sie qualitativ das elektrische Feld im garizaom.

c) Berechnen Sie das elektrische Potenbigk) zwischen den Kondensatorplatten.
d) Bestimmen Sie die angelegte Spannthim Abhangigkeit der Ladung).

e) Berechnen Sie den Strahder durch das leifhige Kondensatormaterial flief3t.

f) Bestimmen Sie die komplexe Impedafzales verlustbehafteten Kondensators. Verwenden Sie
dafur:

QQHO
€0

_Q
2L€0

I =
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Losung 2 (16 Punkte)

a) Ansatz:[ DdA = —Q

Die Ladungsverteilung auf den Leiterobadhen ist unakimgig von¢, da die Leiterober-
flachen ideal leitihig sind. Weiterhin existieren keine Raumladungen zwisafen Platten,
weshalbD = Dr(R)éR gilt.

2

/L/DR(R)-R-dgzbdz: —Q

0

Dr(R)-R-2rxL = —Q

Dr(R) = _273/}%
_ Q
Er(R) 27 LRe
b) Skizze:
E
i 1
] R
i Ra | Rb | R
c) Ansatz:

=0
[ Q

O(R) —

(R) /QWLREOdR
Ra

d)
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e) Ansatz:/z(R, ¢) = k(¢) - Ex(R)undl = [ JdA

o Q
27TLR€0

Jr(R, ) = —Kg - sin (%)

 Qko (¢
= T ore, ~/sm (§> - do
0
27
g2 [am(3)
27meg 2 $=0

2Qk0
TEQ

f) Widerstand:R = -, da Strompfeil in negativ&-Richtung zeigt.

rR= 9 . «
2L€Q 2@/60

1

_4L/ﬁlo

Kapazitit: C' = £

2L€0
C=qQ-
Q@
= 2L€0
ImpedanzZ = m
B 1
2Lk + Jw - 2Leg
1 1

:ﬁ.HO—FjWEO
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben seien zwébereinander liegende Spulen mit jewelswicklungen und dem Radius die
um die z-Achse zentriert sind. Die obere der beiden Spulérzurar-y-Ebene den Abstand, die
untere Spule den Abstarzd zur z-y-Ebene. Beide Spulen werden von dem Gleichstfatarchflos-
sen.

v Z
| <
I d
X/ y
2d
| <
I

a) Berechnen Sie zéchst nur das FeIB721, das die obere der beiden Spulen auf décchse er-
zeugt. Verwenden Sie hierzu kartesische Koordinaten uigeéz&ie rechnerisch, dass lediglich
ein B-Feld in Richtung det-Achse vorhanden ist.

Falls Sie Aufgabenteil a) nichbsen konnten, rechnen Sie im Folgenden mit

- al

Bi(z) = (- d)2)3/2€z a,f eRT

weiter.

b) Geben Sie nun das Gesamtfeld auf dérchse an, das vobeiden Spulen erzeugt wird.
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Es befinde sich nun eine kreismige Leiterschleife mit dem Radiuszwischen den beiden
Spulen. Diese liegt in der-y-Ebene, um die-Achse zentriert. Durch den deutlich kleineren
Radius der Leiterschleifer(< c¢), kann von einem homogenen Magnetfeld im Bereich der
Leiterschleife ausgegangen werden.

Zum Zeitpunktt, = 0 wird das Spulenpaar mit der Geschwindigkeit v, - (1 —cos(t)) nach
oben bewegt, bis die Leiterschleife symmetrisch zwiscleddn Spulen liegt. \Bhrenddessen
ruht die Leiterschleife in det-y-Ebene.

4

c) Wie mussv, gewahlt werden, damit die Leiterschleife zum Zeitpurkt= 2 symmetrisch
zwischen beiden Spulen liegt?

Verwenden Sie im Folgenden die Werte f; undv, aus Aufgabenteil c).

d) Berechnen Sie den magnetischen Fiagg durch die Leiterschleifelfr ¢ > 0.

e) Berechnen Sie die in der Leiterschleife induzierte Spagbiy,;(t) fur¢ > 0.
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Losung 3 (16 Punkte)

a) Gesetz von Biot-Savatriif Linienleiter:
B(rfy="— | ——————=
() 4 / |7 — |3
Unter Verwendung von kartesischen Koordinaten ergibt sich
7 = c-cos(p)e, + ¢ sin(p)é, + de,
T = z€,

ds' = e,edp = c - (—sin(p)é, + cos(p)e,) dp

und somit
F—7 = —c-cos(p)é, — c-sin(p)é, + (z — d)é,
c(z — d) cos(yp)
ds' x (F—7)= | c(z —d)sin(p) | dp
2

on c(z — d)sin(yp)

- _ upNI c?
B = 5 e

47
0
0
0
NI 27mc?
4w (24 (2 —d)?)3?

Die IntegralefOQ’r sin wdp und fOQ’T cos pdy sind Null. Somit wurde gezeigt, dass das B-Feld auf
derz-Achse lediglich eine Komponenze tARichtung besitzt.

b) Das Feld der unteren Spule ist durch Einsetzen-vih anstatid gegeben:

pucENT .

1
Baz) =3 (@ + (2 +2d)2)32"
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Somit ergibt sichifir das Gesamtfeld

2
= ueeNT 1 1 S
B = :
ges(2) 2 ((02 + (2 — d)?)3/2 * (2 + (24 2d)%)3/2 “

c) Damit die Leiterschleife symmetrisch zwischen beideul&pliegt, nuissen diese um die Stre-
ckes(t,) = d/2 bewegt werden. Durch Integration der Geschwindigkeitiergjch

t1

s(ty) = /Uo(l — cos(nt"))dt’
sin(mty )

)

:U0(1— pn

= 2'1}0.

Somit istug = d/4.
d) Formel fir den magnetischen Fluss

®(t) ://BM.

A
Die Flache der Leiterschleife bémt A = 712, Dies ist wahrend der ganzen Zeit auch der Anteil
der FRche, welcher normal zurAchse ist.

Wahrend der Bewegung der Spulen ist die Position der oberde 8prchd, = d + fg v(t)dt’

und die der unteren Spule dur@h = —2d + fgv(t’)dt’ gegeben. Da die Leiterschleife ruht,
giltimmer z = 0. Losen des Integrals

t

in(7t
/vg(l — cos(mt"))dt' = g - (t _ sin(x )>
s
0
Eingesetzt ergibt dies den magnetischen Fluss
uNIcnr? 1 1
: s + . y Jalls0 <t <ty
B(t) = ’ ((cz+(d+m.(t_sm<;w))2 Y (e (2dmv (1= 22m))) )
NISGmr? | —A—— Jfallst > ¢
s (c2+<%d)2)3/2 =
e) Die induzierte Spannurig,,,(t) ergibt sich durctU;,;(t) = —dq;—ff” zu
v, _ sin(rt) 2d—v (tf sin(‘/rt))
3uNITrvg - (1 — cos(mt () — 2 T Jallso <t <t
Uind(t) = oM 0 ( ( )) (c2+(d+v0~<t—w))2)5/2 (02+(%d)2)5/2 ST
0 Jfallst >ty

Bei Verwendung vony, undt; aus Aufgabenteil c) isb(¢) stetig differenzierbar.
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben sei ein Wellenleiter bestehend aus zwei leitendée®, die iny- undz-Richtung unendlich
ausgedehnt sind. Hierbei sind die Platten im Abstapdrallel zueinander gelegen und von Vakuum
umgeben.

y

Zwischen den Platten breitet sich eine TM-Welle:tRichtung aus. Allgemein kaniiif Ausbreitung
von gefihrten Wellen inz-Richtung fir die Feldkomponenten folgender Ansatz gemacht werden:

e (2
wrpe — k2 Ox Jy
o= gz (1 <)

a) Durch welche Feldkomponenten ist eine TM-WelleiRichtung allgemein definiert?
b) Geben Sie die Randbedingungén £, an. Begiinden Sie ihre Antwort.

c) Berechnen Sie das-Feld undH-Feld der TM-Welle durch Separation der Variablen.
d) Berechnen Sie die Cut-Off Frequeriz tlen ersten Mode einer TM-Welle.

e) Wie grol3 muss der Plattenabstargewahlt werden, damit sich bei einer Frequenz von 5,0GHz
nur der erste Mode ausbreitet? (Hinweise: Der Wellenlgtaeron Vakuum umgeben, rechnen
Sie daher mij, = ¢, = 1)
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Losung 4 (16 Punkte)

a) Eine transversal-magnetische Welle mit Ausbreitugsitng > setzt sich allgemein aus fol-
genden Komponenten zusamméh., H,,, £, E,, E..

b) Die Tangentialkomponente désFeldes wird aufgrund der Stetigkeitsbedingung am Wellen-
leiter zu Null. Daher qiltéir £,(x = 0) = E,(z = a) = 0.

c) Die allgemeine Wellengleichung im Vakuum ist definiertatu

0’FE
o

AE

Aufgrund der unendlichen AusdehnunggrRichtung kann die allgemeine Wellengleichung
wie folgt vereinfacht werden:

PE  0’E O°E

= 2eE =0
972 + 0 +822 + w e
~——
=0
O’E., O°FE,
+ +wiueE, =0

= Ox? 022

Losen der DLG mittels Separationsansatz:

E(w,2,t) = U(x) - W(z,t)| Wiz, t) = el@F2)

OPE.(x,z,t)

022 - —k’sz(vaat)

Einsetzen in Wellengleichung ergibt:

O*U ()W (z,1)

+ (Wpe — kAU ()W (z,t) = 0

Ox?
1 90?U(x) ) N
U(x) 022 + (wpue — k) =0

1 *U(x)

*ne =k2+ k2, da =
= wue e TR, Ulz) 022 -

Unter Beachtung der Randbedinguiig(z = 0) = 0, E,(z = a) = 0 aus Aufgabe b) und mit
U(z) = Asin(k,x) + B cos(k,x) folgt:

E. = Asin (Tx) eJWt=k2) =123, .

a
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Mittels £, werden nun die transversalen Komponenten der Felder bestech

—jk, 0E,  —jk. ot —Jjk. (it
E, = J S Acos(kyx)el@ik=2) — IR A cos (nlx> el Wi=k=2)

kg 0;1: B kx nm a
jwe OE,  jwe . Jjwea nm .
H = = A - J(wt—kzz) — A (_ ) j(wt—k-z)
y K2 O i cos(k,x)e - cos " x)e ,
E, =0,
H, =0.

d) Zur Berechnung der Cut-Off Frequenz des ersten Modes muaslzstk, ermittelt werden:

wlue = k2 + k?
k, = \/w?ne — k2 = \/uﬂ,ue — <E>

a
9 <nﬁ)2
= wue = —
a

2

1 nm 1
(JJC:—— n =
V HE a
1 x
We = ———
v HE a

e) Mittels der der Cut-Off Frequenz. kann der Plattenabstarndmit gegebener Frequernz =
5,0GHz berechnet werden.

1 =«
We = —
v/ Ho€o @
1 s 1
a= — = 5,0GHz ~ 3,0 108m/s
V/HoEo 27 f d v Ho€o

a = 3cm
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Vakuum (0) Dielektrikum (1) Diinnes Plasma (2)
€, ko €1,k &, ko
Hinlaufende Welle Erste transmittierte Welle Zweite transmittierte Welle
So > 51 S5
Ey | E; E,
x —
Hy
z
y Erste reflektierte Welle Zweite reflektierte Welle
S0 7 Sn ~
ErO Erl

Eine ebene Welle breitet sich im Vakuum in positiveRichtung aus, wo: = 0 gilt. Bei z = 0
trifft sie auf das erste, dielektrische Medium mit ¢,. Bei z = trifft sie auf das zweite Medium
(ionisiertes Gas bzw.ihnes Plasma). Hier gil, = 1 — “% mit w. = const. Ein Teil der Welle
wird an jeder Grenzéiche reflektiert, deiibrige Teil dringt in das jeweilige Medium ein. In diesem
Zusammenhang sind Vielfach-Reflexionen zu verrigsigen. Er die im Vakuum hinlaufende Welle

gilt:
EQ = Eoej(Wt_koz)gy, ]‘70 = Hoej(Wt_koz)gx. (l)

a) Berechnen Sie die Wellenzahlenim Dielektrikum undk, im dinnen Plasma in Aldngigkeit
vonw, undw.

b) Stellen Sieiir dasE-Feld der transmittierten Welle imidnen PlasmaH;) und dasE-Feld
der vom dinnen Plasma bej, reflektierten Welle £,1) jeweils einen allgemeinen Ansatz auf.
Berechnen Sie anschlieRend das jeweils dazirigh/H -Feld.

c) Es qilt|Ey| = [o|Hol|. 'y wird als Wellenwiderstand bezeichnet. Leiten Sie mit Hifer
MAXWELL -Gleichunger’; aus Gleichund (1) her. Nehmen Sie dabei vereinfachgnrd 2 =

W/ U€p an.

d) Welche Bedingungen geltearfEy, E1, E,q, Es, E,; und Hy, Hl,ﬁro, H,, H., an den Grenz-
flachen? Ergnzen Sie aulerdem in der Zeichnung die fehlenddreldvektoren.

e) Berechnen Sie di&-Felder der in dasithne Plasma transmittierten und voiimden Plasma
reflektierten Welle in Abngigkeit vonE, k1, ko fur den allgemeinen Fall unter Annahme der
Vereinfachungt = 2 = w,/ue. Nehmen Sie anschlieBend > w. an und machen Sie eine
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Naherung fir w >> w,.. Berechnen Sielir diesen Fall den zeitlichen Mittelwert der Energie-
stromdichte im Plasma.
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Losung 5 (16 Punkte)

a) Aus der Wellengleichung i#f = w?eu bekannt. Durch Einsetzen und Umformen ergibt sich:

]{32 — 2
e 2
= kl = Wy/€E1 L
Fur die Wellenzahk, ergibt sich durch Einsetzen und Adden:
k3 = wleop
w;
= UJ2 (1 — E) Eo b
3)

2
= ky=w ( —&)eou

= V(W —w?) eop
b) Aus der Aufgabenstellung ist, = E,e/“ kg, Hy, = Hye/@~+2¢, bekannt. Br das
E-Feld der transmittierten Well&b) gilt daher analog:
E, = EyelWi-hedg 4)

Da die reflektierte WelleX,,) entgegen der Ausbreitungsrichtung der einfallenden bans-
mittierten Welle &uft, ergibt sich:

—

E’l“l = Erlej(Wt+klz)€y. (5)

Fur die H-Felder ergibt sich aus dem Ansatzkot —jwB fir Ho:

- k »

Hy = —M—ZE26](M_IQZ)€_}: (6)
und fur H,.;:

7 ks j(wtt+kiz) >

Hrl = lu—wErle €. (7)

c) Die MAXWELL -Gleichungen liefern:

R d -
rott = ——B. 8
7 (8)

Da der Wellenwiderstandl, das Verkltnis zwischen denf-Feld £, und demH-Feld H,
beschreibt, rissen in Gleichund [8) beide Seiten berechnet und ansehlie§leich gesetzt

werden:
rotE = —%e}
0z 9)
— Eokfoj@j(Wt_koz)é;;
und
d

_Eé = —pHowje! W =Fe, (10)
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Durch Gleichsetzen der Gleichungén (9) und (10) und durctziig der Hinweises aus der
Aufgabenstellung = 2 = w,/p€ ergibt sich:

Egkoje’@hodlg = — Hywjel@t—ko2lg,
Eok'o = —/LH()UJ
Hw . . .
Ey = _k_HO Einsetzen des Hinweises
0
Hw
== Ho (11)

Heo
"

=—. /2 H,
€o
:>F0: Eﬂ
V €o

d) Die zu erginzenden Pfeile sind in der Zeichnung gestrichelt darlieste

Vakuum (0) Dielektrikum (1) Diinnes Plasma (2)
£, ko €1, ky &, ko
Hinlaufende Welle Erste transmittierte Welle Zweite transmittierte Welle
So — 5 — 5,
Eo | Er” Ey”
X \ \
Hg H 1 HZ

y Erste reflektierte Welle Zweite reflektierte Welle

FIrO H,
4 4
S0~ 17
Erl

E r0

z=0 Z2=20

Aus den Stetigkeitsbedingungen folgt die E-Felder:

E() + ET(] - E1 + Erl (12)
El + Erl - EQ.

Fur die H-Felder ergibt sich entsprechend:
Hy+ H,o = H, + H,
0 0 1 1 (13)
H,+ H4 = H,.

e) Aus Aufgabenteil d) giltiir dasE-Feld:
E,+E., = FE; (14)
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und aus dendi -Feld folgt:

H,+ H, = Hy
k k k 15
p+MEp, - -p, (15)
pw u

Umformen und Einsetzen liefert;

2k

E, = E

2Tkt ky V (16)
ki

rl—k1+k2 1-

Zur weiteren losung der Aufgabe werden und k, aus Aufgabenteil a) herangezogen. Es
ergibt sich tir £, und E,.+:

2w,/ 2
Ey = “valb Eqy ~ iEo; 17)
wy/Ef + / €opt (w? — w?) Ve + /€
_ 2 _ 2 .
B, = SVarT Vol G wC)EO ~ YOV (18)
wy/erlt + /eopt (w? — w?) Ve + /e
Zur Berechnung des zeitlichen Mittelwertes der Energiestiohte wird Gleichung[{17) ge-
nutzt:
4 = o k
S=FExH" = 2F?2.
Uw
eopt (w? — w? 2./€ ~
fiw Ve + /e
2
1Re{§} _ Lyep (w? — wj) ( 2y/ex ) B2,
2 pie Ve +veé
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