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Aufgabe 1 (16 Punkte)

Gegeben sei die in Abbildung [1l dargestellte Anordnung dreier Punktladungen g¢;, die sich an festen
Positionen P; in der zy—Ebene befinden. Es gelte iiberall im Raum x = 0 und € = €,y sowie:

+q firi=1 P(0,0,0) firi=1
+q firi=3 P(c,e,0) firi=3
ny
4, “q
| 4, X

Abbildung 1: System mit drei Punktladungen

a) Zeichnen Sie in Abbildung [Idie Vektogen der auf die Ladung g3 wirkenden Krifte ﬁlg und ﬁ23
sowie der daraus resultierenden Kraft F3 qualitativ unter Beriicksichtigung der Richtung ein.

b) Berechnen Sie den Betrag der Kraft Fj sowie ihren Winkel ¢ beziiglich der positiven z—Achse.

Die Ladungen ¢;, ¢2 und g3 werden nun durch eine im Koordinatenursprung zentrierte Kugel mit
Radius r, ersetzt. Es gelten nachfolgende Verteilungen fiir Ladung und relative Dielektrizititszahl:

0, =10 fiir r<r, e = 1 firr<r,
o(r) = er(r) = (2)
0o = k/r" firr >r, Era= a firr>r,

c) Berechnen Sie die elektrische Feldstirke Eim ganzen Raum.

d) Berechnen Sie unter Vernachlidssigung von Reibungskriften die notwendige Energie AW, um
eine Punktladung ¢, vom Punkt P;(0, 3b,0) nach P;(b, 0, 0) zu verschieben (b > r,).

o
Hinweis: Fiir die dem System zugefiihrte potentielle Energie gilt W,,, = — [ Fds.

T1

e¢) Nun seien F = %e*” - €, und g, = €, fiir > r,. Berechnen Sie die Energie IV ., im Raum
fiir r € (14, 00).

Hinweis: Die Aufgabenteile a) & b), c) & d) sowie e) sind jeweils unabhédngig voneinander 16sbar.
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Losung 1 (16 Punkte)

a) Losung siehe Abbildung :

4 y _I;; ______ FC:,
S 13
’
_q I_;:B ,/ —|—q
’
7
’
4
/
’
4
¢
/
7
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s | t+q X

Abbildung 2: System mit drei Punktladungen

b) N Punktladungen

Kraftgleichung:
5o L ey

2 i
dme 1y

Die resultierende Kraft auf die Ladung g3 ergibt sich nach dem Superpositionsprinzip somit zu

—

Fy = ﬁlS + ﬁ23

_ 1 [ 41493 & +Q2CI3 &
dre \ rdy P 2 T

¢ | S
= ’ "Criz T 5 " Cras
dre \ (V2c)? c
Die Richtungsvektoren &, zeigen von ¢; nach g;. In kartesischen Koordinaten lassen sie sich

unter Beriicksichtigung der Geometrie in Abbildung (d.h. 6 = 45°) schreiben als
€y, = cos(0)&, + sin(0)&, = (&, + €,)/V2 Crys = €

Betrag und Richtung der Kraft ergeben sich dann aus ihren Komponenten F;, und F,.

:>|ﬁ3’ = \/F3x2+F3y2
B 1\ ¢ 074
N 2\/_ 47r5r€0 2
- - ( )

1
= mn1< >+WN1M3?
1—2v2
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¢) E-Feld

—

Kugelsymmetrie: FE = E.(r)-é, = ds=¢,-dr
Materialgleichung: D=c¢-FE= £,60 E = Dp=c¢,e0-FEp

Das E-Feld wird mit $ Ddf = | odv (Satz von Gauss) berechnet:

2w r 2T

//5E -r¥sin() ddde = /// " sin(0) d de dr’
0 0

r<ry:
.
drer - B,y = 47r-/ o(r') - r'?dr’
~—~—
0 0i=0
:>Er,i = 0
T ST

dme,r® - By = Am- (/Qz'(r/) 2 dr + /Qa(rl) 2 dr!
0

[k
rator? - Ery = 0 +/—5dr’
r

E 11"
aeorz-E’m = {—— —}

4
k 1 [rt—r?
= FE.., = = —
’ daey 12 ( rira )
d) Energie, Krifte und Momente
Kraftgesetz: F = Q - E
o
GemiB dem Hinweis W = — [ Fd3 ergibt sich die gesuchte Energie damit zu
1
b
AW, = —q,- /E ds
3b
b
= — | == — —dr
daeg r2rd 6
3b
ok 1 11°
© dagy [rrd o Bty

AW, — R
= <3br3 5 5(3b)5)
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e) Elektrische Energie

Die Feldenergiedichte fiir lineare, isotrope Medien berechnet sich zu

1 =
e — & E2
w 25

und fiir die elektrische Energie gilt allgemein

W, = /wedv

Im Bereich r» > r, folgt daraus

r 2T

1
Wea = / / / Eea-Efﬂ- % sin() dd) dep dr’

rq 0

r 2T

0
1 1 —r’ ’ 12 /
= 55 EO-F-e - "% sin(0) dv dp dr
re 0 0

= 2me Ep - /62’”/ dr’

Ta

1 IS
= 2me, gk - [——e‘zr}
2 r
= We,a = 7T€7«€0E0 . (6_2ra — 6_2T)

Die Gesamtenergie fiir > r, ergibt sich dann zu W,z , = lim W, ,(r).
T—00

= Wges = 7T€7«€0E0 . 6_2“
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

Gegeben ist ein Zylinderkondensator.

Die innere Elektrode des Kondensators mit dem Potential ®; = U befinde sich bei R;, die duflere Elek-
trode mit dem Potential &, = 0 bei R,. Beide Elektroden besitzen eine unendlich hohe Leitfahigkeit.
Der Zwischenraum ist mit einem Dielektrikum mit der Dielektrizitit ¢ = ¢, gefiillt. Der Kondensator
hat die Liange L. Randeffekte seien vernachlissigbar.

Zunichst sei der Kondensator mit einem nichtleitenden Material (x = 0) gefiillt und der Schalter S
geoftnet (/p = 0).

a) Berechnen Sie mit der Laplacegleichung das elektrische Potential ® und bestimmen Sie dabei
alle freien Parameter anhand der gegebenen Randbedingungen.

b) Berechnen Sie das elektrische Feld E zwischen beiden Zylindern als Funktion der Spannung
U.

c) Bestimmen die Ladung auf der inneren Elektrode (); und der duBleren Elektrode (),.

Die folgenden Teilaufgaben sind unabhéngig von a) bis c).

Von nun an sei die Leitfahigkeit des Dielektrikums im Zwischenraum winkelabhingig:

k(p) = Ko - sin (g)

Der Schalter S sei nun geschlossen und die Stromquelle liefert einen konstanten Strom [y =
der durch den Kondensator flief3t.

d) Berechnen Sie anhand des gegebenen Stroms [ das elektrische Feld E in Abhingigkeit von
der Ladung Q.

7 dw;

e) Bestimmen Sie die Stromdichte J(R, ¢) und die Verlustleistungsdichte — in Abhiingigkeit
von der Ladung Q).
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Losung 2 (16 Punkte)

a) Wegen der Symmetrie und Vernachlidssigung von Randeffekten gilt & = ®(r) und E=E (r)é,.

ROR OR
o0 _C
OR R

®(R) = C1 In(R) + C;

Es gelten folgende Randbedingungen:
®(R;) =U und ®(R,) =0
0=CrIn(R,) + Cy
U=CiIn(Ry) + Cy

= U =Ci(In(R;) — In(R,))

U
“Tu(E)
= Cy = - <U£> In(R,)
O(R) = - <U%) In(R) — - <U%> In(R,)
b)
E = —grad ® = —% € = —@% R

¢) Zur Bestimmung der Ladungen auf den Elektroden werden zunichst die entsprechenden Flichen-
ladungsdichten mit o = D,,, — D,,, berechnet.

eoU
o;= D(R) = —@
eoU
0, = —D(R,) m(};w

Die Ladung ergibt sich wegen Q; = [[ 0;R dy dz aus der Multiplikation der Ladungsdichte
mit der Fldche der inneren bzw. dulleren Elektrode
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2nL
Qi=A; -0, = —27R,L- gzU - - U
(&) R m(f)
2rL
Q.=A,-0,= 27R,L- ig_U - 2 7; U
In (R—;> R, In (R—;>

d) Wegen der Symmetrie und Vernachlissigung von Randeffekten gilt & = ®(r) und E = E(r)é,

Es gilt:
10://f( Q)df = // o)Edf
L 2m
ZQHO ///{0 sm Er(R)-Rdy dz
TEQ
2@ 2m
Ko _ ) (P
" = En(R) - moRL / sm< 2) dop
0
20K _ g (R) - droRE
TE
_ . Q = .
= ER(R) = oreoRL = F= ER(R> €R
e)

= (e Q.
(R, @) = o - sin (2) omeoRL ©

Die Verlustleistungsdichte ist gegeben durch:

dw; -
9 _JE
il
= k(p)E?

2
= Fo - Sin <g> (2%5602RL)
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben sei eine ringférmige Toroidspule mit N Windungen, innerem Radius ¢ und der Kantenlénge
a des quadratischen Spulenquerschnitts. Durch den Draht der Spule flieBt der Strom /. Es gilt ;1 = 4.
Randeffekte konnen vernachléssigt werden.

v

Abbildung 3: Toroidspule mit quadratischem Querschnitt. Ansich von schrig oben.

a) Berechnen Sie die magnetische Flussdichte B innerhalb der Spule, d.h. fiir alle R € (¢, c + a).
Skizzieren Sie B in Abbildung @l

Abbildung 4: Toroidspule: Ansicht von oben

b) Berechnen Sie die Feldenergie WW,,, des magnetischen Feldes im Inneren der Spule. Bestimmen
Sie mit Hilfe der berechneten Feldenergie den Selbstinduktionskoeffizienten L.



Felder und Wellen 9/18 Klausur H16

Nun wird eine rechteckige Leiterschleife in die Toroidspule eingebracht. Diese wird, beginnend
am inneren Rand, mit der Geschwindigkeit v in radialer Richtung zum dufleren Rand bewegt
(sieche Abbildung [3). Die Leiterschleife hat den Widerstand R;, eine Breite von 5 und eine
Hohe von § und verldsst withrend der gesamten Zeit die Toroidspule nicht.

Gehen Sie im Folgenden davon aus, dass der in der Leiterschleife induzierte Strom den Strom-
kreis und das Magnetfeld der Toroidspule nicht beeinflusst.

al2

Abbildung 5: Leiterschleife in Toroidspule
¢) Berechnen Sie den magnetischen Fluss ¢,, () durch die Leiterschleife. Wie in Abbildung[5]dar-
gestellt, befindet sich die Leiterschleife zum Zeitpunkt ¢ = 0 am inneren Rand der Toroidspule.
d) Berechnen Sie den in der Leiterschleife induzierten Strom i, (¢).

e) Nun werde das Feld auferhalb der Toroidspule betrachtet. Skizzieren Sie den Verlauf der ma-
gnetischen Feldlinien in Abbildung 6l und bestimmen Sie das Integral § Hds entlang einer der
Feldlinien.

Abbildung 6: Toroidspule, Ansicht von schréig oben.
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Losung 3 (16 Punkte)

a) Mit dem Durchflutungsgesetz § Hds = [ .Jd f ergibt sich

H-27nRé, = —NI

Somit ergibt sich fiir die magnetische Flussdichte fiir R € (¢, c + a)

NI
2R €

B = —Hos o

b) Die Feldenergie ergibt sich zu

Win

Der Selbstinduktionskoeffizient L ergibt sich durch Koeffizientenvergleich mit

/ Wy AU

1-
Hde

a 27 cta

/// uo(”) RdRdpd:

y N?Pc
o / “dR

2
Ho N2 1n (C + “)
47 c
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1
Wy, = =LI?
2

zu

c

L=HMn1 (C+ “)
2T

¢) Der magnetische Fluss durch die Leiterschleife fiir ¢ € (0 %) ist gegeben durch

D, (1) = //édf

3—“ c+2 5 Tvt
= / / eq, e,dRdz
E ctut
aNT c+ % 5 tut
= ~Ho In
47 c+ vt

d) Der in der Leiterschleife induzierte Strom ergibt sich gemédfl dem Ohmschen Gesetz zu

UL,ind(t)

in(t) =~

Der Grund fiir das Vorzeichen ist die in der Skizze eingezeichnete Stromrichtung.

Die in der Leiterschleife induzierte Spannung ist gegeben durch

dd,,(t
ULina(t) = — dt< )
Somit ergibt sich
aNI d c+ 35+t
() = — Rl P A T
i) 'u047rRLdtn< c+ vt )
B aNT c+ot  v-(ctwt)—v-(c+ g+t
B MO47TRL c+ 35+t (c+ vt)?
__aNI v —3
B 'u047rRL c+5+ut (c+ot)
a’NT v

120R;, (c+vt)(c+ g +vt)

fiir t € (0, 22).
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e) Das duBere Feld entspricht etwa dem Feld einer einzelnen (Windungszahl N = 1) runden Leiter-
schleife, da in der Toroidspule der Strom [ kreisformig in ¢-Richtung flieBt. Somit folgt mit
dem Durchflutungsgesetz

]{ﬁds?: I.
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben ist ein Wellenleiter, der aus zwei parallelen, leitenden Platten besteht. Die Platten sind in
y- und 2-Richtung unendlich ausgedehnt und haben den Abstand d. Im Raum zwischen den Platten
befindet sich Vakuum.

>
Y

In z-Richtung breitet sich zwischen den Platten eine TM-Welle aus. Das E-Feld der Welle ist gegeben
durch:

kml’) ej(wt—kzz)’

—~

wt—k,z)

E, =sin
E, = —j-= cos (kyz) e’ :

T

Losen Sie folgende Aufgaben:

a) Leiten Sie aus den MAXWELL-Gleichungen die Berechnungsvorschrift fiir das B-Feld der TM-
Welle her. Berechnen Sie anschlieBend mit Ihrer hergeleiteten Rechenvorschrift das B-Feld der
TM-Welle.

b) Welche Bedingung miissen fiir &, gelten? Erldutern Sie deren physikalische Bedeutung. Stellen
Sie alle giiltigen Losungen mathematisch dar!

c) Berechnen Sie £, als Funktion von w und %, und setzen Sie Thr Ergebnis fiir k£, aus Aufga-

be b) ein. Fiir die Berechnung gilt die Wellengleichung AE — ,ua%? = 0 beziehungsweise

7 d2H
AH — /Lgﬁ =
d) Bestimmen Sie die CutOff-Frequenz der ersten Mode, wenn der Abstand d zwischen den bei-
den Platten d = 15cm betrdgt. Nehmen Sie dazu die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum mit

— 1 ~3.108m
CO—\/MNS 10° 2 an.
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Losung 4 (16 Punkte)

a) Bestimmung des B-Feldes

Das B-Feld wird aus dem E-Feld berechnet. Die einzelnen Komponenten des E-Feldes sind in
der Aufgabenstellung gegeben:

E, = sin (kyx) /@t k=)

k. ,
E, = _jk_ cos (k) ol (Wi=k=2),
Aus der Rotation des E-Feldes ldsst sich die negative zeitliche Ableitung des B-Feldes bestim-
men:
. dB
th = ——.
10 7

Fiir die die Rotation des E-Feldes ergibt sich:

roth = ¢ %—% + € %—8EZ + € %—8&6
T\ oy 0z Y\ 0z oz “\ ox oy )

Es gilt fiir die einzelnen Terme des ersten und letzten Summanden:

OE. _, 9B, _, 0B, _, OB _

a 9. .= = 0.
ay ’ 82 ’ ax ) 8y
Somit ergibt sich fiir die Rotation des E-Feldes:
th =€, B
" N ( 0z Ox )
k2 , ‘
= €y <j2k_z - COS (kxx) . el (wt=k=2) —k, - cos (kx:c) . ej(wtkzz)>

k2 .
= —€, <k:_z + km> - cos (k,x) el (Wi—k=2)
Durch Integration iiber die Zeit ¢ und anschlieBende Multiplikation mit —1 ergibt sich das
B-Feld zu

- 1 k2 .
B=eé&,—- <k:z + k:_z) cos (kpx) @t k=)

T

k2 ~
= —é’y% : (kx + k_z> cos (kpx) @12

b) Bedingung fiir £,

Das E-Feld muss auf den leitenden Platten verschwinden, also zu Null gesetzt werden:

=0) =0 = Bedingung ist erfiillt, da sin (0) = 0,
=d) =0 = Bedingung ist erfiillt fiir sin (k,d) =0 =k, = %

fir alle n € Z.
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¢) Berechnung von £,

Zur Berechnung der Wellenzahl %, in Abhéngigkeit von w und k, wird die z-Komponente der
’E

= verwendet:

Wellengleichung AE — JLE

_ O’E, n O’FE, +82Ez

a2 oy 022
0

AFE,

Die vereinfachte Wellengleichung ergibt sich damit zu

RE. *E. *E.  0°F.

AE, — = — .
= pe dt? Ox? 022 pe ot?

Auflosen fiihrt zu

0= 0*E, N 0*E, B MgﬁzEz
0x? 022 Of2
= —E2sin (kpz) ?@F=2) _ k2sin (ko) /@R 4 pew? sin (kya) @R
= —k2 — k2 + pew®.

Fiir £k, ergibt sich damit

2
k, =/ pew? — k2 = \/,uew2 — <%T> fiir alle n € Z.

d) Bestimmung der CutOff-Frequenz

Einsetzen von £k, = 0 in die Losung aus Aufgabenteil c) liefert:

0~ e ()

M€w2 = <n_7r) ’
d
nmw nmcy
w —

T d-Jpe d
Mit w = 27 f ergibt sich
_ ne
I=%a
Das Einsetzen vonn = 1, ¢g = 3 - 108 2 und d = 15 cm liefert eine Frequenz von

1-3-10°% 3 108 1

2-15-102m 2-15 102 s g z
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Eine elektromagnetische Welle mit dem E-Feld der Form
E, = E.@h2)(g, — je,)

breitet sich in positive z-Richtung im Vakuum (z < 0) aus und trifft bei 2 = 0 auf einen Bereich mit
2

diinnem Plasma (z > 0). Im Plasma gelte ¢, = 1 — % w, sei die Plasmakreisfrequenz. Im ganzen

Raum gelte p = pp.

a) Wie ist die Welle im Vakuum polarisiert? Geben Sie eine kurze Begriindung an.

b) Berechnen Sie das H-Feld der hinlaufenden Welle mittels der allgemeinen MAXWELL-Gleichung.
Stellen Sie die Beziehung zwischen dem E- und H-Feld mittels des Wellenwiderstandes ' =

\/g her.

Hinweis: Machen Sie fiir die weiteren Aufgabenteile c) bis e) den Ansatz fiir das E-Feld der trans-
mittierten im diinnen Plasma:

Et = Etej(wt_klz)(gx — ]gy)

¢) Geben Sie die Grenzbedingungen an der Grenzfliche bei z = 0 an. Berechnen Sie daraus die
H-Felder, der an der Grenzflache reflektierten und transmittierte Welle in Abhéangigkeit von F..

d) Berechnen Sie £; im Plasma mit der allgemeinen Wellengleichung. Geben Sie k; fiir die Fille
w > w.und w < w, an.

—

e) Berechnen Sie fiir w > w,. den komplexen Poynting-Vektor S = %E x H* in Abhédngigkeit von
FE, im diinnen Plasma.
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Losung 5 (16 Punkte)

a) Die Welle ist zirkular polarisiert. Die €, und die €, Komponente sind um —j = e/, d.h. um
90° phasenverschoben und die Betrige der Amplituden | E, | und | E, | sind identisch.

b)
rotfl = B (1)
€x ( pp ) ( ) = —jwpoH (2
(—jko) [em (]E el (Wt= koz)) + €, (E el (Wt= koz ] = —]w,uoH 3)
k

w_,ljoE o3 (e, + &) = )
YvFoco w’; 250 B.ei@t=kod) (je, + &) = H, (5)
%Ee o (wi—koz2) (jeu + &) = ]_fe (6)

He
(7

c) Die Tagentialkomponenten der Summe aller E- und H-Felder an der Grenzfliche z = 0 miissen
identisch sein:

E.+ E, = E; (8)
H.+H, = H, ©)
r,— [t (10)
€0
Iy, = LQ (11)
o(1-)
H.,+ H, = H, (12)
loH. —T'oH, =T'1H; (13)

Elimination von H,:

F(]He - F(]Hr — FlHe + FlHr (14)
H,(To—Ty) = H,(To+T1) =0 (15)
(16)
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Aufgel6st nach H,:
o -1
H.=H, 17
[, 1T, (17)
- Iy—TI71 , ,
= H, = — B etk (e, 4 ¢, 18
Lo+T1 T ‘ Ut +8) (1%)
und daraus Bestimmung von H;:
2T
_ . 19
Al TR (19)
- 2 1 ,
— —FE, J(wt—k1z) e, + €, 20
T To 4 (e +¢) 0
d) k; kann durch Einsetzen von E, in die Wellengleichung berechnet werden.
AE, + w?epe i, = 0 (21)
(—jk1)*Ey + weoe, pnE, = 0 (22)
—k? 4+ w?epeppu = 0 (23)
k2 = wleoe, (24)
mit
2
e—1- 2 (25)
w
k2 = gop(w?® — w?) (26)
W > Wt
k1 = £/ eop(w? — w?) (27)
Im Fall einer Ausbreitung in positive z-Achse, wie in Aufgabe gegeben:
k1 = ++v/eop(w? — w?) (28)
w < Wet
cop(wi — w?) (29)
Im Falle einer Ausbreitung in positive z-Achse (reine Ddmpfung)
ki = —jveop(w? —w?) == —jk; (30)
e)
— ]_ — —
S=ExH GD
L1 : .
S = EEteW—’W)(gx — jé,) x [Hie @72 (je, + ¢,)] (32)
mit H, = £* folgt:
= 1 .1 . o S
S =SB (6 —jé,) X (—jés + &) (33)
2 "Iy
i (14 1)e (34
S==te, (35)
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