Aufgabe 1 (16 Punkte)

Gegeben ist ein verlustbehafteter Kondensator mit kugelsymmetrischem Aufbau. Die Materialeigen-
schaften und die angelegte Spannung sind der folgenden Querschnittszeichnung zu entnehmen:

Betrachtet wird der stationare Fall.

a) Existiert eine r-Abhédngigkeit des Stromes? (Mit Begriindung!) Welche Bedingung muss daher
fur die Stromdichten j(r) gelten?

b) Berechnen Sie den Strom 7 in Abhéngigkeit der Spannung U! Geben Sie den ohmschen Wider-
stand der Anordnung an!

c) Berechnen Sie E, p und o im Bereich 0 < r < ¢ in Abhangigkeit von der Spannung U, dem
Widerstand R sowie den Materialkonstanten und Radien!

d) e, sei nun abhdngig vom Radius r. Wie muss e,(r) gewahlt werden, damit sich das konstante
p(r) = pa (p2 < 0) einstellt fur b < r < ¢? Geben Sie () in Abhdngigkeit von der Spannung
U, dem Widerstand R sowie den Materialkonstanten und Radien an!



Losung 1 (16 Punkte)

a) Der Strom kann keine r-Abhédngigkeit haben, da sich sonst Ladung anstauen wiirde.
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Die auftretenden Flachenladungsdichten sind:
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d) Esist
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Damit dieser Ausdruck konstant wird, muss - <5 —Ir > proportional zu 2 sein, d.h. g5 (1) ==
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muss proportional zu r3 sein. Das bedeutet, 52( ) hat die Form &, 72, Einsetzen ergibt:
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Gleichsetzen mit p, und Aufldsen nach e, o ergibt:
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Damit muss also gelten:
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Aufgabe 2 (16 Punkte)
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Abbildung 1: Rechteckiger Hohlleiter

Gegeben ist ein in positiver z-Richtung unendlich ausgedehnter Hohlkdrper mit rechteckigem Quer-
schnitt. Das Potential auf den Wéanden betrdgt 0. Fir z > 0 gilt fur das Potential  also:

©(0,y,2) = ®(a,y,2) =00 <y <b
®(2,0,2) = P(x,0,2) =0]0<z<a

In der Ebene z = 0 sei das Potential Giber dem Querschnitt vorgegeben:

O(z,y,0) =V(r,y) | 0<z<a, 0<y<b

Gesucht ist eine Losung fiir die das Potential fiir = — oo verschwindet.
Hinweis: Das Potential besitzt eine Abhangigkeit in z-Richtung.

a) Separieren Sie die Laplacegleichung A® = 0 des Potentials ®(z, y, z) mit dem Produktansatz
Q(z,y,2) = P, (x) - Py(y) - P.(2) (Mit Rechnung). Achten Sie dabei auf eine geschickte Wahl
des Vorzeichens der Konstanten &2, £k, £k (mit Begriindung).

Hinweis: Das Potential soll fir z — oo verschwinden. Benutzen Sie daher einen Ansatz mit
einer e-Funktion fir die z-Abhangigkeit.

b) Geben Sie die die Funktionen &, (z), ®,(y), ®. (%) inklusive aller freien Parameter an, die sich
aus der Wahl der Konstanten /2, +-k2, +-k2 ergeben.

c) Bestimmen Sie nach Mdglichkeit alle freien Parameter des Losungsansatzes der Differential-
gleichung anhand der gegebenen Randbedingungen. Fir die Erflllung einer beliebigen Rand-
bedingung V (z,y) bei z = 0 ist ein Reihensansatz aus der Uberlagerung aller allgemeinen
Ldsungen notwendig. Geben Sie diesen Reihenansatz fir &(x, y, z) an.

Hinweis: k2 = k2 + k]
d) Es liegt nun folgende Gesamtldsung des Potentials ®(x, y, z) vor:
T 21y

®(z,y,2) = Vysin(—) Sm(T)e— (2)2+(F)22
a

Geben Sie anhand dieses Potentials die noch nicht bestimmten Koeffizienten des zuvor ermit-
telten Reihenansatzes an.



e) Berechnen Sie das elektrische Feld £ zwischen den Platten aus dem in Aufgabenteil d) ange-
gebenen Potential ®(x, y, z).



Losung 2 (16 Punkte)
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Produktansatz: ®(x,y, z) = ®,(z) - D, (y) - P.(2)
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Die Konstanten 442, +-k2, +-kZ werden anhand der Randbedingungen gewahlt. Damit das Po-
tential auf dem Rand Null wird werden die Konstanten fiir die z- und y-Abhangigkeit wie folgt

gewahit:
1 P0,(x)
O () Ox2 ke )
1 8261)y(y) o 2
®,(y) Oy? = ©)

Der daraus resultierende Sinus-Term in @, (x) und ®,(y) geniigt der Randbedingung bei z = 0
und y = 0. Damit fiir = — oo das Potential verschwindet wird ein Ansatz mit einer e-Funktion
bendtigt. Die Konstante %, wird daher gewahlt zu:

= +k (6)

b) Daraus folgen die allgemeinen Gleichungen fiir ®,(z), ®,(y), ®.(2):

O, (z) = a, cos(kyx) + by sin(k,z) (7
Dy (y) = ay cos(kyy) + by sin(kyy) (8)
®,(2) = a4 be 9)

c) Damit die Randbedingungen bei z = 0 und y = 0 erfullt sind muss a,, = 0 und a, = 0 gelten.
Das Potential verschwindet fiir = — oo wenn a, = 0 gilt.
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®(z,y, 2) = by sin(k,x) - b, sin(k,y) - be "=*
= B -sin(k,z) - sin(k,y) - e =

Aus @(a,y, z) = ®(x,b, z) = 0 folgt fur &, und k,:

ke = 2 jn=1,2,3, ...
a
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Aus k2 = k2 + K folgt:

eingesetzt ergibt dies:

Ba,y,2) = B sin("a) - sin("2y) - oV OECR
a
Der allgemeine Reihenansatz lautet damit:
Y nm mm nmy2 mm\2
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(2,9, 2) Z m - sin( . x) - sin( ; y)-e

n,m=1

d) Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

n=1
m =2
By =V, By, s0Nst = 0;

e) Das E-Feld berechnet sich mit £ = —grad(®) zu:
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Eine lange Spule mit Lange [, n, Windungen und kreisformigem Querschnitt mit Durchmesser d,,
wird vom sinusformigen Wechselstrom 1, durchflossen.

In allen Aufgabenteilen gelten folgende Annahmen:

e Felder innerhalb von Spulen sind homogen

e Felder auf3erhalb von Spulen sind zu vernachléssigen
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Abbildung 2: Léngsansicht der langen Spule

a) Berechnen Sie die magnetische Feldstarke H, innerhalb der Spule.
Skizzieren Sie H, in Abb,

b) Berechnen Sie den selbstinduzierten magnetischen Fluss &, der Spule.
Berechnen Sie den Selbstinduktionskoeffizienten L,,,.

Beachten Sie die Fortsetzung auf der folgenden Seite!




Jetzt wird die Spule aus Abb. [2] in eine grolRere Spule mit n, Windungen und kreisformigem
Querschnitt eingebracht. Diese dufiere Spule besitzt ebenfalls die Lange [, allerdings einen
grolieren Durchmesser d, > d,. Die gesamte Anordnung ist in der Querschnittszeichnung Abb.
dargestellt.
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Abbildung 3: Anordnung der inneren und &ul3eren Spule

C) Andert sich der Selbstinduktionskoeffizient L,, durch das Einbringen in eine aullere Spule?
Begriinden Sie!

Berechnen Sie die Induktionskoeffizienten L, Ly, und Ly,.
d) Nun wird betrachtet, wie die Komponenten der magnetischen Fliisse durch die Spulen von den
einzelnen Stromen abhédngen.
Wie grol ist der Fluss ®,, in der inneren Spule, wenn I, = 0 ist?
Wie grof3 ist @, wenn [, = 0 ist?
Wie grof3 ist der Fluss @, in der duBeren Spule, wenn [, = 0 ist?
Wie grol ist ®,, wenn [, = 0 ist?
e) Die Kontakte der inneren Spule werden nun kurzgeschlossen (U, = 0). Der ohmsche Wider-

stand der inneren Spule R, ist zu vernachlassigen, R, = 0. (Hinweis: Dies ist analog zu einer
supraleitenden Spule). Der ohmsche Widerstand der duf3eren Spule betrage R, # 0.

Welche Spannung U, muss an der duBeren Spule angelegt werden, damit dort der Strom [, =
Iysin(wot) flieRt?



Losung 3 (16 Punkte)

a)

b)

In der Spule liegt aufgrund der Symmetrie lediglich ein Magnetfeld in z-Richtung vor. Das
Magnetfeld innerhalb einer langen Spule ist homogen, d.h. die Feldstarke ist konstant. Mit dem
Durchflutungsgesetz § H ds = I ergibt sich dann:
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Abbildung 4: Magnetische Feldlinien innerhalb der Spule

Die durchflossene Flache der Spule ist w%. Der selbstinduzierte magnetische Fluss ist:

2

(I)aa = Mo Ha Wza

Einsetzen von H, und Verwendung von L(®) = w aus Formelsammlung ergibt:

ngl, d?
Py = —
Ho ] T 1

a(I)aa 2

:>Laa - r Ji = Mo E =

Der Selbstinduktionskoeffizient L, beschreibt, wie Anderungen des Stroms I, in der Spule mit
einem genau dadurch verursachten magnetischen Fluss ®,, durch den Querschnitt der Spule
gekoppelt sind. Dies ist also eine Eigenschaft der Spule selbst.

Externe magnetische Felder beeinflussen bzw. storen diesen Zusammenhang nicht. Sie werden
nach dem Superpositionsprinzip einfach tberlagert. Deshalb ist L,, unabhéngig vom Magnet-
feld, das durch die &ul3ere Spule erzeugt wird, und dndert sich beim Einbringen in eine duRere
Spule nicht.

Die Selbstinduktivitét der duReren Spule wird analog zur inneren Spule berechnet:

an)bb ng dz
L = = e _
bb I, Ho I ™ 1




Bei der Berechnung der Gegeninduktivitdten muss der Querschnitt der inneren Spule wdzz
bertcksichtigt werden:

nel, d?
Doy = poHy Ay = puo I WZ
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I S B
und
anb di
DPpo = poHyAp = o T
naq)ba g My d2
=Ly, = = 2 =1L,
b I, Ko I 7T4 b

d) Die Formel L;, = M aus der Formelsammlung wird umgeformt zu ®,;, = fV: I; und dann

auf die vier Situationen angewandt:

o fir I, = 0 gilt: @, = By, = 221,
o fir I, = 0 gilt: &, = ®,, = anafa
o fir [, = 0 gilt: &, = &y, = 221,
o fiir I, = 0 gilt: &, = By, = 221,

e) Die magnetischen Flisse in den Spulen tiberlagern sich (Superpositionsprinzip):

(I)a = (I)aa + (I)ba

Laa Ly
== n_a[a + ﬁ[b
o, = Dy + Dy
_ L Ly
= pla T+ n—b[
. . D,
Ableiten nach der Zeit, Anwenden von Formel U;,q.x = —de 7= aus der Formelsammlung

und Division durch die Windungszahlen fiihrt zu:

Ua - _Laaja - Labjb
Uy = —Lapl, — Liply + IRy

Einsetzen von U, = 0 in die erste Gleichung ergibt I, = —f—gg[},. Einsetzen in die zweite
Gleichung ergibt

Ly,

Laa
) 27 7

= Moan [da — db} ]b + IbRb

Uy = [ _Lbb:| Iy + IR,

= mm%? [d2 — d] wolo cos (wot) + Tpsin(wot) Ry,



Aufgabe 4 (16 Punkte)

Hinweis. Die Teilprobleme b und c sind zusammenhangend, alle anderen Aufgabenteile lassen sich
unabhangig voneinander losen.

a)

b)

d)

Eine ebene Welle mit folgenden Feldkomponenten

7 j(wt—koz) >
H(z,t) = Hyed@-h2e,
E(z,t) = E,e/@ko2)g,

breitet sich im Vakuum (Leitfahigkeit x = 0) in z-Richtung aus. Berechnen Sie mit Kenntnis des
Wellenwiderstandes I" = 5—3 = /’6‘—3 und den Maxwellgleichungen fiir harmonische Vorgange

die Wellenzahl £, in Abhdngigkeit von Kreisfrequenz und Materialkonstanten.

Eine ebene Welle mit folgenden Feldkomponenten

H(z,t) = Hed“hag,

E(z,t) = B,ed@k2g,

breitet sich in einem leitfahigen Medium mit der reellen Dielektrizitatskonstanten ¢ und der
Leitfahigkeit « in z-Richtung aus. Berechnen Sie H, als Funktion von E, im Medium.

Es ist die elektromagnetische Welle aus Teilproblem b mit der gegebenen Wellenzahl k; =

Wy/E 1 —— " im unter Teilproblem b beschriebenen Medium gegeben. Ermitteln Sie anhand

der Losung von Tellaufgabe b den Betrag der Phasenverschiebung zwischen H- und E-Feld im
Medium.

Eine ebene Welle mit folgenden Feldkomponenten

H(z,t) = Hyel @t k2)g,

E(z,t) = B,ed@tk2)g,

breitet sich in einem bei z = 0 beginnenden leitfahigen Medium mit der reellen Dielektri-
zitatskonstanten ¢ und der Leitfahigkeit x in z-Richtung aus. Nach welcher Distanz im Me-
dium hat die Strahlungsleistung der Welle auf die Héalfte abgenommen? Verwenden Sie fiir
Ihre Berechnung folgende Naherung der Wellenzahl in einem sehr gut leitenden Medium:

k‘zﬁ\/w_lm(l—J)

Eine ebene Welle mit folgenden Feldkomponenten
H(zt) = H,el@t-hde,

E(z,t) = E,e/“ks2)g,

breitet sich im Vakuum (Leitfahigkeit ~ = 0) in z-Richtung aus. Bei = = 0 trifft die Welle

auf ein ideal leitendes Medium und wird reflektiert. Berechnen Sie das elektrische Feld der
reflektierten Welle.



Losung 4 (16 Punkte)

a) Mittels der Maxwellgleichung:

rotH = jweoE
und dem gegebenen Feldern E und H ergibt sich
é’x(Hojko)e](WtfkoZ) — ngOEoej(wtfk’oz)éox

8jWEO = Hojko
Eo ko

HO Ew

mit =2 =T = , /22 ergibt sich:
Hy €o

= ko = wy/eotto

b) Berechnung von H:
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c) Die Phasendrehung wird nach Gleichung (20) durch die komplexe Wellenzahl verursacht. Es
ist also die Phase von k; zu berechnen.

|m{k’1}
Re{k’l}

Lk = arctan
Da sich k; schwer zerlegen lasst, kann man nach den Rechenregeln fiir komplexe Zahlen auch
die Phase von k2 berechnen:

—wpk 1 K

1 1
Lk = §lk% =3 arctan =-3 arctan e

w? e
d) Das zu betrachtende E-Feld lautet:
E = Eoejw’fe_j\/@ze_\/%ngx

Fur die Bestimmung der Strahlungsleistungsdichte wird der Pointingvektor betrachtet und es
gilt:

S~ E?



Daher muss gelten:

2

E(Z) 1
B2z =0 2

WK WHE 1
= e_ﬁz . e_\/g’Z = 6_\/mz = 5 = QWMH:Z =In2

=z =

V2whk
e) Im ideal leitenden Medium gibt es kein E-Feld. Daher folgt aus den Stetigkeitsbedingungen:
E.=—E,
Das Feld der reflektierten Welle lautet damit:

By (2,t) = —E,d 09,



Aufgabe 5 (16 Punkte)

Gegeben sei ein rechteckiger Hohlleiter mit den Kantenldngen a und b und unendlich gut leitendem
Metall. Innerhalb des Hohlleiters breiten sich TE-Wellen in positiver z-Richtung aus (a<Db).

X
A

v

a) Welche tangentiale Feldkomponente gehort zu einer TE-Welle:
H. = Hy cos(™™ ) cos(%E y) e/ =F=2) oder
E. = Ey sin(™" z) sin("T y) e/ @t-k=2) 2
Leiten Sie die Wellenzahl %, aus der Wellengleichung her.
b) Leiten Sie den Audruck fur die niedrigste ausbreitungsfahige Frequenz einer TE-Welle im ab-
gebildeten Hohlleiter her und geben Sie den zugehdrigen Mode an.

Verwenden Sie: k% = < — (%)2 _ (%)2

c) Warum existieren keine TM;o-Moden?

d) Bestimmen Sie die Gruppengeschwindigkeit v,o; = %ﬁn einer Welle mit dem Mode TE,;.

e) Welche Bedingung muss fir einen Ort konstanter Phase gelten? Leiten Sie den Ausdruck fir
die Phasengeschwindigkeit her.

f) Zeigen Sie, dass fur die Phasengeschwindigkeit vy, = o > G gilt (e = €, = pp). Wieso
kann die Energie dennoch nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit tibertragen werden?



Losung 5 (16 Punkte)

a) Die Wellengleichung wird fiir die H.-Komponente aufgestellt.

0*H,

AHZ—GMWZO

Durch Einsetzen von H, und Auflésen kann k. allgemein bestimmt werden.

2 2
a b

= e (E) (5

b) Fir &, = 0:

Dies ist eine TEy;-Welle.

c) Fiir m= 0 oder n=0 gilt E.(z,y, 2,t) = Epsin (ZZz) sin (%2y) e/“k<2) = 0. Somit kann
unter diesen Bedingungen keine TM-Welle entstehen.

d)

L ow 1 gk 1 ) <7r>2
0T g T CHET\D

e) Fir einenn Ort konstanter Phase gilt:

wt — kz = const

Daraus folgt:



f) Fur die Phasengeschwindigkeit gilt:

v w w Co > e
01 = = = 0
RRYE EICRREE 10}

Dementsprechend lautet die Gruppengeschwindigkeit:

C2

0
Vgo1 = — < Cp
Vo1
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