Aufgabe 1 (16 Punkte)

Eine nichtleitende Kugel des Radiusnit der Raumladungsdichte= %+ istim Ursprung zentriert
und wird von einer Kugelschale aus unendlich gut leitendeetall mit Radiush und der Raumla-
dungsdichteo = 0 im Bereicha < r < b umschlossen, siehe Abbildung. Au3erhalb des Materials
befindet sich ein nichtleitendes Material mit 0. ¢ ist im ganzen Raum konstant.

a) Berechnen Sie das elektrische Féldm ganzen Raum und skizzieren Sie den Be%rﬁ#in
Abhangigkeit des Radius

b) Berechnen Sie die &henladungsdichten auf den Metaltthen bet = o undr = b.

c) Berechnen und skizzieren Sie das elektrostatische Radt@éni ganzen Raum, mip (co) = 0.

Im Folgenden wird die Anordnung gedert. Die Metall-Kugelschale wird entfernt, und von degkl
mit Radiusa wird die untere Hilfte entfernt, siehe Abbildung. AuRerdem ist die Raumlgddichte
der Halbkugel nun konstapt= o,.
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d) Bestimmen Sie das elektrische Feld im Urspritg = 0)!
Hinweis 1: Der Aufgabenteil d) ist von den Aufgabenteilen a) bis cz)bhﬁngig
Hinweis2: Das Coulomb-Integralif das elektrische Feld lautet: (7) = ;- [[[ ‘”"; gf)dv

Hinweis3: ['* cos x sinzda = [—3 cos® x]32



Losung 1 (16 Punkte)

a) Aufgrund der kugelsymmetrischen Anordnung ergibt siochdias elektrische Feld nur ein ra-
diale Komponentd’ () = E,.(r)e,.. Ansatz mit Hilfe des Satzes vomiienflul3 und den gege-
benen Materialeigenschaften:
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Die linke Seite der Gleichung bestimmt sich zu
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Fur den Bereicl) < r < «a ergibt sich @ir die radiale Komponente
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Im Bereicha < r < b ergibt sich aufgrund der unendlichen Lakigkeit des Materials kein
elektrisches Feld¥, (r) = 0.
Im Bereichb < r berechnet sich das elektrische Feld zu

a
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E.(r)= /@ledr’ = L9
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b) Fir Grenzfachen giltv = D,,, — D,,,. In diesem Fallihrt dies zu
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o(r=a)=0—cE.(r=a)= 5

und
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c) Mit Hilfe von ®(73) — ®(7}) = — [ Ed§ergeben sichifr die Bereiche folgendedsungen. Gr

b < r < oo ergibt sich
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Im Bereicha < r < b gibt es kein elektrisches Feld, so dass das Potential karigtzibt:

_ 000’

CID('r:b)ZCI)(r:a)—Z—gb (2)

Im Bereich0O < r < a ergibt sich

P(r) = ®(a) + / %L:dr’

T

0oa® [Qofl ,r

- —7T
25b 2e r

_ @d® | oa®  poar @(a_z
2eb 2¢e 2e 2¢ b

+a—r)



@)
00 a(a+b)
2eb b

oo0a?
2eb

2
S =

d) Das Coulomb-Integral ist laut Aufgabenstelluigr) = L= [[[ 2727 gy, Da das elektri-

|7— F’|3
sche Feld im Urspung = 0 betrachtet wird ergibt sichif (7 — 7) = —# = —ré,,. Der Term
im Nenner des Integrals wird dadurch [zu— #|* = /3. Damit lasst sich das Integra$en
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Der Einheitsvektof,. wird in kartesischen Koordinaten ausgéckt um die Abkngigkeit von
9 und ¢ nicht zu verstecken:

"2 sin Idr’! dvdeo

€ = €, sint cos ¢ + €, sin v cos ¢ + €, cosV (3)

Das Feld hat aufgrund von Symmetrieeigenschaften nuré&gikemponente:
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

Abbildung[1 zeigt eine dreidimensionale Anordnung. Obleriier x-y Ebene auf derdhez = z,
befindet sich eine Punktladudgy . Die x-y Ebene wird von einer unendlich ausgedehnten Lddée
ausgeiillt. Die Leiterplatte ist geerdet.
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Abbildung 1: Versuchsanordnungrfdie Aufgabenteile (a) bis (f)

a) Das Potentiald(z,y, z) im gesamten Raum oberhalb der x-y Ebenex( 0) soll mit Hilfe
des Spiegelungsprinzips berechnet werden. Zeichnen 8&elast eine Skizze der Anordnung
in der die erzeugte imagime Ladung®, enthalten ist und geben Sie deren Koordinate an.
Welchen Wert besitzt die imagine Ladund?),?

Hinweis: Uberlegen Sie sich welche Bedinguriy flas elektrische Feld auf der Metallober-
flache gelten muss und wie diese durch eine geeignete idradiadung erzeugt werden kann.

b) Bestimmen Sie nun das Potentlglz, y, z) im gesamten Raum oberhalb der x-y Ebene-(0)
mit Hilfe des Spiegelungsprinzips. Rechnen Sie in kartésisKoordinaten.

c) Berechnen Sie das elektrische F&l:, y, z) aus dem zuvor berechneten Potential.

d) Geben Sie das elektrische Feld auf der Metallo&elni ¢ = 0) an. In welche Richtung zeigt
das Feld bet = 0?

e) Berechnen Sie die Obeifihenladungsdichtg(z, y).

f) Wie kann die influenzierte Gesamtladung auf der Leitertbhehe berechnet werden? (nur Ant-
wort und Ansatz, keine Rechnung

In den Aufgabenteilen (g) bis (h) wird die Anordnung folgenual3en vémdert (siehe Abbildung
[2). In der Ebene: = —a ist nun eine zuatzliche unendlich ausgedehnte Leiterplatte angebracht.

g) Wieviele imagifre Ladungen werden bétigt um das Potentiab(z,y, z) furz > 0,2 > 0
mit dem Spiegelungsprinzip zu berechnen? Welche Wertézlbesdie imagiaren Ladungen
Q-.,? Zeichnen Sie eine Skizze der Anordnung in der die erzeugtagiraren Ladungen
Q... enthalten sind und geben Sie deren Koordinaten an.

h) Berechnen Sie das Potentig(z, y, ) furz > 0,z > 0.
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Abbildung 2: Versuchsanordnungrfdie Aufgabenteile (g) bis (h)



Losung 2 (16 Punkte)
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Abbildung 3: Versuchsanordnungrfdie Aufgabenteile (a) und (f)

a) Die imagirare Ladungy, = —@); befindet sich befz = 0,y = 0,2 = —z)

b) Das Potential
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ergibt sich mit

m =V g+ (2 - 20)?
ra = Va? + 2+ (2 + 2)?
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¢) Mit E = —grad(®) berechnet sich das elektrische Feld zu
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d) Das Feld besitzt nur eing-Komponente

F— @1 20 -
= — 3 62
2me \ (22 4+ y2 + 22)2

e) Die Fchenladungsdichte berechnet sichait, y) = c£(z = 0)é, — 0¢.

olr,y) = —21 =
’ 2me \ (22 + 2 + 22)%

f) Die Influenzladung kann mit dem Gaussschen Integraisia¢z die eingeschlossenadhenla-
dungsdichte berechnet werden

Qus = [ odf = 7 7 oo, y)dady = —@Q,

F —00 —00

z
Zo-f-Q4:—§1 Zo-I-Ql

S

—2a —a

—Z0 -0- Q3 = Q1 —Z0 -T- Q2 =—Q

Abbildung 4: Versuchsanordnungrfdie Aufgabenteile (g) bis (h)

g) Durch Spiegelung der Hilfsanordnung aus Abbilduhg 3ibei —a ergibt sich:
Qs =—-Q1bei(z=0,y=0,z=

—20), Q3 = Q1 bei(z = —2a,y =0,z = —2), Qs = —Q
bei(x = —2a,y = 0,2z = z)



h) Das Potential
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben sei eine in dery-Ebene liegendeithne Leiterschleife mit dem Radiussiehe Abbildung
B. Die dargestellte Leiterschleife dreht sich in einem kanten, homogenen Magnetfelfl = Byé.
mit der Winkelgeschwindigkeity um die z-Achse. Zum Zeitpunkt = 0 steht die Leiterschleife
orthogonal zum Magnetfel®¢..

a) Berechnen Sie die in die Leiterschleife induzierte Spagiiq in Abhangigkeit der Zeit.
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Abbildung 5: Leiterschleife 1

Im Folgenden sei ein unendlich langer Linienleiter in FoimeeLeiterschleife gegeben, siehe Abbil-
dung6. Dabei liegt der Leiter fest in defy-Ebene und wird von einem Gleichstrahdurchflossen.
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Abbildung 6: Leiterschleife 2

b) Berechnen Sie die magnetische Feldst im Ursprung des Koordinatensystems unter Verwen-
dung des Gesetzes von Biot-Savétifinienleiter. Zerlegen Sie hierbei das fisénde Integral
in geeignete Abschnitte und nutzen Sie die unten angegelt¢ineveise.

Hinweise:

¢ Im Aufgabenteil (b) wirkt keiraul3eres Magnetfeld.

/ 1 J x
[ ] Xr =
(22 + )*? cva?+c



Losung 3 (16 Punkte)

a) Die Leiterschleife dreht sich in einem homogenen Magiethit der Winkelgeschwindigkeit
w. Daherandert sich die Eche der Leiterschleife, die vom Magnetfeld durchflutetdwir
Abhangigkeit der Zeit:

A(t) = cos(wt)A

Um die induzierte Spannung,q berechnen zudnen, muss zu Beginn der magnetische Fluss

berechnet werden:
D, — / / BaA
A
®,, = By - A(t)

3
®,, = By - cos(wt) (2(12 + 1a27r)
Die Induktionsspannungjj,q ergibt sich nun aus dem Induktionsgesetzt:

do,,

Uind = _T

3
Uinda = By - w sin(wt)a2 (2 + ZW)

b) Das Gesetz von Biot-Savaiirfdinne Leiter lautet:

Lo oul [ dS X (=)
B = - -~ 7
" 47TS/ 7=

Da die magnetische Flussdichte im Koordinatenursprungdberet werden muss, gilt:

Lol [ dE X ()
B(O)——E/W
S

Das Wegintegral ist in drei Abschnitte zu zerlegen:
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Berechnung vorbs;
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__€,-adyp xa | sin(p)
— /,;LI O — . — —
B, = 0 = €, = —sin (p)é, + cos (¢)é,
w/2
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At (1'2)3/2



Damit ergibt sich die gesamte magnetische FlussdiBhte

L I 3ul
B:Bl+32+33=—(“—+i)éz

dma 8a

Der Zusammenhang zwischen der magnetische Flussdithtel der magnetischen Felddte
H lautet:

S I 31
H=-B=——+— ¢,
1 dra  8a



Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben sei ein rechteckiger Hohlleiter aus unendlichegigidem Metall mit den Kantesnhgena
undb. Im Inneren des Hohlleiters befinde sich €ing/,,,,, Welle mit den gegebenen Feldkomponenten
und den Wellenzahleh,(m) undk,(n).

T A
a
z
>
b Yy
H,(z,y,2,t) = ﬂE sin(k, z) cos(ky y) i Wi—ks2)
x\Ly Yy <~y w2,ue—k§ 0 T y
Hy(z,y,2,t) = #E—k:g Ey cos(k, x) sin(k, y) e/ @ 7H=2)

a) Welche Randbedingungerissent, (z,y, z,t), E,(z,y, z,t) und E,(z, y, z,t) an den Hohl-
leiterwanden eiillen?

b) Welche Eigenschaften des E- und des H-Feldes werden zuzniSkn des Feldlinienbildes
einerT' M, ; - Welle im Hohlleiter beitigt? Skizzieren Sie das Feldlinienbild (E- und H-Feld)
in die vorbereitete Abbildung des Hohlleiters. Bégden Sie lhre Skizze!

A

b Y
c) EsgelteE, = E%(x,y)e!“*=2), Welche der Funktionen
Ed(z,y) = C sink,x sink,y, EX(x,y) = D cosk,x cosk,y

geriigen den Randbedingungen? BestimmentSiendk,,.



d) Leiten Sie allgemein die Wellenzahl her. Verwenden Sie hierzu die Wellengleichuiig f,
oderH,,.

e) Leiten Sie die Grenzfrequenzgn der Modenl'M,,, in Abhangigkeit vonm undn aus der
Wellenzahl her.

Es gilt: b =2a

f) Geben Sie die obere und die untere Grenze der Kaimegeh a und b al@imgig von der Fre-
guenz an, sodass sich nur der kleinste TM - Mode ausbreii@iveis:

o= 5= () (3)



Losung 4 (16 Punkte)

a) An einer ideal leitenden &the knnen keine tangentialen elektrischen Felder existieren.

E.(x,0,z,t) =0 E.(z,0,2,t) =0
E.(z,b,2,t) =0 E.(x,b,z,t) =0
E.(0,y,2z,t) =0 E,0,y,2,t) =0
E.(a,y,2z,t) =0 E (a,y,z,t)=0

b) Folgende Bedingungen flieRen in die Skizze ein:

H.=0
E-Feldlinien stehen senkrecht auf der Leiterebene.

Tangentiale E-Feldkomponenten verschwinden im idealéelle

E- und H-Feldkomponenten stehen senkrecht aufeinander.

T A

elektrisches Feld

........ magnetisches Feld

E%0,y) = C sin k.0 sin k,y = 0= Dcos(k,y)Vy = D =0
E%a,y) = C sin kya sin kyy =0

= gin kya = 0

k= =1,23,..

a

E%(z,0) = C sin kyz sin k,0=0
EY%(z,b) = C sin kyz sin k,b=0

= sin kb = 0

:>ky:m7r m = 1,2,3,...

b



d) Wellengleichungiir H, ist

0*H,

5 = 0.

AH,— e

Einsetzen vort{, aus der Aufgabenstellung ergibt:

— k2 H, —k;H, —k;H, +w’pe H, = 0
—kzi—k;—k{f—l—wzus =0

k, = \/wQ;Ls—k‘g—k:g

e) An der Frequenz = f, ist die Wellenzahlk, = 0. Nach Einsetzen der Wellenzahlen
k., = ™% undk, = =%, die sich aus den Randbedingungen ergeben, und durcloskufl
der Gleichung nacli kdnnen die Cut-off Frequenzen bestimmt werden.

O:kZ:\/wgmn/Lg—k%—kg

w? ,u»s:ki—f—k:j

Cmn

o= g 5 (57)
o= 5= () (5)

f) Damit sich die Wellel'M,,,,, ausbreiten kann, muss folgende Bedingungl&r$ein:

1> =5 () )

Fur den kleinsten Mode€l(M;;) und der Bedingung = 2 a ergibt sich daraus

> fen

gy () ()
i VB
A uef

V5
2 e f

b=2a >




Der rachstldhere TM-Mode ist der Mod& M, oderT M,,. Da die Kante langer ist, besitzt
der Mod€eT M, die tiefere Grenzfrequenz.

f < Jer
1 1\? 2\° V2 1
f<2\//ﬁ\/<5> +(%) RN
V2
2 e f
=2a< V2



Aufgabe 5 (16 Punkte)

Eine ebene Welle breitet sich in einem Leiter mit ;1,0 < k1 < oo Iin positive z-Richtung aus und
trifft bei z = b auf eine Grenzschicht zu Vakuum. Es gélteerallyn = 1. Im Leiter sinde = ; und
k = k; komplex.

Hinlaufende Welle: E+ = Ete/@i-hag Ht = HtelWi-hag, (4)
Reflektierte Welle: £~ = E-e/@ithizlg H™ = H Wthag, (5)
Durchgelassene Welle: E, = E,e/“!-fo=-tg H, = H,el@i—ho(==b)g (6)

S+

B - H,
N S
X H E,

wn

Leiter =  Vakuum

k=K,e=¢1 k=0,e=c¢g

a) Leiten Sie mittels der Maxwell-Gleichungt H = 5 (da.J = 0) und den Gleichungefl(4) den
folgenden Zusammenhang hér= —T'H,I" = \/E

b) Geben Sie die Grenzbedingungen am Giidergang bet = b fur die Felder an!

c) Berechnen Sie die Amplituden, und £— als Funktion der Amplitude? !
Hinweis: Nutzen Sieet = -I'"H", E- =11H , B, = —T'\H,.

Nun wird folgende Anordnung betrachtet: Eine Welle mit derrdtd £, soll vom Raumbereich
z > b abgeschirmt werden. Dazu wird eine leitende Trennschielgchen) < z < b genutzt. Neben
den in den vorigen Aufgabenteilen betrachteten Welleetreie beiden folgenden Wellen auf:

Hinlaufende Welle im Vakuum: E, = E /@ k2g [, = H,el@thag, (7)
Reflektierte Welle im Vakuum: E, = E,e/@!thodg  H — H /@it (8)
. Se _ St B
E E H;

Vakuum =0 Leiter 7=b Vakuum

k=0e=¢y K=K e=¢c1 kr=0e=¢

d) Geben Sie die Grenaithenbedingungeiirf die Felder an der Grenzschicht bet 0 an!



e) Eliminieren SieF, und H, aus den Grenzikthenbedingungeiirf z = 0! Berechnen Sid’, als
Funktion nur vonE™ und geben Sie die sog. SchirémdpfungFE;/ E. an!
Hinweis1: Falls Sie Aufgabe) nicht gebst haben, nutzen Sig, = A E* undE~ = AL E™!
Hinweis2: Nutzen Siek, = —I'yH,., E, = 'y H,.



Losung 5 (16 Punkte)

a)

7’015]:7 = l_j (1)

oH, N it
é’yW = E,e B (jw)el @k (2)
Hej(“’t_kz)(—jk) = 6E(jw)ej(w_kz) (3)
E:—_kH:—wvueH:_\/EH (4)

Ew EW €
r

b) Die Tagentialkomponenten der Summe aller E- und H-Fejeleeils links und rechts der
Grenzflche niissen identisch sein:

E+ej(wt—k1b) + E—ej(wt+k1b) — Etejwt (5)
HHei@thib) o - ilettkib) it ()

bzw. nach Division durch’«:
Ete /Mt 4 Bt = B, (7)
Hte Mt 4 g=eitb — 1, (8)

c) Mit den Hinweisen gilt:

Eteihb 4 p=eikib — F, 9
Et . E- . E

—jk1b jkib _ t 10

—_Fle + T e _—Fo (20)

Elimination vonFE;:

‘ T . r
Ete kb (1 - 0} 4 preihib (14 20) = [T (11)

Iy Iy
B (D)~ Ty) 4 B-e (L) 4 T) =0 (2
(13)

Aufgelost nachF—:
o Ty —T

E-=FEte @Rt 01 14
Iy + 14 .

und daraus Bestimmung var:

9T,

E,=Ete Mt _——_
! Lo+ Iy

(15)



d) Auch hier gilt: Die Tagentialkomponenten der Summe dlleund H-Felder jeweils links und
rechts der Grenzithe niissen identisch sein:

E.+E =Et+E~ (16)
H +H =H"+H" (17)

d) Mit Hinweis 2 gilt:

E.+E =E"+E" (18)
E. E, Bt E-

- = 4= 19
T, T, -, T (19)
Multiplikation von (19) mitl"y und Subtraktion vor{ (18) eliminieft,
r r
2B, =E*(1+=)+FE (1-= (20)
Iy I
I _(T1—=Ty
E.=FE" | —— E 21
= (M) E (M @
I'o+14 o lo—I1 11 — T
( or, ¢ T,+T, om, (22)
Mit E, aus Aufgabenteil c) ist die gesuchte SchiampfungFE,/E.:
e—dkib_2lo
E,JE, = LotTh (23)
(F0+F1 + e—2jki1bLo=I1 FI*FO>
2T To+I't 2I
Mit o = (2 lasst sich der Ausdruck vereinfachen zu
1 — 2\ ,—jk1b
BB, = L 0)e (24)

1 — a26—2jk1b
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