Felder und Wellen 1/20] Klausur F14

Aufgabe 1 (16 Punkte)
Gegeben ist folgende kugelsymmetrische Anordnung:

Die einzelnen Raumbereiche weisen dabei folgende Raumladiamgen, Leithhigkeiten und Di-
elektrizitatskonstanten auf.

0<r<a: Q:2Q0:—§ k=0 €=¢
0
2

a<r<b: o= k=0 €= 3¢
b<r<c: o= K=00 €=¢
c<r<oo: p=0 k=0 €e=¢

a) Berechnen Sie die elektrische Fetdke £ in Abhangigkeit vonr im Bereich von0 < r < b.

b) Die Raumladungsdichteim Bereicha < r < b soll nun in Abtangigkeit vom Radius so
geandert werden, so dass das dabei entstehende E:heldblangig vom Radius der inneren
Kugel wird. Bestimmen Sié/(r) und o(r) im Bereicha < r < b.

Wenn Sie kein Ergebnisif o(r) aus Aufgabenteil b) berechnet haben, rechnen Sie im Betieich
r < bmit p = py weiter.

c) Berechnen Sie die elektrische Feldtke £ in Abhangigkeit von- im Bereich vorh < r < oc.

d) Berechnen Sie das elektrostatische Potefitfa) im Bereichb < r < oo unter der Vorauset-
zung®(oo) = 0.

Hinweis: starten Sie bei der Berechnung des Potentials bei r=
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Losung 1 (16 Punkte)

a) Elektrisches Feld: Satz von Gauss

]{Edf:/gdv

KugelsymmetrieZ = E,(r)é,

r 2T

//eE r°sin(©) dO dd = ///,07“’2 sin(©) dO© d® dr’

4 - eBur® = 4 - /pr'2 dr’

0<r<a:
A - B, r? = 47r-/2p0 B2 dr!
i
0
1 T
= d4n 2’)—3{—7«6}
o L6 1o
Po 4
= FE, = g
3rieo
a<r<b:
A - eE,r? = 47 / 229055 gy 4 47 . /pr’gdr
re
0 0 a
4 r(2)EOE 2 4 Po 6 4 13T
W'W ST = 7r-33a+ T Po §T )
2
4 mET2 = 47r-ﬂa + 47 - @(rg—a‘%)
3r2 3rd 3
2
4w-%ET _ 47r.;700a +dr %(r?’—cﬁ)

3 6 3
T a a
+5 = 2(5+5-5)

€o

b) Das E-Feld soll unalé@gig vona sein:
a<r<b:

AT - eB,r? = 47?-/2[)—27“’5 dr'+47r-/ﬂ(7")7“'2 dr'
To
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Der konstante Faktor A muss kompensiert werden.d9rim A kompensieren zudnnen wird
p(r) zunachst zy(r) = kper® gewahlt

4 - B = Ar / po > dr’ + 4 - /k?,Oo’f”E’ dr’
o
4W@E 72 — 41 - pOa Yk 17,,6 r
32 " 33 3 Po 6 |,
47'@517"2 = 47r.p0 + 47 kpo(r6_a6)
37‘2 " 37’0 6

Es ist leicht ersichtlich, dass Aif k = 2 verschwindets p = 2 por?
0 0

4m ;()EOE P2 = 4. P08 + 47 - Po (rﬁ—a6)

3’1“8 37’3
= F = %T(S
c)b<r<ec:
= E. = 0 (idealer Leiter) x = oo
c<r<oo:
a b
Am - eBr? = 47T'/ 90115 gyt + 4 - / 9L0,15 gyt
ro r3
1 b
At - eoEr? = 4m- &a + A - pg ~ 0
— 4. &a + 4 - p0b6 A Poag
3740 3T0 37’0
£o 6
= E, b
3riegr?

Alternative Losung tir o = py:

c<r<oo:

b
Ar - eBr? = 4. /2/)_27"'5 dr' + 4m - /POT’2 dr’
T

1 b
AT - e Er® = 47T'3p_7~03a6+47r-po {57‘3]1
PO ¢ Po,3 Po 3
= 47— 4 - —=b 4 - —
T 3T8a + 3 3a
6
=B = 2l a?)
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d) Berechnung vor(r) :

c<r <o

B(oo) — B(r) = — / E.()dr’

Po 6 7./
) =0 b°d
(r) +/3r360r/2 r

T

sl
= |—=5—
3roeor |,

S
3ryeor
Das Potential an der Stelle= c ist:
£o 6
d(c) = b
(c) 3riegc
Alternative Losung fir o = py:
2(0) = L7+ L )
= — —a
3epC r3
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

Gegeben sei die oben dargestellte Kreisscheibe mit dem ®&dimnd einem Loch mit dem Radius
a in der Mitte. Die Scheibe sei unendliclirh und hat eine homogen verteilte positive Laduhtg.
Das Koordinatensystem ist rechéstiig, der Ursprung liegt im Zentrum der Kreisscheibe urd:di
Achse verauft senkrecht nach oben durch die Scheibe.

a) Berechnen Sie das durch die Scheibe verursachte eléktfsutentialbs(z) auf derz-Achse
mit Hilfe des GouLomB-Integrals. Das Potentidls(z) ist so normiert, dass es im Unendlichen
zu Null wird (®s(o0) = 0). Starten Sie Ihre Berechnung mit der Bestimmung daclénla-
dungsdichter, die sich aus der Gesamtladung) ergibt.

b) Berechnen Sie das elektrische F&lduf derz-Achse aus dem Potentidl(z).

Die Anordnung wird nun erweitert. Im Abstarmdvird ober- und unterhalb der Kreisscheibe jeweils
eine Kugel mit der Ladung%@ platziert. Die Kugeln knnen als Punktladungen aufgefasst werden.

c) Berechnen Sie das elektrische Féidder beiden Kugeln separat mit Hilfe des Satzes von
GAUSS.

d) Berechnen Sie aus dem elektrischen Hetths zugetrige Potentiafp ;- flr die beiden Kugeln.
Das Potential ist so normiert, dass es im Unendlichen zuWiuoll (P (co) = 0). Geben Sie
die Losung in kartesischen Koordinaten an, deren Ursprung urehtiarung bereits in den
vorherigen Aufgabenteilen a) und b) definiert wurde.

Hinweis: Berechnen Sie das Feld und das Potential in den Aefgailen c) und d) unter der An-
nahme, die Kugeln bahden sich im Ursprung und verschieben SieAufabenteil d) Ihre bsung
anschlieBend auf derAchse in den kartesischen Koordinaten!

e) Bestimmen Sie den Weriiif a, bei dem im Ursprungi{ = (0,0, 0)) das Gesamtpotential zu
Null wird (®,cs0m: = 0), unter der Voraussetzung, da®s= 2a entspricht.
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Losung 2 (16 Punkte)

a) Berechnung des Potentials mit Hilfe CouLomMB-Integrals
Das VWolumenintegralifr die Bestimmung des Potentials ist gegeben durch:

@(f’):ﬁ/// ’75(_2’(1@'. (1)

Fur eine unendlich @nne Scheibe vereinfacht sich das Integral zu einéHdnintegral zu:

2s(7) = 471Te // |73—(727|df/‘ @

Die Flachenladungsdichte berechnet sich durch:

_ Q

Ein infinitesimal kleines Flchenelementkst alsif’ = ' - dy’ dr’ ausdiicken. Far einen belie-
bigen Punkt auf der-Achse hsst sich der Ausdrudk — | schreiben al§”— | = V22 + /%,
damit ergibt sichiir das Integral:

R 27

)= o // 7
" 4re V22 4+ 72
a O

g (2 do'dr’. 4)

Da das Potential nicht vom Winkel abhangig ist, vereinfacht es sich zu:

o r!
Og(2) = — | —— ar’
s () 2e / Ve

a

g R
:%[WL o
=5 VAT - VET
— 2m,<§2_a2) : [\/22+R2_\/22+a2 .

b) Berechnung des elektrischen Feldes

Das elektrische Feld |asst durch Gradientenbildung des Potentials berechinen—grad ®.
Aufgrund der symmetrischen Anordnung ist das elektrischlel E nur von derz-Richtung

abhangig:
- d
E(Z) :_216.% [\/22+R2—\/z2+a2] €,
o 1 1 -
= —— - Z - < — ) ez (6)
2e V22 +R2 V22 +a?

Q 1 1 .
= - Z — €.
2em (R2 — CLQ) \/22 +G2 \/22 +R2
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c) Berechnung der Kugelfelder mit Hilfe des Satzesvon GAUSS

Das elektrische Feld einer kugelbrmigen Punktladungabst sich durchf Edf = ¢ aus-
driicken. Far eine Kugel ergibt sich daraus:

2r
//Er2 sin () didp = — ¢
00

2
E [27r* (— cos (ﬁ))]g = —% (7)
E - 4nr? = —%
_Q
8rr2e’

d) Bestimmung des elektrischen Potentials aus dem elektrischen Feld
Durch Integration des elektrischen Feldesasst sich das Potential bestimmen:

1

Dy (1) — Br (1r2) = —/Ed§

@K(m)—®K(T):—/Ed§

0 ) ®)
0— Pk (r)=— / ————dr < F aus Aufgabenteil )
&mrr'“e
Q [o¢]
—P —
i (7) [87r€7“’ .
Q
d = — )
x(r) &mer
Ersetzt man = /22 + y? + 22, so erfalt man®x in kartesischen Koordinaten:
(I)K (xvya Z) = Q (9)

_87r5\/x2 + 2422
Die Verschiebung umh der Kugeln auf det-Achse fihrt auf:
Q

87T6\/x2 + 2+ (zFb)?
e) Bestimmung des L ochdurchmessersa
Beixz =0,y =0, z=0undR = 2a gilt fUr die einzelnen Potentiale:
Q
Py (0) = ——— - (V4a2 — Va2
s (0) 27e (3a?) ( “ \/a_>
pr— Q . a
6mrea?
(11)
B (0,0,0) = —— 9
8me/(Fb)?
Q

 8meb’
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Fur das Gesamtpotentiadst sich schreiben:

CI)gesamt = (I)S (O) +2- q)K (0’ 0, O) ; 0

Q 20
6rea  8meb
1 9 (12)
6a  8b
2
= —b.
“73
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben sei ein Ring mit dem Radiwssiehe Abbildungll. Der Mittelpunkt des Ringes befindet
sich an der Stell€0, 0, z.)". Dieser Ring sei mit der gleichaRig verteilten elektrischen Laduidy
geladen und dreht sich mit der Frequehim mathematisch positiver Richtung um diéAchse.

z

Abbildung 1: Homogen geladener Ring, der sich mit der Fregyfeim diez-Achse dreht.

a) In welche der Richtungetk, €, €. muss die magnetische Feldste auf derz-Achse fir die
oben beschriebene Anordung zeigen? Baden Sie ohne Rechnung!

b) Berechnen Sie die durch den rotierenden Ring entstehengieetigeche Feldarke entlang der
z-Achse.

Im Folgenden dreht sich nun ein Zylinder deirige2/, dem Radius: und dem Zylindermittelpunkt
(0,0,0)" mit der Frequenz in mathematisch positiver Richtung um dieAchse, siehe Abbildung
[2.. Hierbei sei auch der Zylinder mit der Ladu€@ggleichnmaRig verteilt geladen.

Z

Abbildung 2: Homogen geladener Zylinder, der sich mit dexfelenzf um diez-Achse dreht.

c) Berechnen Sie die durch den Zylinder entstehende maghett®ldsirke entlang der-Achse.

Hinweise:
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e Stellen Sie den Zylinder als infinitesimal kleine Ringe:#Richtung dar.

/ 1 p x
[ Xr =
(22 + ¢)*? cVri+c
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Losung 3 (16 Punkte)

a) Auf der z-Achse bleibt aus Symmetriggrden nur eine Feldtke in z-Richtungiibrig, die
anderen Feldkomponenten heben sich auf.

b) Durch die Rotation des Ringes mit der Frequérentsteht ein Kreisstrom.

1=Q-f

Dieser Kreisstrom erzeugt nach dem Gesetz von Biot-Sauggride magnetische Flussdichte.

o LS 0 a

, I [ d&' x (F—7
B(f):“—/—sq“;;)f: 0] und# = | ¢
4 ’r—r’| » ~
S T

_ QS a* 2
2 (a2 (2= 29"

B(r)

Hieraus resultiert die magnetische Fefake:

5o Qf a? ,
H<T) - 7 (CL2 + (Z _ Zr)2)3/262
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c) Der Zylinder wird nun in infinitesimal kleine Ringe der Beeitz, unterteilt. Jeder Ring &gt
dabei die Ladun@)%. Somit ergibt sichilir jeden Ring folgender Kreisstrom.

dz,
21

Al = Q—- - f

Mittels des Superpositionsprinzips kann nun die magnatisdussdichte berechnet werden.

0

dz
dB (7) = e, dI = " . fund7= [0
P “at ()

t=2z—z = dt = —dz,

= Qf z41 z—1 .
B =55 - ‘.
( a?+ (z + l)2) ( a?+ (z — l)2>
Hieraus resultiert die magnetische Fefake:
- . Qf z41 z—1 .
H(F) = o - e,
( a?+ (z + l)2> < a?+ (z — l)2>
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

a) Das magnetische Vektorpotential eines Hertzschen Blpate:

N

- Aze_;

A

Il .
L= Z? exp{j(wt — kor)}

r’ =2+ y* +2°

N

Stellen Sie das Vektorpotentiﬁ in Kugelkoordinaten dar. Berechnen Sie aus dem Vektorpo-
tential A die magnetische Feldske H des Hertzschen Dipols. Nutzen Sie dabei dé&Brung
fur das Fernfeldyr < 1. Geben Sie nur die im Fernfeld dominierenden Terme an.

b) Gegeben sei nun eine lineare Dipolantenne diérd2h.

Die von z ablangige Stromverteilung lautet:
2
I = Iysin (—W(h - |zy))
A
Das Fernfeld eines infinitesimal kleinen Dipols ist:

1 )
dEy = —1sin O%ej(wt’kr)dl
dme cgr

Berechnen Sie das Fernfeldrfgrof3e r. Beachten Sie, dass die Amplitude des Stroms:von
abhangt und dass im Phasenterm mit zunehmenden z ein Weguméslae- zu beficksichti-
gen ist.

Hinweis:

2 (cos (ab cosZ(’y)) — cos ab)

b
/ sin (a(b — |x])) cos (ax cos(7y)) + jsin (axcos(y)) dx = :
J sin”(7)

T
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c) Skizzieren Sie die Richtcharakteristii(¢) der Dipolantenneifr » = 2 in die vorbereitete
Abbildung.

d) Wie ve@ndert sich die Richtcharakteristik aus Aufgabe c, wenn dieeAne auf bis zu eine
Lange vom. = )\ verlangert wird? Beschreiben Sie qualitativ.
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Losung 4 (16 Punkte)

a) Das magnetische Vektorpotentifilautet in Kugelkoordinaten:

A= A, (cos(0)é. — sin(h)és)

Die magnetische Feldstke lautet:

H= %rotAz (cos(f)é, — sin(0)ep)

Nach Einsetzen vod , aus der Aufgabenstellung kommt man auf:

(1 +—]k0r)8,

-l
H = —exp{j(wt — kor} in(6)ég

Am

Mit der Naherung:yr < 1 fur das Fernfeld bleibt der dominierende Tdilbrig:

.l _ gko . o
H= 1. EP {j(wt — kor} Tsm(é’)%

b) Da der Dipol inz-Richtung zeigt, gilt folgender Ansatz:

h

1 - /
Ey = / - (:/ in (k(h —|2])) /@) sin fdz
e cir
z=—h

Fur groRRer gilt % ~ rl jedoch muss beim Phasenterm der Wegunterschied genautdteach
werden. r gro3er sind die Strahlem unds’ parallel und es gilt:

r =r—zcosf

Damit lasst sich das Integral umformen zu:

h

I
Ey = 4728 cc: sin 0 / sin (k(h — |z|)) e @t—krihzcosd) g,
z=—h
; h
—Oi sin fe (Wi—k) / sin (k(h — |2])) /% °%d
dre r
z=—h
L) w

— —— sin fe/@tF)
~ dre cir

k“‘sr

sin (k(h —|z])) (cos (kz cos @) + jsin (kz cos0)) dz

Z=—
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Mit dem Hinweis aus der Aufgabenstellung kommt man auf:

B - 1y w iy ged(wt—kr) €O (khcos@) — coskh
° 7 orecir sin? 6

lo W it cos (khcosf) — coskh
=_——-¢
2me r sin 0

c) Furdie Richtcharakteristik ist nur dieAbhangigkeit von Interesse:

(cos (kh cos 0) — cos kh)®

sin’ @

S ~

d) Die Richtcharakteristils(6) der Dipolantenneifr h = 3:

e) Die Anzahl der Hauptkeulen eyht sich. Bei einer Antenne defahgeh = ) sind es vier. Wo
bei einer Antenne derdngeh = 4 das Maximum der Richtcharakteristik lag, bilden sidh f
die Langeh = )\ die Nullstellen der Richtcharakteristik aus.
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Eine ebene elektromagnetische Wel/lle 1*) mit der Frequenz und dem H-Feldd . trifft unter
einem WileIae auf eine Grenzéiche bekz = 0 zu einem ideal leitenden Medium. Die reflektierte
Welle seiH;,.. Im freien Raum sei = ¢, im ganzen Raum gelte die Permeahiijt.

y z y z
Welle 1 z=0 Welle 2 z=0

Fur das H-Feld sei die Amplitudd,,. bekannt. Es gilt:

ﬁle = H,, ej(wtfk(sin(ae)xqtcos(ae) z))e—»y

ﬁlr _ le ej(wtfk(sin(ar)xfcos(ar) z))e—-‘y

a) Bestimmen Sieifr Welle 1 mit Hilfe der Maxwellgleichungen die zur hinlanfen und zur
ricklaufenden Welle gefigen elektrischen Feldér;. und E;,. in Abhangigkeit vonH,. bzw.
Hy,.

b) Bestimmen Sieifr Welle 1 den Reflexionswinkel, sowie die Amplituden derircklaufen-
den Welle! Geben Sie die elektrischen und magnetischereFdiet ficklaufenden Welle in
Abhangigkeit vonH,, an!

Hinweis: Uberlegen Sie, welche Greraéhenbedingung im Falle eines idealen Leiters geeignet
ist!

c) Berechnen Sie an der Grerathe ¢ = 0) fur Welle 1 den komplexen Poynting-Vektor der
Uberlagerung von hin- undicklaufender Welle! In welche Richtung wird Wirkleistuiigert-
ragen?

d) Nun wird der oben betrachteten Welle 1 eine weitere ebezlle\(\Welle 2*) Uberlagert, deren
Phase durch beschrieben ist. Diese Wellallt ebenfalls im Winkek, ein und wird reflektiert,
so dass das elektrische Feld der hinlaufenden uoklaufenden Welle wie folgt lauten:

EQ@ _ E2e ej(wt—k(sin(ae) x+cos(ae) z))€j¢>é»y

By = —FE, eI (Wi—h(sin(ac) z—cos(ac) 2)) pid g

Berechnen Sie mittels der Gleichuhg= \/%é’k x E das zUE,, getbrige Magnetfeld! Hierbei
beschreibg), den Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung der Welle.
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e) Wie miissen die Amplitudé?,. und der Phasenwinkel gew&hlt werden, damit di&Jberlage-
rung der beiden hinlaufenden Wellen eine rein zirkular psierte Welle darstellt?
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Losung 5 (16 Punkte)

a) Mit der Maxwellgleichung

rotl‘_jle = 516 = jwsﬁle

ergibt sich
rot ﬁle _ _é»leeej(wtfk(sin(ae) z+cos(ae) 2)) (—jk coS CVe)
+gz Hleej(wtfk(sin(ae) z+cos(ae) z)) <_]k sin Oée)
_ ijleej(wt—k(sin(ae) z+cos(ae) 2)) (COS aegm — sin Oéeéz)
- k . .
Ele _ v Hlee](wt—k(sm(ae) z+cos(ae) 2)) (COS aegm — sin aegz
we
:\/E

Analog berechnet mah), zu

Eh. = \/Eﬂlrej(“’tk(sm(o"“)xcos(“r) Z))(— COS (€, — Sin . €,)
5

b) An einem idealen Leiter flieBen beim Auftreffen eines &iskhen Feldes unbekannte Ober-
flachenstime. Daher ist die Grenaithenbedingundif das elektrische Feld zu benutzén (,; =
Ei..o—0 IM idealen Leiter)! Das elektrische Feld besteht aus esrggentialen x-Komponente
und einer normalen z-Komponente. An der Grenze ist0.

Ele,tan + Elr,tan =0
Eleﬂ: + Elr,x =0

\/EHleej(wtksin(ae)x) cos ar, = \/Eleej(wtksin(ar) x) cos a,
€ €

Nach Division gemeinsam enthaltener Faktoren vereinfsichtdies zu

Hlee_]ksm(ae) T oS (g — Hye dksin(en)® o q = ()

Diese Gleichung kann — unadhgig von den Koeffizienten — nuiifa, = «,. erfullt sein. Dann
folgt auch direktH,, = Hy,.

Somit ergeben sich die Felder décklaufenden Welle zu

Elr = \/EHleej(”tk(Sin(%)xCOS(ae) 2)) (— CcOS (€, — sin a.€)
€

I——_ilr — Hy, ej(wt—k(sin(ae) x—cos(ae) z))gy



Felder und Wellen 20120 Klausur F14

c) Der komplexe Poyntingvektor daberlagerten Felder ist
gges: (Ele + Elr) X (ﬁle + ﬁlr)*

L o . . .
— \/jHle(ej(“’t ksm(o‘e)”)(cos €y — SIN Q. €))
5

+ ¢f(wt—ksin(ac) z) (— COS Q€ — Sin @ €))

X Hleé’y(ej(wt—ksin(ae)x) +ej(wt—ksin(ae)x))*

_ Koo . > j(wt—ksin(ae) z) j(wt—k sin(ae) ) \*
2/ H ) 2)Ese’ 2¢/
\/: 1osin(ae) x)eze (2e )

= 4\/EH12€ sin(a.) z)é,
£

Wirkleistung wird also nur in x-Richtungbertragen.

d)

—

£ — — y — in 1h =
Hy, = \/;(sin €l + COS (1€)X Flg, 7@ k(s (O‘e)”cos(o‘e)z))emey
= \/EEgeej¢(sin €, — COs (8, )¢l Wimk(sin(ae) etcos(ac) 2))
1

e) Die Amplituden niissen gleich sein, d.lt,, = F,. = \/%Hle. Zudem niissen die parallel

und die senkrecht polarisierte Komponente der Wellen/t\phasenverschoben sein, dgh—
+7/2.
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