Felder und Wellen 1/19 Klausur F15

Aufgabe 1 (16 Punkte)
Hinweis Die Aufgabenteile c) & d) &nnen unabéingig voneinander und von a) & b) gst werden.

Gegeben ist folgende im Koordinatenursprung zentriettigelsymmetrische Anordnung mit der Ge-
samtladungy ;.

Furr. <r <oogeltexk =0,e =¢yundp = 0.
Ferner weisen die einzelnen Kugelschalen folgende Chaistita auf:

0§T<T(z: Q:??? KJIO =&y E:2QE_OOT6€—‘ D_???
re <r<m,: 0=p9 K=0 :%“r% E =777 D =777
TbSTSTCI Q:777 K=00 € =¢g E =772 D =772

a) Berechnen Sie die unbekannterden im Bereicl) < r < r..

b) Berechnen Sie die Gesamtladunggnund Q. sowie die Fachenladungsdichen, und .. auf
den beiden Kugelobe#then bet = r, undr = r..

Die Anordnung wird nun mit einem im Koordinatenursprungtzenten und entlang der Koordina-
tenachsen ausgerichteteruviel der Kanterange2! (I > r.) umschlossen, siehe Abbildung.
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c) Berechnen Sie den Flugs; des elektrischen Feldes der geladenen, kugelsymmetnigohe
ordnung aus a) durch die Obé&dhe der Wirfelseite beix, y, z) = (0,[,0). Nutzen Sie karte-
sische Koordinaten. Wie grol3 ist der Fluss durch die O des gesamteniiifels?
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. . . d
Hinweis1: [ % = sty

. . d 1 -1 b2 —qa? 2 2
Hinweis2: [ (x2+a2)(;2+b2)1/2 = a7z tan <§ —Emzﬁ,z%), b >a

Der Wurfel wird nun entlang der-Achse uma = 30° im Uhrzeigersinn gekippt, siehe Abbildung.
Der Raum aufRerhalb desiWels wird mit einem Dielektrikum der unbekannten Dielektatszahl
g9 gefullt.

d) Wie muss:; gewahlt werden, damit dag-Feld entlang der positivemrAchse beim Eintritt in
das Dielektrikum eine Richtungaderung um5° erfahrt?



Felder und Wellen 3119 Klausur F15
Losung 1 (16 Punkte)
a)0<r<r,:
Materialgleichung:
D = ¢-E
_ L @6
0 250 T
00 6 -
=D = = -
2
Satz von Gauss (differentielle Form):
0 divD
=g D)
2 Or (7“ 9 " )
= o(r) 4oor°
Tg ST < Tyt
Kugelsymmetrie:
E.(r)-eé.
Satz von Gauss (integrale Form):
%ﬁdf /de
2r W r 2Tt W
//5 E, - r*sin(¥) dd dyp ///Q(T/> "% sin(d) d9 d dr’!
0 0 0 0 O
4rr? - eE, 4rr - / o(r') - dr’
0
4rr? %ET 477 - /4907“’5 " dr’ + / oo - dr’
r
0 Ta
4W%ET Anl2 (3r,° + 207 — 2r?)
Qi
=B = 260 +28 -2,
10}
=D, = cE, =2 (3r,% + 2% — 21,%)

672
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Tp S r S Te t
idealer Leiter £ = o0):

= FE, =0 D,=0 0=0

b) Ansatziber Influenzladung auf den Obédhen des idealen Leiters, da sich die gesamte La-
dung der Anordnung im Bereich< r.. befindet. Aus Aufgabenteil a) folgt:

Q= —Qil,_,
4
= — 7r690 . (3ra8 + 213 — 2ra3)

Qc = _Qb

= —1—47;@0 (3ra8 + 213 — 27”(13)

Mit o = @/ A folgt fur die FEchenladungsdichten auf den Kugelolzafiien bei, undr,:
Qo

4yl
= —% . (3ra8 + 27";,3 — 2ra3)
b

Qe
Arr?
Qo
612

op(r=rmy) =

= + . (3ra8 + 21 — 2ra3)

C) Das E-Feld auRerhalb einer kugelsymmetrischen Ladungswvenigiist gleich dem Punktla-
dungsfeld der im Kugelmittelpunkt zentrierten Gesamtiagu

Transformation in kartesische Koordinaten:

R Qges -
E = 1 5 €r
TEQT
o Qges (xe} +yé, + z@)
- 2
dmegr r /T2 R?

Qges ‘ €y + Y€y + 2€,
ey (22 +y? + 22)3/2

Betrachtet wird die Wirfelseite beiz, y, z) = (0,1,0), d.h.y =l unddf = €y - drdz.
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Elektrischer Fluss:
dp = 7{ Edf
I 1

Qges // l
_ g dzd
4meg (22 412 + 22)3/2 =

-1 -l
l

_ Qges | [ / <
dmeg (22 +12) (22 + 12 + 22)1/2
i
!

l

dx

z=—1

Qges 21

= - d
drey / (@2 + 2) (22 + 2i2) 127"
-1

Qges 5 |1 Lz 12
— Xges 2|2 g Sl B
210 2T @22

1

2meg meg 6

Qges
660

Aus Symmetrié@berlegungen folgt der Fluss durch den gesamténf&Vals Summe der einzel-
nen Flisse durch die \itfelseiten zubp 4os = 6 - P = Qges

€0

l

r=-—1

= oy =

d) Tangential- und Normalkomponenten:
Ey = E,.-cos(60°)
E. = E, - sin(60°)

An der ladungsfreien Grenaithe folgt:
1
Eyp = En= §Er
En2 = —Lm1 = __Er
g

Zusammenfassung dg+ undz—Anteile:
Eyp = E,3sin(60°) 4+ Eys cos(60°)

1 &1
= —|3—+1)E,
4 < €9 + )

E.» = —E,3c08(60°) + Esin(60°)
e (1 _ 5_1) E,
4 E9

Fur die gewiinschte Ablenkung muss gelté), < E.,d.h.:
381 L V3 (1 _ i)

E9 €9
= E9 = (3—|—2\/§)50
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Aufgabe 2 (16 Punkte)
Gegeben ist ein Zylinderkondensator.

Die innere Elektrode des Kondensators befinde sichibailie aul3ere Elektrode béi,. Beide Elek-
troden besitzen unendlich hohe Laktigkeit. Der Zwischenraum ist mit einem Dielektrikum metrd
Dielektrizitate = ¢, und der konstanten Leg&higkeit vons = xq # 0 gefullt.

a) Berechnen Sie mittels der Gleichung
Por ST gradf =0
£ K S
die Raumladungsdichte zwischen beiden Zylindern.

b) Berechnen Sie das elektrische Feld zwischen beiden &ylinals Funktion der Gesamtladung
Q; auf dem inneren Zylinder.

Von nun an sei die Lei#fhigkeit des Dielektrikums im Zwischenraum radiusandig: < = “OTRO. Die
angeschlossene Stromquelle liefert einen konstantemStee 7, der durch den Kondensator flief3t.

c) Berechnen Sie die Stromdichie-) in Abhangigkeit vonl,,.

d) Wie ve@ndert sich die Raumladungsdichte zwischen den beiden Zylindern mit dem neuen
Dielektrikum. Geben Siev in Abhangigkeit des Stromg, an.

e) Bestimmen Sie das Skalarpotentigl) im BereichR; < r < R,. Das Potential deaulRe-
ren Elektrode sei gleich Nulll{(R,) = 0). Berechnen Sie zészlich den Widerstand des
Zylinderkondensators.
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Losung 2 (16 Punkte)

k
a) k = const und e = const = grad— =0 = 0=0
9

b) Esgilt]{ ﬁdf:/ o0 dv
V) v

Der innere Zylinder trage die Ladun@;. Aus Symmetrieginden gilt D= Dgr(R) - ér Da
der Zwischenraum feldfrei ist, gilt:

Qi:]{ Ddf=Dg(R) - 21 (R
(V)

Qi
= DrlR) = 2 ¢ R
Qi = Qi
E = % s F=_ ¥
= R(R) 2r ¢ R €0 = 27 ¢ R o R

c) Ansatz:l = [ jdf

Der Gesamtstrom durch jede Zylindétte zwischenR; und R, betiagt/y. Aufgrund der Sym-
metrie besitzg nur eine radiale Komponente.

©=01=0

2w L
Ioz//jr(r)rdldgp:%rrLjr(r)
Iy

Jr(T)

- 2mrL

d) Die Raumladungsdichte im Dielektrikum kaiiber divD = p bestimmt werden.

D,(r) =

o ]050 r
T onrl KkoRo
o )

N 27TLI€0R0

p(r) = div D
10 Toyeo
= 7 0r 2rLrgR,
. Togo
~ 2wLkoRyr
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e) Ansatz:® = — [ Ed3

T

@@-@@@:—/Ewmw

=0 Ry
J— ]O / '
= — |7
27TLI{0R0 R,
Io
=——" (R, —
27TLI€0R0( T)

Widerstand berechnen

U
R==
I

Spannund’/ aus Potentialdifferenz.

U= ®(R;) — P(Ra)
Iy

B 27TLI€0R0 (Ra B Rl)

o Ra - R'L
N 27TL/€0R0
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

y‘ g g

ArS 2b A2

o
/ Ty 1/2 5b
0 O
z Leiterschleife
I, t]

* *
4 4
& &
~ ~

8Y

Zwei unendlich lange, gerade Linienleiter, A\, verlaufen parallel zug-Achse in dercz-Ebene, wie
im Bild dargestellt. Der Betrag des konstanten Stromes imjeldeiter seil. Die Leiterschleife sei
zunachst noch nicht da.

a) Fir welchen Stromt+1 oder—1 im Leiter \, existiert im Raum eirf/-Feld freier Ort?
Wo befindet sich der Ort, und warum existiert dort k&ipFeld?
Hinweis: Orte im Unendlichen sind nicht zu betrachten.

Nun sei der Strom-7 im Leiter \,.

b) Bestimmen Sie die Komponenté#,, H,,, H, der magnetischen Feldske [/ zwischen den
Leitern im Bereichh < x < 5b in der Ebeng; = 0.

c) Skizzieren Sie qualitativ den Verlauf des Betrags der raigchen Feldsirke (IF[]) auf der
x-Achse fir die drei Bereiche < b, b<x <5b und z > 5b.

Zwischen beiden Leitern liegt nun in dee-Ebene im Abstand, vom Koordinatenursprun@ ei-
ne rechteckige, unterbrochene Leiterschleife diandel und der Breite2b. Die Langsseitenl) der
Schleife liegen parallel zu den beiden stramfenden Leitern\; und \,.

d) Berechnen Sie den magnetischen Flis$z,) durch die Leiterschleifelir b < xy < 3b.
Hinweise:
- Im Raum sei die Permeabdit;, = 1.
-loga —log g = log § fura > 0,8 > 0odera < 0,3 < 0.

e) Wie grol3 ist der magnetische Flubg(z, = 2b) durch die Leiterschleife? Warum?
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Losung 3 (16 Punkte)

yA g g

P | P
b 3b 5
2 H(X,)
I > +1I ,
& H(X,) 2

8Y

*
&
*

*
*
~

a) Da die Stbme durch die LeiteA; und A\, betragsraf3ig gleich grof3 sind kann nur zwischen

b)

beiden Leitern eind feldfreier Ort entstehen. Bedingung ist higrfdass died-Felder sich
gegenseitig aufheben. Bei der eingezeichneten Oriengetaa Stromahlpfeils von Leiter\,
muss der Strom- flieRen damit sich die Felder aufheben.

Losung Strom: —1,;

Dies wird besser ersichtlich, wenn man diaghfpfeilrichtung von Leiter\, umkehrt. Damit
andert sich auch das Vorzeichen des Stromes in Laiteiu +1. AnschlieRende Anwendung
derrechten Hand-Regelfuihrt zu obiger Skizze.

Man erkennt die Symmetrie der Anordnung mit den entgegmglegerichteted?-Feldlinien
zwischen den Leitern. Da beide &tne vom Betrag her identisch sind hebt sich das Feld genau
in der Mitte der beiden Leiter(= 3b) auf derzz-Ebene auf.

L osung feldfreier Raum: .
Gerade (z = 3b,y = 0, z) weil sich dort die H-Felder gegenseitig aufheben

Die Feldlinien verlaufen in konzentrischen Kreisen um stromdurchflossenen Leitér und
A2. Da die Leiter selbst in derz—Ebene {§ = 0) liegen, besitz dag/-Feld in derxz—Ebene
nur eine,-KomponenteH, = H, = 0.

Berechnung vonH,:
Fur den stromdurchflossenen Leiter gilt das Durchflutungsiges

/ﬁ-dé:] (1)
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Die allgemeine bsung in Zylinderkoordinaten (Leiter im Zentrum des Zyknsl lautet):

2 H’T 0

:/ H, |- |rde | = Hy2nr (2)
s H, 0
Somit:
I
H, = — 3
%(T) oy (3)

Anpassung der Zylinderkoordinatésung auf die kartesischen Koordinaten:
I. Leiter \;:

Im Bereichb < x < 5b verlaufen die Feldlinien in der Ebeme= 0 in positive y-Richtung. Die
Positionz = b entspricht- = 0. Dieser Offset muss biécksichtigt werden:

Hyp(2) = =6, 4)

II. Leiter \,:

Im Bereichb < x < 5b verlaufen die Feldlinien in der Ebene= 0 in negativey-Richtung.
Die Positionz = 5b entsprichtr = 0. Dieser Offset muss bécksichtigt werden:

H - L g=—- &
wel®) = S S T T ®)

I1l. Summe der H-Felder:

o) = By (@) 4 Fonse) = - (s + o ) ©

Losung: H, = H, =0. Hy(r) = % <(;b) + —(m—l5b))

N.B.:
Kontrolle feldfreier Raum aus Aufgabe a) bei= 3b liefert: H,(3b) = L (4 + =) =0
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c) Da der Betrag der Feldske zu skizzieren ist muss der Verlauf spiegelsymmetrsssh, da
beide Leiter betragsafiig die selbe Feldstke verursachen. Die Spiegelache muss dueh3b
gehen, da hier das Feld zu O wird. In den Bereichenb undz > 5b zeigt die Feldsirke den
klassischen 1/r Abfall. Dieser ist auch im Zwischen-Bereich b < 5b gegeben nur mit der
Randbedingung, dass bei= 3b das Feld zw werden muss.

[H

8 Y

b 3b 5b

d) Allgemein berechnet sich der magenetische Eilyfdurch eine Fhche A zu:

@m://édh 7)
A

0
B = - (Hy(x)) : (8)
0

Die Feldsarke ist entlang-Position konstant. Daher muss nur entlang détchse integriert
werden. Er den differentiellen Flchenvektor folgt:

0
dA=1-dz-€, = (z) dz. (9)
0

Somit ertalt man fir den magnetischen Fluss durch die Leiterschléifé & =, < 3b:

xo0+2b 0 0 I xo+2b ) ]
_ Mo
D, (o) = / i (Hyéx)) : ((l)) dx = o / =) + (z —50) dx. (10)

zo

mit
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Der mathematischen Formelsammlung entnimmt nfar:- = In(z — a). Dies fihrt zu

D, (zg) = poll [In(z — b) + In(z — 5b)]"° % (11)

21 o

_ “gi L (o + B) — In(zo — b) + In(ay — 3b) — In(zo — 5B)) . (12)

Zusammenfassen der Logarithmen wie im Hinweis gegebesriigann die
LOosung:

/,Lol[ Io—l-b .T}O—3b
D, = 1 1 . 13
(1'0) 2 (n$0—b+n$0—5b ( )

e) Losungsweg I:Nachdenken und Veihdnis
Fur zo = 2b liegt die Schleife mittig zwischen den beiden Leitern. eeit; und\; verursachen
im BereichO < x < 5b betragsmlig den selben Flul3 aber mit entgegengesetzten Vorzeichen
LOsung:

O, (20 = 20) = 0. (14)

L dsungsweg Il:Berechnung mit bsung aus Aufgabenteil d.
xo = 2b einsetzen in Gleichung (1L3):

ol 1 2b+b 2b—3b
o =20) = 1 1 15
m(0 = 20) or (n2b—b+n2b—5b (15)
ILL()Z[ 1
= 1 In - 16
o <n3+ n3) (16)
pol I
= 5 (In3+1Inl1—1In3) (17)
T

= 0 (18)
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben sei ein Hohlleiter mit rechtegkinigen Querschnitt aus unendlich gut leitendem Material.
Die Kanten&ngen des Querschnitts seiemndb. Im Inneren des Hohlleiters befindet sich ein Vakuum
und es breitet sich einBE,,,,-Welle aus. br H, gelte

H, = H(z, y)ed Wi—ks2)

i

A

K >
b Y

a) Geben Sie die allgemeinen Randbedingungeeihen ideal leitenden Hohlleiter ﬁ@ichﬁ
und B an.

Geben Sie die Randbedingungém flasE-Feld und dasi-Feld an.
Geben Sie die Randbedingung tlas elektrische Feld d&tL,,,,-Welle an.
b) Die FunktionenH? = Asin k,xsin k,y und H? = B cos k,x cos k,y beschreiben jeweils ein

mbglichesﬁ-FeId im Leiterinneren. Welche der beiden Funktioneifilérflie Randbedingun-
gen und welche Werte sindifk, undk, erlaubt? Beginden Sie Ihre Antwort rechnerisch.

Hinweis
Twue — k2 Oy
' OH,
B, =—2r .
wlue — k2 Ox

c) Bestimmen Sielfr eine Frequenaz; die Wellenzahk, mit dem go3ten nbglichen Wert unter
Beruicksichtigung der Bsung aus Aufgabenteil b) und der Wellengleichung

02 H

Aﬁ—eu 5z = 0.

Geben Sie alle kglichen Losungen an.

d) Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeitind die Gruppengeschwindigkeﬁ% unter der
Annahme dag > a.
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Losung 4 (16 Punkte)

a) Randbedingungen
Die Tangentialkomponente van und die Normalkomponente vah verschwinden:
Exi@i=0 und B-ii=0, (19)

wobeiri der Normalenvektor auf die &the sei. Aul3erdem folgt aus der Annahme eines Vaku-
ums im Inneren des Hohlleiters, dass die Ausbreitungsgesdigkeit der Lichtgeschwindig-
keit entspricht = c.

E,0,y,2) = Ey(a,y,2) = E;(2,0,2) = Ey(x,b,2) =0, (20)

OH.(0,y) O0H.(a,y) OH.(v,0) OH.(z,b)
ox N ox N y N dy

Fur dieT E,,,,-Welle gilt: £, = 0.

= 0. (21)

b) Bestimmung vonk, und k,

Der richtige Ansatz ist! = B cos k,x cos k,y. Die Differentiation inz-Richtung ergibt mit
der Randbedingung aus Aufgabenteil a):

HO
w = — Bk, sin k,0 cos kyy =0, (22)
Xz
HO
—8 Za(a’ y) = — Bk, sin k,a cos kyy =0 = sinkza =0 (23)
X
k=" n=0,1,2,... (24)

a
In y-Richtung ergibt sich:

HO
W = — Bk, cos k,x sin k,0 =0, (25)
Y
H?(x,b
OH;(z,b) Za(x’ ) = — DBk, cos kyx sin kb =0=sink,b=0 (26)
Y
=k, = % m=0,12... (27)

unter der Bedingung das nicht gleichzeitig = 0 undn = 0 gilt, da sonst die Bedingung
divH # 0 verletzt wird.
c) Berechnung der Wellenzahlk,
Die Gleichung @ir H, lautet:
H, = Bcos %y cos L ped(wt=hsz) (28)
a
Aus der in der Aufgabenstellung gegebenen Wellengleicleugidpt sich somit:

0~ () - (5) -k

2 2
= k? = w’ue — (m) — (@) .
b a

(29)
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Die gro3tnbgliche Losung fir £, ergibt sich in Ablangigkeit vona und b unter folgenden
Bedingungen:

m=0,n=1,
(30)
m=1,n=0.

Die Bedingungen sind gekift an die Forderung aus Aufgabenteil b) das immer eine Kempo
nenten oderm ungleich Null sein muss!

Furm = 0 undn = 1 ergibt sich:
k? = w?pe — (E>2
z 1 a

— (31)
=k, = \/wine — (g) )

Furm = 1 undn = 0 ergibt sich:

N 2
k2 = 2 ue — (_)
S = WiueE b

2
=k, = | wipe — (%) :

(32)

Je nachdem ob grol3er ist al$ oder umgekehrt ergibt sich das entsprechende Ergebnis!

d) Phasen- und Gruppengeschwindigkeit bestimmen
Dab > a folgt aus den bsungen von Aufgabenteil cif & :
2
k. (b) > k. (a) = max (k,) = k.(b) = w%ue—»(%) . (33)
Fur die Phasengeschwindigk%i{ ergibt sich damit:
—c= - (34)
e = (5)°

d
k.
und fur die Gruppengeschwindigkeﬁﬂg resultiert:

2 \Jwe—(5)°
%:%z— b (35)

Vg = (%) B : (36)
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Vakuum Medium mitx > 0,¢, > 1

Eine elektromagenetische, ebene Welle breitet sich im Makin z-Richtung aus und trifft an der
Stellez = 0 auf ein leithiges Medium mik > 0 unde, > 1. Das Feld im leithhigen Medium wird
durch folgenden Ansatz beschrieben:

_ Eoej(wt—kz) 5x

_ j(wt—kz) >
= Hye €y

E
H
Hinweis Alle folgenden Aufgabenteile beziehen sich auf dasagige Medium.
a) Bestimmen Si& im Medium mit Hilfe der Wellengleichungif harmonische Vorgnge
AE—jw,umE—i—cﬂueE =0
b) Berechnen Sie mit Hilfe der Maxwellgleichung&fy als Funktion vonk.

c) Wie grol} ist der Betrag der Phasenverschiebung zwisbhemd E-Feld im Medium?

d) Das Material leitet sehr guk (> we).
Berechnen Sie die &herung @ir & und zerlegen Sié in seinen Real- und Imaganteil. Geben
Sie den Ausdruckifr dasE-Feld an.

. . . 1=y
Hinweis /—7 = —
- V2

e) Nach welcher Distanz im Medium hat die Strahlungsleguer Welle um -3dB abgenommen?
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Losung 5 (16 Punkte)

a)

9% E
022

— jwumﬁ + w2u€E =0

Angegebene@-FeId eingesetzt:

= k%= —jwuk + wue

JjK
k= wy/ 1—=—
WVHE we
b) Berechnung voiii:
q o B
rotlyh = ———
ot
- 0E, , b—ks) =
rotE = 5, = —jkEyel @k,
9 é : j(wt—kz) >
—57 = JwnHe e,
k
= HO = _EO (37)
Wi

c) Die Phasendrehung wird nach Gleiching 37 durch die kompléellenzahl verursacht. Es ist
also die Phase volhzu berechnen.

Im{k}
Re{k}

Da sichk schwer zerlegerakst, kann man nach den Rechenregétrkbmplexe Zahlen auch
die Phase voa? berechnen:

Zk = arctan

1 1 — 1
/k==/k*= = arctan el arctan i
2 2 w?pe we
d)
ko~ w e v —J
=~ M e J
WK
~ = (1—
B (1))
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e) Da nach der Strahlungsleistungsdichte gefragt ist, meis®ointingvektor betrachtet werden.
Es qgilt:

S ~ E?

Daher muss gelten:

2

E(2)
1E2(= = 0)||"

=—-3dB~ 0,5

ooV B _ oV EepRz _ 0,5 = —+/2wurz =In(0,5)

In(0,5) In(2)

a V2pk 2wk
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