Felder und Wellen 1/20] Klausur F16

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Gegeben ist folgender Zylinder mit Linge L und Gesamtladung ().
Es gelte iiberall im Raum ¢ = ¢,¢(, Randeffekte konnen vernachlédssigt werden.

(1) O0<R<R : &=2 k=0 =277 E=2R2g,
2) RM<R<Ry: &=3 k=0 po=g0 E=777
3) Ry<R<Rs: e&,=1 k=00 =277 E=777
4 R3<R<Ry: e&,=1 k=0 o=0 E=777
(5) Riy<R<ox: =1 k=0 o0=0 E=

a) Berechnen Sie die unbekannten Grofen in den Bereichen (1), (2) und (3).

b) Berechnen Sie das elektrische Potential ® in den Bereichen (2), (3) und (4).
Hinweis: Es gelte ®(oc0) = 0.

Die Anordnung aus a) wird nun aus groer Entfernung betrachtet. Der Zylinder ist in der xy-Ebene

so ausgerichtet, dass seine Enden bei P (z1,y1) = (—%, —%3) und Ps(zs,y0) = (+£, _\/?g) liegen.

Fir Ry < R<oogeltene, =1,k=0,0=0 undE#O.

c¢) Es gelte weiterhin ®(co) = 0. Berechnen Sie das elektrische Potential ® im Koordinatenur-
sprung unter Verwendung des Coulombintegrals in kartesischen Koordinaten.
Hinweis: Betrachten Sie den Zylinder als Linienleiter mit Linge L und Gesamtladung ().

Die Anordnung aus ¢) wird nun innerhalb der xy-Ebene so verschoben, dass die Enden des Linienlei-
ters durch Ps(z3,y3) = (—%,0) und Py(z4,ys) = (+%,0) gegeben sind.

d) Ein Elektron startet bei Ps(z5,y5) = (0,2v/3L) aus der Ruhelage und bewegt sich entlang der
y-Achse. Berechnen Sie den Betrag seiner Geschwindigkeit bei Ps (¢, ys) = (0, v2L).

Hinweis: Die Aufgabenteile ¢) & d) konnen unabhéngig von a) & b) gelost werden.
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Losung 1 (16 Punkte)

a) Raumladungsdichte und E-Feld:

0<R<R;:

—

Materialgleichung: D=c¢-FE= g0 B = Dr=2-¢9-FEp

Satz von Gauss (differentielle Form):

o=divD =

(r0)
( R QQORQ)

== ==
Sle £l

= o(R) = 6ok
R <R< Ry :

Zylindersymmetrie:

—

E = Ei(R)-éx
=df = ép Rdpdz
=dv = RdRdpdz

Satz von Gauss (integrale Form):

]fﬁdf = /de

L 27 L 27 Ry L 27 R
//DR- Rdpdz = ///GQOR'- R'dR’dgodz—l—///go- R'dR'dpdz
00 000 0 0 Ry
/37 B 21 R
27TLR'DR = 27TLQO' 6 - R— + R—
3 1o 2 Jg
R} 1 1 R?
Dpr = o=y Zp 2L
R ( R 2 2R)
1 1 AR} — R? 1
:}E = _D = — . # _R
f e 1T 3¢ 2 ( 2R +2 )
Ry < R<Rj3:

idealer Leiter (k = 00): = E =0 0= div(sE) =0
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b) Elektrisches Potential:

re
Skalarpotential (Elektrostatik): @y (7) — @(71) = — [ £ dS

T1
—

Zylindersymmetrie: FE = Er(R)-ér = ds=éerdR

Es gilt ®(co) = 0, d.h. die Rechnung erfolgt von AuBen nach Innen. Benétigt wird also
zunichst das Potential in Bereich (5).

R, <R<oo:
R
O(R) — P(0) = —/OdR’
=0
=®(R) = 0
R3§R<R4Z

Das E-Feld in Bereich (4) wird mit dem Satz von Gauf} berechnet. Die Gesamtladung des
Zylinders betrigt ()4, daraus folgt:

27LR-Dp = Qges

o 1 Qges
= Er = IR
R Q 1
O(R)— B(Ry) = — [ (=2 . —) ar
() = 2(F4) / (27raoL R’) i
=0 Ry
o Qges n1R
- _27T€0L [ln(R )}R‘l
Qges R
- %9 (2
:CI)(R) 27TEOL . R4
Ry < R< R3 :
R
O(R) — B(Ry) = —/o R’
R3
Qges R3
@ — (b = = J—
= o(&) (£s) 2megL Ry
R <R< R,
[o0 (4R-R 1\
CI)(R)—(I)(RQ) = _/3_80 T+§R dR
Ry
O(R) = O(Ry)— 22 [<2R§ — 1R$> ‘In(R') + ER&}R
360 2 4 Ry

_ 3 Lpo\ (B2 1 s ooyl Qges | (B
R = £ Kle 231> ln(R>+4(R2 R)] e
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¢) Elektrisches Potential:

Die Ladungsverteilung hat die Form eines unendlich diinnen Zylinders mit der konstanten La-
dungsdichte A\ = ()4.s/L, das Volumenintegral wird zum Linienintegral:

A 1
() = . 45
(") = 4 /HF—F’H °

Das elektrische Potential wird im Ursprung berechnet, d.h. ¥ = 0.
— ﬁ —
6

Der Leiter verlduft im Abstand d = y; = ¥ parallel zur z-Achse, d.h. 7 =z - €, — © €.
Sl = g far
12
ds = ¢, -dz

Daraus ergibt sich fiir das zu 16sende Integral:
(Hinweis: [ ——2— = In(a + Va2 + b?) , siehe z.B. Bronstein)

\/m
\ L/2 o
I e
I PRVA + 13
_ A -[ln(x’—i-\/xa—l—i) -
4dmeg 12 L

V(+30)?2+ L+ 1L
S P0) = I - S

RNV D

d) Energieerhaltungssatz:

Fiir kinetische Energie W;, und elektrische Energie W, gilt allgemein:

0 = szn + Wel

1
= §mv2 + AP

Elektrische Energie:

Zur Bestimmung des Potentials konnen die Uberlegungen aus c) verwendet werden. Fiir einen

allgemeinen Punkt auf der y-Achse, d.h. y # _\/?g, gilt demnach

A v (F3L)?2+ 2+ 5L
®(y) = -

4meo (—3L)? +y* = 3L
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Daraus ergibt sich an den Punkten P; und F

\ VR+§LP4—@V§LV-%%L
D(ys) = In
4reg \/(_%L)Q + (2\/§L)2 — %L
by = A (VR (LR 4L
Ameg \/(—%L)Q +(V2L)2 - 1L

Fiir die elektrische Energie folgt

Wel = qA(I)

4me 0
le| A 3
=Wy = 2 m(2) <0
: dreo A2
wobei ¢ = —|e| der Ladung des Elektrons entspricht.

Geschwindigkeitsbetrag:

Die Geschwindigkeit ergibt sich gemill Energieerhaltungssatz zu

_QWel

m

le] A 3
= ———-In| =
2megm 2
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

Gegeben sei ein Plattenkondensator mit quadratischen Platten der Kantenldnge a und dem Plattenab-
stand d (d < a?). Die Spannung U ist angelegt.

Zunichst sei der Kondensator mit zwei nichtleitenden Dielektrika vollstindig gefiillt. Diese werden
so fixiert, dass die Grenze der beiden Bereiche bei z = h liegt.

a) Berechnen Sie das elektrische Feld E innerhalb des Kondensators in Abhingigkeit von der
Spannung U und bestimmen Sie die Flichenladungsdichte auf der linken Platte (x = 0).

b) Berechnen Sie die Kapazitit C' in Abhéngigkeit von h.
¢) Wie muss h gewihlt werden, damit beide Bereiche dieselbe Energie aufweisen?

d) Bestimmen sie den Betrag der Kraft in z-Richtung, die durch die unterschiedlichen ¢, hervor-

gerufen wird.
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Die folgenden Teilaufgaben sind unabhiingig von a) bis d).

Nun sei der Kondensator mit einer gleichverteilter Raumladungsdichte p und €, = 1 gefiillt.

o=

> N

e) Bestimmen Sie das Potential mittels Poissongleichung. Bestimmen Sie dabei nach Méglich-
keit alle freien Parameter des Losungsansatzes der Differentialgleichung anhand der gegebenen
Randbedingungen.

f) Bestimmen Sie das elektrische Feld E und die Flachenladungsdichten auf beiden Platten.
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Losung 2 (16 Punkte)

a) Aufgrund von d < a? lisst sich es auf ein eindimensionales Problem zuriickfiihren.
0
q)(x:O)—@(:c:d):U:—/Emda;:Exd
d

Innerhalb des Kondensators gilt also:

- U
Die Fliachenladungsdichte o lésst sich aus D,,» — D,; = o berechnen. Auf der linken Platte gilt
Dnl - O
me 0<2z2<h
O-(x) = €o& 13 =2>
E0Er,g h<z2<a

b) Die Kapazitit lésst sich iiber

_Q_f[jdf_&“o
=U="1 —d(ema h+epa-(a—h))

C(h)

finden.

¢) Die Energie im Kondensator ist in diesem Fall durch W = ICU? bzw. W = 1 [ eE2 dv
gegeben.

Mit W (h) = Wy(h) folgt, dass die Teilkapazititen Cy(h) und Cs(h) gleich sein miissen:

Z(ena-h) = F(ena- (a—h)
p=
Ery + Ery

d) Die Gesamtenergie ist mit

gegeben. Aus |F| = | 27| folgt

_, coal?

|F| = T(Erl —&py)| -

529 (x)

e) Es handelt sich weiterhin um eindimensionales Problem, sodass A® = 502

gilt.
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()  p
ox? N €0
0P
= <x> = —ﬁiﬂ +c1
ox €0
= O(z) = _ Py 1T + o
250

Aus der ersten Randbedingungen ®(z = 0) = U folgt unmittelbar ¢, = U.
Mit der zweiten Randbedingung ®(z = d) = — 3% d* + c¢yd + U = 0 lésst sich ¢; zu

p U
- FTa_=
“ 260 d
ermitteln.
P o 4
) = —— —d — — U
( 250 + (250 d )$ +

» 5D
F = —grad® = —¢, 5(93) — ¢, (ﬁx - Las Q)
x

Die Fliachenladungsdichte o ldsst sich aus D,,, — D,,, = o berechnen.

Linke Platte:
p U
e DT’L fry O fry ——d —_
o1 (x ) =¢o ( 2o + d)
Rechte Platte:
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben sei eine Toroidspule mit N Windungen und rechteckigem Querschnitt, innerem Radius a,
duBerem Radius b und der Hohe h. Die Spule ist an eine Stromquelle angeschlossen, die den si-
nusformigen Wechselstrom [, liefert.

Ein Querschnitt der Spule ist in Abbildung [Tl dargestellt. Beachten Sie, dass in Abbildung [1 nur eine
Hilfte der ringformigen Spule dargestellt ist.

In allen Aufgabenteilen gilt die Annahme, dass inhomogene Felder auBerhalb von Spulen zu ver-
nachlédssigen sind.

— > —»

z
y

X

e a »

14 »l
L) ”

Abbildung 1: Toroidspule mit rechteckigem Querschnitt

a) Berechnen Sie die magnetische Flussdichte 5, innerhalb der Spule, d.h. fiir alle r € (a, b).
Skizzieren Sie B, in Abbildung[1l

b) Berechnen Sie den selbstinduzierten magnetischen Fluss ®,, der Spule.

Berechnen Sie den Selbstinduktionskoeffizienten L.
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Nun befinde sich die Spule aus Abbildung [1]in einer groBeren Toroidspule mit M/ Windungen
und einem ebenfalls rechteckigen Querschnitt. Die duBere Spule besitzt den inneren Radius c,
den duferen Radius d und die Hohe 2h. Die gesamte Anordnug ist in Abbildung 2] dargestellt.

w,

#v\/

r y
o
) 4

Abbildung 2: Toroidspule in groBerer Toroidspule

¢) Andert sich der Selbstinduktionskoeffizient L,, durch das Einbringen in eine dulere Spule?
Begriinden Sie!

Berechnen Sie die Induktionskoeffizienten L, Ly, und Ly,.

d) Nun werden die Kontakte der inneren Spule kurzgeschlossen (U, = 0). Der ohmsche Wider-
stand der inneren Spule R, ist zu vernachlédssigen (Hinweis: Dies ist analog zu einer supralei-
tenden Spule). Der Widerstand der duferen Spule betrage R, # 0.

Welche Spannung U, muss an der duBleren Spule angelegt werden, damit dort der Strom [, =
Iy cos(wyt) flieBt?
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Losung 3 (16 Punkte)

a) Mit dem Durchflutungsgesetz § Hd5 = [ Jdf ergibt sich
ﬁa -2mr = N1,é€,

Somit ergibt sich fiir die magnetische Flussdichte fiir € (a, b)

>3 N-[(L—»

Ba = 1o 2rr G

— =~ —»

A Gy

I a M

I¢ b Mg

B,

b) Durch Integration iiber den rechteckigen Querschnitt der Spule (infinitessimales Fldchenele-
ment df, = hdr) kann der magnetische Fluss berechnet werden.

q)aa = // éadf_.(;

Der Selbstinduktionskoeffizient L, ist somit

N N?h b
aa Ia aa Ho o n a

¢) Der Selbstinduktionskoeffizient L,, beschreibt, wie Anderungen des Stroms I, in der Spule mit
einem genau dadurch verursachten magnetischen Fluss ®,, durch den Querschnitt der Spule
gekoppelt sind. Dies ist also eine Eigenschaft der Spule selbst.

Externe magnetische Felder beeinflussen bzw. storen diesen Zusammenhang nicht. Sie werden
nach dem Superpositionsprinzip einfach iiberlagert. Deshalb ist L,, unabhingig vom Magnet-
feld, das durch die duere Spule erzeugt wird, und dndert sich beim Einbringen in eine dullere
Spule nicht.
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Die Selbstinduktivitit der duleren Spule wird analog zur inneren Spule berechnet:

M M?2h  d
Ly, = — Py, = pio In —
[b 2w C

Bei der Berechnung der Gegeninduktivitidten muss der Querschnitt der inneren Spule beriick-
sichtigt werden. Es ergibt sich fiir den magnetischen Fluss

und

M1,

0
2rr

hdr

(I)ba = H

MIh b
In —
2T a

Somit sind die Indiktionskoeffizienten gegeben durch

NMh_ b
In —
2T a

Lab = Lba = Mo

d) Die magnetischen Fliisse in den Spulen iiberlagern sich (Superpositionsprinzip):

(I)a - (I)aa+q)ba

Laa Lba
= Hwap oy e
Nt N

D, = Dy + Dy

Lab Lbb
— Zabpo, Wy
A e Tt

dq)m,ik
dt

Die Spannungen U, und U, setzen sich aus den induzierten Spannungen Uj,, 4z = —Ng
und der tiber den ohmschen Widerstand der Spule abfallenden Spannung zusammen:

Us = Uindaa + Uindpa
—Laala — Laply
Up = Uindab + Uinapp + Rp1y
= —Laply — Lyply + Ryl
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Wie in der Aufgabenstellung gegeben ist U, = 0. Somit kann die erste Gleichung aufgelost

Lab -
I
Laa '

i =—

und in die zweite Gleichung eingesetzt werden. Es ergibt sich

L2b .
U, = (La — Lbb) I, + Ry,

M2
_,UOZW (hlé —2In El) wolp sin(wot) + Ryl cos(wpt)

a C
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben sei ein Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt aus unendlich gut leitendem Material. Die
Kantenlingen des Querschnitts seien a und 2a.

X

A

4 >
2a Y

Im Inneren des Hohlleiters breite sich eine Welle mit den angegebenen Feldkomponenten in positiver
z-Richtung aus.

E, = Eysin (Ex> sin (Ey> ol (Wi—k=z)
a a
E,=0
E. =0
a) Berechnen Sie alle Komponenten des H-Felds der Welle mit Hilfe der Maxwellgleichungen.
b) Bestimmen Sie die Wellenzahl k, dieser Welle mit Hilfe der Wellengleichung.

¢) Berechnen Sie die Gruppengeschwindigkeit Z—‘; der Welle.

d) Um welchen Mode T'M,,,,, oder T'E,,,,, handelt es sich? Geben Sie die Modenzahlen m beziiglich
x-Richtung und n beziiglich y-Richtung an.

e) Bestimmen Sie die niedrigste, ausbreitungsfiahige Frequenz im Hohlleiter.
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Losung 4 (16 Punkte)

a) Bestimmung des H-Felds

Das H-Feld der Welle wird iiber die Maxwell-Gleichung rot E = — B bestimmt. Fiir harmoni-

sche Vorginge und lineare, isotrope Medien gilt:

rotE:—jwuﬁ
A= rtotE
w pu
_ ' b, E, ' E, E,
ot (9B 9B\ J (OB O
wi \ 0y 0z wi \ 0z Ox

Einsetzen des E-Felds aus der Aufgabenstellung ergibt:

. j O, j [ OE,
H = L
(82) y+wu( Ay

= J ( jk, Ey sin <7T x) sin (Z y) ej(“”’kzz)) e,
W a a

+ g (_Z Ey sin (Z x) cos (E y> ej(”t_kzz)> €,
wit \ a a a

<

H, = — Ej sin (E [L‘) sin <z y> ed(Wi=k:z)
W a a

Ej sin (E x) coS (f y) pd(wt—k=z)
a a

wpa

b) Bestimmung von £,

Die Wellengleichung fiir £, ist

0*E,
ot?

AFE,— e =0.

Einsetzen von E, aus der Aufgabenstellung ergibt:

2 2
~(3) BE- () Be-KE 4w pcE =0
a

2
—2(E> —kE4+wue=0
a

+L(
w

k, = \/w2,u5—2 <§>2

0E,
ox

ey
2)

_0E,
dy

3)
“4)

®)

(6)

(7

®)
)

(10)
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¢) Gruppengeschwindigkeit bestimmen

Oow 1
T Ok, O .

Ug
Ausgehend von k., aus Aufgabenteil b) kann die Ableitung im Nenner bestimmt werden.

ok, | )
00wt e —2(z)’
w

2
cg ke

e (12)

(13)

Durch Bildung des Kehrwerts kann v, angegeben werden.

2
k.
vy = D (14)
w
d) Bestimmung des Wellenmode
Es handelt sich um eine TE-Welle, weil £, = 0.
ky = —m == (15)
a a
=>m=1 (16)
s
Y 2an a a7
—=n=2 (18)
Der Wellenmode lautet 7' E5.
e) Bestimmung der Cut-Off Frequenz
Es gilt:
k., = \/wme — k2 — k2 (19)
2 2
= \/w2ue — (Em> — (171) (20)
a 2a
2 2
= w2,u6 = <Em) + (£n> 21
a 2a

1 1 T \2 T \2
S - — 22
/ 27T,/,ue\/<am> + (2an> (22)
Kleinste Frequenz fiir m=0 und n=1.

o 1 =~ 1
C2m Jue2a  4ay/fie

(23)
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Leiter (0 < k < 00,e = ¢1) HT Vakuum (k = 0,e = &)

=
—~

.

Y

z=0

Eine zirkular-polarisierte, elektromagenetische Welle breitet sich innerhalb eines Leiters in positive
z-Richtung aus und trifft an der Stelle z = 0 auf Vakuum. Ein Teil der Welle wird an der Grenzfliche
reflektiert, der iibrige Teil wird in das Vakuum transmittiert. Fiir die Leitfahigkeit x des Leiter gilt
0 < Kk < oo. Dariiberhinaus sind € = €; und &k im Leiter komplex. Im gesamten Raum gilt ;1 = .
Das H-Feld im Leiter wird durch folgenden Ansatz beschrieben:

—

H = Hy(/“'™)e, 4 jel“e,).

a) Berechnen Sie das zur Grenzfliche hinlaufende E-Feld mittels der allgemeinen MAXWELL-
Gleichung und stellen Sie mittels des Wellenwiderstandes ['; = \/g die Beziehung zwischen

dem E-Feld und H-Feld her. Hinweis: Es gilt J=0unde; =¢ — Jo.

b) Bestimmen Sie k£ im Leiter mit Hilfe der Wellengleichung fiir harmonische Vorginge.

¢) Stellen Sie die Grenzbedingungen an der Grenzfliche bei z = 0 fiir alle Felder auf und berech-
nen Sie alle im Leiter und Vakuum exisiertenden F-Felder.

d) Zusitzlich zur zirkular-polarisierten, elektromagenetischen Welle breitet sich im Leiter eine
zweite elektromagnetische Welle aus. Durch Uberlagerung beider Wellen soll das resultierende
E-Feld in x-Richtung linear polarisiert sein. Berechnen Sie das zur Superposition bendtigte
E-Feld der zweiten elektromagnetischen Welle.
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Losung 5 (16 Punkte)

rot = D

. 0H, L (OH,\ . =
€ (— B ) + ey (W) = jwekl

(—jk) [e} (—jHoej(Wt_kz)) +é, (Hoej(‘”t_kz))] = jwsE
k

j(wt—kz - — -

_w_eHoej( k) (_je, +¢é,)=FE

w £ . —
—V“HWW*Wﬁ@+@p4§
\/7[{ ej(wt kz) ]eac + ey) = E

— | et (e e = E
€0 —J%
ﬁ,_/

=T

ey
2)
3)
“4)

(&)
(6)

(7

b) Aus der Formelsammlung bekannt ist die Wellengleichung fiir harmonische Vorginge im Lei-

ter:

AE — jwmuﬁ + w%uﬁ =0

Zu berechnen ist AE. E ist unabhingig von x und y.

L 2E 0
AE=2"=-2
022 0z (vv-/

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

—K’E — jwﬂuﬁ + w25uﬁ =0
= k¥ = —jwkp + wlepn

k= \/—jwkp+ wep

k= wyfeu(l - j—)
EW

)

€

(10)
(1D
(12)

(13)

c) Die Tagentialkomponenten der Summe aller E- und H-Felder an der Grenzfliche z = 0 miissen

identisch sein:

E.+E, = FE,
H,+ H, = H,

(14)
(15)
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c)
E.+ E. = E, (16)
E. E.  FE (17
Iy It —Ty
Elimination von F/;:
Iy Iy
E(l—r—>+E( F)_O |- T4 (18)
1 1
E.(T1-To)+E.(I'14+Ty) =0 (19)
(20)
Aufgelost nach E,:
B=2"lp, e
I'y+14
) FO — Fl jlwt—kz) = —
= FE, = AT I'Hye (—jéx+¢€y) (22)
und daraus Bestimmung von F:
20,
= 23
=T (23)
. 21, k) (i
= F = _Fo n FlFlHoe (—jéx+¢€y) (24)
d)
Egs = E + E (25)
o H J(wt— kz —*w 26
g \/ €0 —]— ‘ ) o
= Eges =—, /8 IE —H, el 227)
0 — g2
= Esup /5 — ]_H 6] (wt— k;z (28)
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