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Aufgabe 1 (16 Punkte)

Gegeben sei die folgende kugelsymmetrische Ladungsverteilung:

Oinnen =

0= Qinnen = 0 T <Tq
- k
QauBen = ;5 r>Tr,

a) Berechnen Sie die elektrische Feldstédrke im ganzen Raum.

OQauBen =

poc

b) Berechnen Sie das elektrostatische Potential im gesamten Raum unter der Bedingung
¢(r) — 0 fur r — oo und skizzieren Sie das Potential in Abhéngigkeit von 7.

Das elektrostatische Potential soll nun im Bereich r < r, linear in radiale Richtung von ¢(0) = 0

bis ¢(r,) = a ansteigen.

c) Berechnen Sie die benétigte Ladungsverteilung 0innen -

d) Welche Ladungsverteilung muss zusétzlich in die Anordnung mit eingebracht werden, da-
mit der Verlauf des elektrostatischen Potentials im Bereich r > r, unveriandert bleibt?
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Loesung 1 (16 Punkte)

Musterlosung der Aufgabe 1

a) Kugelsymmetrie = E =

Jf i o

—cE
Dr<r,
2r
// e E, r* sind di dyp
00
Arr? ¢ B,
E,
I r>r,
2r
// e E, r* sind di dy
00
At r? ¢ B,
r’e B,
r’e B,
kE r?—r?
= B, =— a
2 rir?
0
By = k r?— 7’2
2¢ rir2
b) Moglichkeit 1:
E = —grad ¢ da
9

= FE.(r)= ~3

E.(r)
0
0

2rmw r

= /// o -r'?sinddr’ didyp
N
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=0
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Dr<r,
Oy
E.(r)=0 = —-——=0 = =C
(71) or ¢1 1
I r>r,
kor?—nr? 02
E, = — 2=
(r) 2 rir? or
k r?—r2
03} = —/ 2 i 2 dr
k r? —r?
2?2 / r dr
k r2 1
= . a4
2¢er? / 2
k 1r2 1
= e (‘573*2 +C
ko 3r?—r?

6e r3 2

Konstanten bestimmen:

T—00

= 02:0

, _ k 172
TILHJO ¢2(r) = lim ( (—3 e

2
2er?

$1(ra) = P2(ra) = C) =

Moglichkeit 2:

hr>r,

I r<r,
E. =0
o) = [ Evdr+6(r) = ofra
1 k
567'2 "< T
= k 3r%—r?
— r>r
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<
Q
<

< Ty
O(r) = 2
= o
E = —grad® = —Z—Ta = —%%r@r = —%(2
J] pear= ][ e
2w 2w '
// e B, r? sind di dp = /// o(r) r2sind dr dv dip
00 000
drrPeE = 47r/ o(r) r?dr
0
%r%E =o(r) r?
2el 2eq
or) = —=-
r T

d) Bei r = r, muss eine Oberflichenladungsdichte hinzugefiigt werden, welche die innere
Ladung kompensiert.

2T T Tq

QOF - _Qinnen = - /// Q(T/) 7’12 sin ¢ d7’/ dv ng
000
Ta 2
= —47r/ —ioj r' 2 dr’!
Tl
0
=A4r [5_04 /2} N
Ta 0
=4rea r,

g Qor 4mear, e
OF = = = —
AOF 471'7’2 Ta
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Aufgabe 2 (16 Punkte)

Gegeben ist eine diinne Kugelschale aus gut leitendem Metall (Leiter 1) mit dem Radius a. Sie
ist umschlossen von einer diinnen Kugelschale aus dem gleichen Material (Leiter 2) mit dem
Radius b. Es gilt b > a. Das Potential im Unendlichen ist 0.

Q2 @1

o b1

lim, e (1) = 0

Mit Hilfe der Potentialkoeffizienten ist der Zusammenhang zwischen den Potentialen ®; und
®, und den Ladungen )1 und (), wie folgt gegeben:

o\ L 1/a 1/b o

(IDQ - 47‘(‘6 1/b 1/b QQ
a) An beiden Kugeln liegt zunédchst die Spannung U aus einer identischen Spannungsquelle
an (®; = &y = U). Welche Ladungen befinden sich auf den Elektroden in Abhéngigkeit

von U, nachdem alle Ausgleichsstréme verschwunden sind?
Geben Sie eine physikalische Erklarung fiir dieses Ergebnis.

b) Berechnen Sie die Gesamtkapazitiat C' der Anordnung. Welche Randbedingung wihlen
Sie dafiir?

Fiir die Aufgabenteile ¢) - f) gelte nun fiir die Anordnung ®; = U und &, = —U.

c) Berechnen Sie, welche Ladungen ); und @5 sich nun im elektrostatischen Fall ergeben.
d) Berechnen Sie die Gesamtenergie W,; der Anordnung.

¢) Skizzieren Sie qualitativ den Verlauf des elektrischen Feldes E der Anordnung fiir r > 0
in Abhéngigkeit der Ladungen @; und )5 sowie der Radien a und b. Geben Sie die radiale
Proportionalitdt mit an.

f) Skizzieren Sie qualitativ den Verlauf des Potentials ® der Anordnung fiir » > 0 in
Abhéngigkeit der Spannung U sowie der Radien a und b. Geben Sie die radiale Pro-
portionalitdt mit an.
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Loesung 2 (16 Punkte)

a) Aus dem gegebenen Zusammenhang von () und ® durch die Potentialkoeffizienten kénnen
die Influenzkoeffizienten c¢;;, und somit die gewiinschten Ladungen berechnet werden:

(&)= (o) (o) =s==(Vi 1) - ():

Allgemein gilt fiir die Inverse einer (2 x 2)-Matrix:

A B\ 1 D -B
C D) ~AD-BC\ -C A )

Somit folgt

QO B Are ab —ab ' D, - dme ab®; — ab®, (1)
QQ N b—a —ab b2 q)g o b—a —abq)l + bZCI)Q
und schliefllich mit &; = &, = U

@1 = 0
Qy = dmebl

Begriindungsmoglichkeit 1: Da sich beide Kugelschalen auf dem gleichen Potential befin-
den, ist ein Ladungsaustausch zwischen den Kugelschalen moglich. Aufgrund der Coulomb-
Krifte, d. h. da sich Ladungen mit gleichem Vorzeichen abstoflen, werden alle Ladungen
von der inneren Kugel auf die duflere abflieBen. Das Feld der Ladungen auf der &ufleren
Kugel hat dabei aus Symmetriegriinden keinen Einfluss auf die Ladungen im Inneren.

Begriindungsmoglichkeit 2: Wenn auf der inneren Kugel noch Ladungen vorhanden wéren,
gibe es ein Feld zwischen innerer und duBerer Kugel. Dann wire aber @, (b) — ® (a) =

b
— [EdS # 0, was @ (a) = D, (b) widersprechen wiirde.

b) Randbedingung: Q) = —Q; = Qs

Q Q
C_U_(I)g—d)l

(o) =5 (1) (4

Q 1 1
Q)= — | ——+ -
47T€( a+b)
_Q (1 1y
®: 4me b+b B
Q
C:
0— 3% (= +3)

¢) Aus Gleichung (1) folgt direkt durch Einsetzen von ®; = U und ®5 = —U:

ab
U
b—a

b)b
QQ = —4me <abt a)

Ql = 8me

U.
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d) Keine Berechnung iiber W, = %C’U 2 da die Ladungen unterschiedlich grof8 sind.
1. Moglichkeit:

Berechnung mit Hilfe der Influenzkoeffizienten:
1 €11 Cr12 P,
Wyg==(P1 Py )- . .
' ( b ) ( Ca1  Co2 2
Durch Einsetzen der berechneten Koeffizienten aus Gleichung (1), erhélt man
_ 2me ab —ab D,
Wel — b_a(q)l q)2)(—ab b2 )(@2)

_ 2me (‘131 CI>2)-( ab®, — ab®, )

b—a —ab@l + 62@2
2me
= (ab®] — 2abD1 P, + b*®3)
sowie mit ®; = U und &, = —U schliefilich
b)b
Wel = ZWSMUQ.
—a

2. Moglichkeit:
Berechnung mit Hilfe der Potentialkoeffizienten:

1 N N
FS: WeZQZZPiinQk

i=1 k=1

= % (P11@Q1Q1 + p21Q2Q1 + P12Q1Q2 + P22Q2Q2)

~ i (300 + Q0+ A+ 02

2ab b)b
D1 Qy = —ame 2D

—a b—a

mit (1 = 47T8b U

2
=75 _WZ)Q (—3ab? + 2ab? + b?) U?
2
_ ﬁ (3a+b) (b — a)bU?
b) b
= Qﬁgw(ﬂ
b—a

e) Der Verlauf des elektrischen Feldes sieht wie folgt aus:

0 r<a
E(r)= LG a<r<b

4me 2
1 Q14+Q2 h<r

dwe 12
Fiir die Ladungen ()1 und @5 gilt:
Q1 >0

Q2 <0
Q1] < |Q2]

f) Der Verlauf des Potentials sieht wie folgt aus:
Fiir das Potential ®r) gilt:
O(a) =U
O(b) =-U
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben sind zwei in z-Richtung unendlich ausgedehnte, homogene Leiter. Der Leiter A befindet
sich auf der z-Achse. Der Leiter B befindet sich parallel dazu im Abstand R; in der xz-Ebene
wie in der Abbildung eingezeichnet. Der Radius beider Leiter ist Ry.

Im ganzen Raum gilt € = ¢y und p = po.

Im Abstand R, zum Leiter A befindet sich eine quadratische Spule mit einer Windung aus
unendlich diinnem Draht mit dem ohmschen Widerstand Ry, der Hohe h und der Breite b.

ZRL 2P'«L

ag aa

— —

is] iaf

Z

Zunachst flie3t nur im Leiter A ein Strom:
ip=0; 14 = Iysin(wt)

a) Berechnen Sie die magnetische Feldstdrke im ganzen Raum.

Nun flie3t in beiden Leitern ein Strom:
ip = —Ipsin (wt); 14 = Ipsin (wt)

b) Berechnen Sie den magnetischen Fluf§ ®(¢) in der kleinen Leiterschleife.

c) Wie grof§ ist der Strom in der Spule? Nehmen Sie an, dass der Stromfluss in der Spu-
le keinen weiteren Einfluss auf das System hat. Was miissten Sie ohne diese Annahme
beachten?

Durch Leiter B flie3t nun kein Strom mehr und durch Leiter A flief3t Gleichstrom:
1 B — 0; 1 A = ]0

d) Die Hohe h und die Breite b sind nun frei verdnderlich. Bestimmen Sie entweder die Hohe
h(t) oder die Breite b(t) als eine Funktion der Zeit, sodass der Stromfluss in der Spule
der Losung von Teilaufgabe ¢) entspricht. Beachten Sie, dass die Hohe h und die Breite
b nicht negativ werden koénnen.

(Hinweis: falls Sie Teilaufgabe ¢) nicht l6sen konnten, gehen Sie von ig = Igsin (wt) aus)
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Loesung 3 (16 Punkte)

a) Da der Leiter homogen ist, ist die Stromdichte konstant:

- - A
JA = JA€; = ——5 €2
nR?

Berechnung des Magnetfeldes mit dem Durchflutungsgesetz:

fﬁds?z/fdf

Im inneren Bereich (R < Ry) gilt:

2nRH, = jamR?
"R
= HsO(R) = JA;

=1y sin (wt)

L
2rR?

Im &ufleren Bereich (R > Ry) gilt:

2rRH, =iy
o1
= H@(R) = ZA27TR
= IO27TR sin (wt)

b) Um den magnetischen Fluss zu berechnen muss das Magnetfeld nur im &ufleren, rechten
Bereich der 2z Ebene bekannt sein. Das gesamte Magnetfeld ergibt sich durch Uberlagerung
der Felder von Leiter 1 und 2. Das Feld von Leiter 1 kann leicht aus dem von Leiter 2
durch Verschiebung um den Abstand R; berechnet werden.

Fiir x > 0 gilt in der xz-Ebene R = x. Daraus folgt:

.
H, :IO% sin (wt)

G
05+ Ry S )

und weiter
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cp:/édf
Ro-+b

1 1 1
= po h Iy— si t - — d
Ho Yo sin (wt) / <a: $+R1) v

Ry

1
= 10 h-’o% sin (wt) [In(z) — In(z + Rl)]giﬂj

1
= Mo h[og sin (wt) (IH(RQ + b) — IH(RQ + b + Rl) — IH(RQ) + hl(RQ -+ R1>>

(Re +b)(Ry + Ry)
(Ry+b+ Ry)R,

1
= 1o h Ip— sin (wt) In
2m

c¢) Die induzierte Spannung und der Strom sind:

dd

Uind - _%
1 do
I, =
ind RO dt

W 1 (RQ + b)(R2 + Rl)
= 2 cos(wt)po h Iy—1
R, oS dog e R R,

Der Stromfluss in der Spule wirkt dem &ufleren Feld entgegen und &ndert somit den

Stromfluss in den Leitern 1 und 2.

d)

_Y cos(wt) o h Iy—In = ———puph—1In

1 (R +b)(R: + Ry) 1 d Iy Ry +b
Ro 2T (RQ + b + Rl)R2 RO dt 2T

Erste Moglichkeit: h(t) variabel und b konstant bzw. unveridndert:

d hl (R2+b)(R2+R1)
_ (R2+b+R1)R2
%h(t) = wcos(wt)h o (R?b)
2
In (R2+b)(R2+R1) n (R2+b)(R2+R1)
o (Ro+b+R1)Ro _ (Ra+b+R1)R2
h(t> - Sln(wt)h In (R2+b) +C Cmm =h In (R2+b)

R2 R2
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Zweite Moglichkeit: h konstant bzw. unverdndert und b(t) variabel:

d (Ro + (1)) (Ro +b)(Ry + Ry)
dtl (—R ) = wcos(wt) In (Rt b+ RRs

(Ry+ b(t (Fz + b)(R, + )
. N1 dt
( ) wcos(wi) In (R + b+ Ri)R,
ln( R2+b ) o Jt2 +0)(Rz + By)
(R2 +b+ Rl)R2
32 + b( t)) _ sin(ut) n R0 R

b(t) _ R2(esm(wt) IHW o 1) + C’ Cmm = R2

(Rg+b)(Ro+R1) (1 1 (Rotb)(Ry+Rq)
— €

(Ro+b+R1)Ro

)
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Aufgabe 4 (16 Punkte) Gegeben sei ein Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt aus unendlich
gut leitendem Material. Die Kantenldngen des Querschnitts seien a und 2a, siehe Abbildung.
Im Innern des Hohlleiters befinde sich ein Vakuum und es breite sich eine elektromagnetische
Welle mit den Wellenzahlen k,(m) und k,(n) in positive z-Richtung aus.

xr

A

Gegeben sei folgende Randbedingung fiir das elektrische Feld an den Hohlleiterwénden.

EZ(O, Y, Z) = 07 Ez 7é 0.

a) Handelt es sich bei der sich ausbreitenden Welle um eine T'E,, ,,-Welle oder eine T'M,,, ,,-
Welle? Ergéanzen Sie die fehlenden Randbedingungen. Welche Begriindung liegt fiir diese
Randbedingungen zugrunde? Begriinden Sie anschaulich.

b) Berechnen Sie das elektrische Feld E, durch Separation der Variablen aus der skalaren
Wellengleichung. Welche Randbedingungen ergeben sich fiir die Wellenzahlen k, und k,?

c) Leiten Sie fiir alle Komponenten des magnetischen Feldes der Welle einen Ausdruck in
Abhéngigkeit von F, aus den Maxwellgleichungen her. Ein Einsetzen des in b) berechneten
Terms fur E, ist nicht erforderlich.

d) Leiten Sie aus der Wellengleichung einen Ausdruck fiir die Wellenzahl k., der Welle in
Abhéngigkeit der Modenordnungen m und n her.

e) Bestimmen Sie die Kantenlédnge a des Hohlleiters in Abhéngigkeit der Cut-off-Frequenz
der Grundmode.
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Loesung 4 (16 Punkte)

a) Bei der vorliegenden Welle handelt es sich um eine 7'M, ,-Welle, da fiir eine eine T'E,, ,,-
Welle keine longitudinale Komponente fiir das elektrische Feld existiert und daher fr

diese Komponente auch keine Randbedingung erforderlich ist. Die Randbedingungen fiir
die T'M,, ,,-Welle lauten:

E.(0,y,2) =0,
E.(a,y,2) =0,
E.(x,0,z2) =

E.(x,2a,z) = 0.

7

Weitere mogliche Antworten: Auch fiir die x- und y-Komponente des elektrischen Feldes
sind die Randbedingungen zu erfiillen, jedoch sind diese nicht wesentlich zur Berechnung
der Moden im Hohlleiter.

Ey(2,0,2) =0,
E.(z,2a,z) = O,
Ey(0,y,2) =0,
E,(a,y,z) =0.

Den Randbedingungen liegt zugrunde, dass an den gut leitenden Réndern des Wellenlei-
ters keine tangentialen Komponenten der elektrischen Feldstéarke auftreten konnen. Dies
wird an dem Zusammenhang J « kE deutlich: Durch die Annahme der beliebig guten
(d.h. idealen) Leitfahigkeit x in der metallischen Berandung des Hohlleiters und aufgrund
der Stetigkeitsbedingung muss Eigngentiar = 0 gelten.

b) Die allgemeine Wellengleichung fiir harmonische Anregung (und homogene Medien) autet
)

— €—
" or
& AE +k*E =0,

AE =0,

mit k% = w?pe und AE = AE, e, + AE e, + AE.e€..

Die Wellengleichung ist nach den Vektorkomponenten separierbar, d.h. es kann die skalare
Wellengleichung fiir die Longitudinalkomponente aufgestellt werden.

AE, +K*E, =0
O%E, O*E, O°F
+ +

z 2
= E. =0
0x? oy? 0z wpe

Im Hohlleiter breiten sich nur feste Feldverteilungen in der x-y-Ebene (Moden) in positive
z-Richtung aus. Unter der Annahme, dass die Feldverteilungen in x- und y-Richtung
wéahrend der Ausbreitung unabhéngig voneinander sind, wird folgender Ansatz gewahlt:

E. = EgP(z)Q(y) exp(j(wt — k-2))
Einsetzen des Ansatzes in die Wellengleichung ergibt

0*P(z)
COx2

O2ed (wt—k22)

2
522 + P@)eiek0 TOW) | o py et _ g
A

P(2)Q(y) +Qy)e! ) o
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Division durch E, fithrt auf

e, L PP 1 PRy o,
(—7k.)* + Plx) 027 + 0 0y + w?pe = 0.
Dies ist dquivalent zu:
2 2

Plx) 0x*  Qy) 0y

Die rechte Seite der Gleichung ist konstant und unabhéngig von x und y. Folglich muss Sel-
biges auch fiir die linke Seite der Gleichung gelten. Es ergeben sich damit zwei separierte,
partielle Differentialgleichungen.

1 9°P(x) 9 OPP(@) |, _
Py gar ot = T T thePla) =0
1 2Qy) 2, QW) e
ma—?f = const. = —k, < 92 + k,Q(y) = 0.

Fiir die Wellengleichung insgesamt ergibt sich damit:
2 2 2 2
—k; —k; —k, +w e = 0.

Der Losungsansatz fiir die separierten, partiellen Differentialgleichungen ist eine Funktion,
deren zweite Ableitung die Funktion selbst ist, z.B.

P(z) = sin(k,x),
Q(y) = sin(kyy).
Daraus folgt:
E, = Eysin(k,x) sin(kyy) exp(j(wt — k,2))

Durch Einsetzen der Randbedingungen aus Aufgabe a) ergeben sich folgende Bedingungen
fiir die Wellenzahlen k, und k,.

E.(a,y,z) =0 < sin(kya) =0 & ak, =mr,m € Z < k, = mr
a

E.(z,2a,2) =0 < sin(k,2a) =0 & 20k, =nm,n € Z & k, = 721_7'(
a

Die vollstandige Losung fiir die Longitudinalkomponente des elektrischen Feldes lautet:
E.=E, sin(maz) sin(g—wy) exp(j(wt — k,2))
a a

c¢) Die relevanten Maxwellgleichungen lauten:

OF oH

ot Hor

Mit Hilfe der Formelsammlung werden die Maxwellgleichungen komponentenweise in kar-
tesischen Koordinaten ausgedriickt, wobei H, = 0 gilt.

rot(H) = ¢ rot(E) =

oE, :
(1) jk.H, = jwekE, (4) 3y + jk.E, = —jwpH,
. . . OF, .
(2) —jk.H, = jweE, (5) —jk.E, — el —jwpH,
0H, OH , 0E, OFE
- r_ E, hufint z.
) ox dy Jee (6) ox dy
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Auflésen von (1) nach H, und (2) nach H, ergibt

we

we
Auflésen von (4) nach E, und (5) nach E, resultiert in
. OF, Jj OE, wu
1) E,=—jwuH, — B, =1y
Durch Einsetzen von (4) in (1) und (5) in (2) sowie Auflésen erhélt man
"o jwe  OFE,
T wWue — k2 Oy
o jwe  OF,
Y w?pe — k2 Oz’
d) Die Wellengleichung lautet
AE, + K*E, =0,

o 0*FE, N 0*E, N 0*E, P ueE. — 0
wpeE, = 0.
0x? oy? 0z K

Einsetzen von FE, aus b) ergibt:

(k2 =k =k, +w’ue) E. =0
2 2
o <E) B — (T) E. — K2E. + w*ueE, = 0
a 2a
2 2
@—(m) —<E> — k2 4+ wlue =0
a 2a

o k= (%)~ ()"

e) Die Grundmode ist die Mode mit der kleinsten cut-off-Frequenz, fiir TM-Wellen gilt in

diesem Fall: m =1 und n = 1.

Mit k, = 0 und w,. = 27 f. ergibt sich

2 2

a 2a
7T2 7T2 2 2
©_¥_4_CL2+47T fCIMEZO
52

e Ar? fPue = ——

5
a= :
16pef?
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Aufgabe 5 (16 Punkte) Im Vakuum breite sich eine zirkular polarisierte, ebene, harmonische
Welle in positive z-Richtung aus. Bei z = 0 treffe die Welle senkrecht auf die Grenzfliche zu
einem Dielektrikum mit €, = 2¢,1. Im gesamten Raum gilt u = pp.

Material 1 ﬁﬁ\T Material 2

Vakuum (x =0, & = &;) :\\WTTT\ Dielektrikum (&, > &)

/ yA
/ yA
7
/
/ /
7
/
/
/
/ /
/L

/

[ 7

/ 7
[ 7
L 7

0

N
Il

Das elektrische Feld im Vakuum wird durch folgenden Ansatz beschrieben:

EO _ EO (ej(m&—klz)e—»a7 + jej(wt—klz)e—»y)

a) Berechnen Sie das zur Grenzfliche hinlaufende magnetische Feld mittels der allgemeinen
Maxwellgleichungen und driicken Sie es durch das gegebene elektrische Feld aus.

b) Stellen Sie die Grenzbedingungen an der Grenzfliche bei z = 0 fiir alle Felder auf und
berechnen Sie die elektrischen Felder der reflektierten und transmittierten Welle. Erklaren

Sie den fundamentalen Unterschied des Wellenwiderstands I's im Vergleich zu jenem im
Vakuum.

c¢) Die einfallende, zirkular polarisierte Welle wird mit einer zweiten Welle iiberlagert. Wel-
che Polarisation hat die superponierte Welle, wenn das elektrische Feld der zweiten Welle

die unten angegebene Form hat? Zeigen Sie, dass die Superposition der Wellen die Ener-
gieerhaltung erfiillt.

—

Esup = Eﬂej(Wt_a_klz)gy

Die auf die Grenzflache treffende elektromagnetische Welle werde von einer linearen Di-

polantenne erzeugt. Fiir den Poynting-Vektor des Fernfeldes gelte fiir einen konstanten
Radius r: S = S,€,, mit S, ~ (sin(6)).

d) Skizzieren Sie qualitativ die Richtcharakteristik S,(#) der Dipolantenne in der vorberei-
teten Abbildung. Unter welchen Umstédnden ist die Annahme einer ebenen Wellenfront
(bzw. ebenen Welle) an der Grenzflache auch bei dieser Richtcharakteristik gerechtfertigt?
Begriinden Sie Thre Antwort anschaulich. Eine Rechnung ist nicht erforderlich.
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Loesung 5 (16 Punkte)

a) Die Maxwellgleichung wird zunéchst in kartesischen Koordinaten geschrieben. Anschlie-
Bend wird mit den Angaben aus der Aufgabenstellung (E,=0, ebene Welle, d.h. a =
—0) vereinfacht.

B dB OH
rotby = ——— = —pjl—-
T Mo
. (8E oFE, 9By | ¢ (8Ex 8EZ)+ <8E 8Ex)
=€, ey(—— — €
oy 0z Y 0z ox ox oy
OE, n 0F,
—é,—— + €,
0z Y 0z
Einsetzen des harmonischen Ansatzes fiir das elektrische und magnetische Feld fithrt mit
k= ki zu:
_0E, _ 0F, .=
—ex—azy + €y 5 = —jwuHy
~ aonej(wt—kz) - aEOej(wt—kz) ‘ .
& —e, 9 + €y 5, = —jwuH,
~ aonej(wtsz) . anej(wtsz) . .
—€, 9 + €y 52 = —jwuH

@jk’ (onej(wtsz) E ej(wt kz) ) — _]W,UHO
& jk(je, —ey) Eye?@t=kz) — —jwuHO

k -
( Jéx +€y) Eo eI Wtk — [

& f —J€y + €y) Eoej(wt k2) — HO

—jEy + &) Ege? @k = [,
F1

b) An der Grenzfliche miissen die Tagentialkomponenten elektrischen und magnetischen
Felder stetig sein. Um die Stetigkeitsbedingung des magnetischen Feldes durch elektrische
Feldgroflen auszudriicken, miissen die Vorzeichen des Wellenwiderstands korrekt gewéhlt

werden.
Et = EO + ETJ
Et EO E,
H=Hy+H & —=—— 4+ —.
= o L, T, T,

Elimination von FEj:

T, T, T,

1 1 1 1

& By(— - —)=E (= + —
L VRN VORAS V o

1 1

@Er:EOFi E

Ty Ts

N

& B, = By——!
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Elimination von F,:

9 11
—Ey— =E,.(—— — —

T, (n T,

2
& F; = By
INT Ts
o,

o FE, = E = (1+R)E,
S VT ( ) Eo

Mit dem elektrischen Feld aus der Aufgabenstellung folgt:

= -1 Jwt—kz) 3 j(wt—kiz) 3
ET_FQ—l—FlEO (6 ex+je ey)
— 2F ; —ki1z) = - J(wt—k12) =

t= T, +2F1Eo (/e + jel g, )

Im Vergleich zum Vakuum ist der Wellenwiderstand im Dielektrikum eine komplexe
GroBe, weil das Medium verlustbehaftet ist. Am Grenziibergang kann es daher im All-
gemeinen bei der Reflexion oder Transmission nicht nur zu einer Amplitudenénderung,
sondern auch zu einer Anderung der Phase kommen.

¢) Fiir die zweite Welle ergibt sich:
Esup = Eoej(wtfgfklz)é'y — _onej(wtfklz)é»y

Fiir die Feldgrossen gilt das Superpositionsprinzip. Die Uberlagerung der beiden Felder
ergibt, dass die resultierende Welle linear in x-Richtung polarisiert ist:

Byes = B+ By = —jE@ @ H2E, + By (@ HF12)g, 4 jel@i-Rg ) = Byl @ihiog,
Da das Superpositionsprinzip nicht fiir Leistungen gilt, konnen nicht einfach die Poynting-

Vektoren addiert werden, gges #* §0+§Sup. Stattdessen miissen Kreuzterme beriicksichtigt
werden, welche die destruktive Interferent reprasentieren.

o 1 o rT % 1 n n T T *
Sges - 5 [Eges X ngs] - 5 [(EO + Esup) X (HO + Hsup) i|
1 — = — = — =2 — =
= [(EO X Hj + By x Hy + Ey x Hyp + Eaup % Hsup}

L 1r= L L
:SO+SSW+§[ESW><H§+EO><H* }

sup

Fiir die Berechnung der Poynting-Vektoren gelten folgende Punkte:

e Produkte der Exponentialterme ergeben aufgrund gegensétzlichen Vorzeichens je-
weils 1

e die Vorzeichen des Wellenwiderstandes werden so gewéhlt, dass ein mathematisches
Rechtssystem entsteht

e imaginidre Faktoren wechseln durch die komplexe Konjugation das Vorzeichen

e E, und Esup sind in der Aufgabenstellung gegeben, Eges wurde in Aba) berech-
net, Hy wurde in A5c) bereits berechnet und Hy,, sowie H,s kénnen mit Hilfe der
Maxwellgleichungen oder anhand des mathematischen Rechtssystems leicht ermittelt
werden.
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- 1 = = £z
SO:E(EO XHS) :2_0[(696 +]6y) (]eac""ey)]

;;21 [j€r X €y + € X € — €, X €y + J€y X €]

2EFZI 2€; X €,] = ?—?e}
Sup = 2By x i) = 28 [y —je) = 2By ) = e
Sy = 3B x Hye) = 2 e, x ) = 0.

Fiir die Kreuzterme ergibt sich analog:

17 . Jor:
—|E,, H*] __O*Z
2 [ p X o o,
17 2
S| Box iz, = -5
2 [ 0 X Hsup o,

Das Addieren aller Einzelterme liefert das gleiche Ergebnis wie die direkte Berechnung
von Sges. Streng genommen ist Energieerhaltung damit nicht gezeigt, da nur ein Zustand
betrachtet wurde. Ein anderes Vorgehen ist bei der Superposition von Wellen jedoch nicht

moglich.
- e
4 2 02 .
o8
In grofler Entfernung zur Antenne ist die lokale Kriimmung der Wellenfront sehr gering

und die Welle kann lokal als ebene Welle approximiert werden, was die Rechnungen we-
sentlich vereinfacht.



