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1 Mathematische Grundlagen der Feldtheorie

Skalarfelder - Vektorfelder

Integrale in der Feldtheorie
Differentialoperatoren in der Feldtheorie
Gauldscher Satz / Stokesscher Satz

Koordinatensysteme -

- Kartesische Koordinaten
- Zylinderkoordinaten

- Kugelkoordinaten



Skalarfelder

1.1 Skalar- und Vektorfelder

»diskrete” Beschreibung z.B.:

X y z )
[mm] | [mm] | [mm] [V
1 0 0 0,1
0 1 0 0,2
0 0 1 0,2
1 1 0 0.4

Luftdruck p(X,Y,Z)
Temperatur T(X,y,2)
el. Potential D(x,y,2)

Raumladungsdichte  p(X,Y,Z)

,2analytische" Beschreibung z.B.:

Q 1
Ane, x’+y’+7°

D(x,y,2) =

X ()
/(I) r\

Skalarfeld Ortsvektor




Vektorfelder

Luft/Wasserstromung

V(X,Y,Z2)

e S

Vektorfelder der Elektrodynamik E, D, P,H, B, M, J

—

E(r)
ST
Vektorfeld  Ortsvektor
,diskrete“ Beschreibung z.B.:

X y z E « Ey E,
[mMmm] | [mm] | [mm] | [V/m] | [V/Im] | [V/m]
1 0 0 10 10 0
0 1 0 20 10 0
0 0 1 30 10 0

1 1 0

Komponenten des
Ortsvektors

Komponenten des

Vektorfeldes

E, (x.y.2)
zB.. E= E, (x.y.2)

E, (x,.2)

,2analytische” Beschreibung z.B.
Plattenkondensator

Vektorfeld durch 6 GrofRen
gekennzeichnet:
3 Grolken fur den Ort

3 Grolden fur Starke und Richtung



Ortsvektor und Vektorfeld

—

E ____— Vektor des Vektorfeldes

Lange in V/Im
Ortsvektor Richtung (Winkel) im Raum
Langein m

=l

Koordinaten-
ursprung

Kartesische Koordinaten:

E(F)= E (x,y,z) e, r=xé,+yé, +zé,
+E,(xy,2) e, Ortsvektor
+E_(x,y,2) €, E= E,é,+E, 6, +E, &,
Vektorfeld

Kugelkoordinaten

E(F)=E,(r, 9,0) 6, +E4(r, 9,90) 65 +E (1 9, 9) &,



Gibt es krumme Vektoren ?

V
v1 Eela
E.| L
1 |:m } E v _
S m E ist nicht eine krumme Linie,
die bei +Q beginnt und bei -Q endet.

—

E ist ein Vektorfeld; an jeder Stelle im Raum,
gekennzeichnet durch den jeweiligen Ortsvektor T,

gibt es einen elektrischen Feldvektor E; (T))

der individuellen Lange E;[ Y/ | und Richtung 8, :

Die Krummung der Feldlinien in der Zeichnung ist die Hintereinanderzeichnung
der Folge von Einheitsvektoren e; an den Orten r,

10



1.2 Integrale: Linie, Flache, Volumen

zB. Energie = Kraft - Weg W = _"IE «ds Weginteqgral
S

—
—

zB. F=F,e,+F, e, =const.

X

ds=dxe,
— [F.ds=[(F &, +F &)+ (dx&,)
S S

[F,dx=F,s
S

|

fur den Spezialfall F = const.

11



Umlaufinteqral

-

A <_[>A-d§
S

__, ds Wegintegral Uber geschlossene Schleife

S zB. Kreis mit Radius R
/ A sei kreisformig und entlang des Kreises konstant :
ds=Rdg-é,
e - ~
= A=A,(R) &,

12



Flacheninteqral

f dxdye, A=A 8 +A &, +A,8,
Z
, >\\\
v - Frage: welches ist die Summe der senkrechten
Flache F Komponente von A durch F ?

|

- df Flachenintegral

|

+A, 8, ). (dxdyé,) é,+8,=0

Sy

I
T Sy
—
—
>
X
D!
X
+
>
<
!

A,dxdy =A, -F

\

fur den Spezialfall A = const.

I
-|'|.q
—,

13



Hullflachenintegral

Integral Uber geschlossene Hullflache

df senkrecht aufH N CJSA . df
H

zeigt nach aul3en

H

Beispiel Kugel: A radial

D!

D!
|

RN

B 14

konst auf H



Volumenintegral

Q= Ip(x,y,z) dv = Ijjp(x,y,z) dx dy dz

Vol

Beispiel Kugel: p ist innerhalb der Kugel mit Radius r, konstant p,,

/

_[p(F) dv =”ij r*sind dr dé do =p, IjjrzsinS dr dd do =p0% r,°m

Vol

15



1.3 Differentialoperationen: qgrad, div, rot, Laplace

Gradient oo . od .  od
grad®=-—e +— €, +—— €
OX oy 0z
® = Skalarfeld —» grad ® = Vektorfeld
d® =grad @-dr
grad @ gibt an, wie stark sich ein Skalarfeld raumlich andert und
zeigt in die Richtung der starksten Anderung (,bergauf®).
Divergenz AA
_ OA -
divA= P O OA: oal differentiel 44 0Z
ox oy 0z oA,
A = Vektorfeld — div A = Skalarfeld = Oy
div A gibt die Dichte von Quellen in einem N L, OA
Vektorfeld an. P OX
[~
o =
divA = lim—¢pA-df global bilanzierend, T T
v—>0 vy .
integral

16



D!

. oA OA .
Rotation rotA = A, _ Py e, + Ay A, , | == A, e,
oy 0z 0z OX oX oy

A = Vektorfeld — rot A = Vektorfeld

rot A gibt die Dichte von Wirbelursachen an
und zeigt in die Normalenrichtung der
Flache mit dem starksten Wirbel

A-rot A = Iim1 A ds
f—0 f

_0°Dd 0°d 0D
= + +
ox* oy oz°

Laplace AD

® = Skalarfeld -» A® = Skalarfeld

Der Laplace Operator gibt die ,Krimmung eines Skalarfeldes® an.



rot grad ® =0

Lasst sich ein Vektorfeld als Gradient einer Potentialfunktion & darstellen,
so hat es keine Wirbel.

divrot A =0

—

Lasst sich ein Vektorfeld als Rotation eines Vektorfeldes A darstellen,
so hat es keine Quellen.

Definition: Laplace Operator fur Vektorfeld
Weiter gilt:

i\ = A . AA = grad (div A) — rot(rot A
div (® A)=A-grad ® + ®-div A grad (div A) — rot(rot A)

iIm kartesischen Koordinatensystem gilt:
rot (® A)=® rot A +(grad®)x A AA

X

AA = | AA

y

AA

z

18




Beweis

rotgrady = 0 Abkurzung grad\y=\7—> V = v \Y =g—\}|,! \ =£;_\|Z;

X X y z

otv=e | Ve . s v [Va VL), o ov, oV,
“| oy 0z Y\ oz OX | ox oy

2 2 2 2 2 2
_s [Ov 0w ,s (0w O |, ([0 9v)_,
“\oy oz o0zoy Y\ozox oxoz “{oxoy oy ox

19



rotgrady = 0

_[rot\7-df
)

—. Stokes

Beweis

—

Abkurzung grad y =V

pV-ds

S

gSgrad vy -ds
S

2 1
jgrad \y-d§+jgrad vy -ds
1 2

2 2
grad \y-dé-_[grad vy -ds

1

wegunabhangig

20



Beweis

div rotA = 0 Abkilirzung rot A = V
O0A oA O0A O0A
V = z _ y — X _ z
RO oy 0z vy 0z OX

0°A, 0°A, | (8°A, 3°A,
OX 0y OX 0z oy 0z 0y OX

= 0 gqg.e.d.

)

_ aAy ) 0A |
OX oy
0°A, B82A,

9z OX 0z oy

J

21



Beweis

divrotA= 0 Abkiirzung rot A =V

F— offene,
2 .
df gekrimmte
2 Flachen

Umlaufrichtung der 2. Flache umgekehrt

22



1.4 Integralsatze

1.4.1 Linieninteqgral eines Gradientenfeldes

ds
gradd)—ai)*X ai)e +a£e Weg 1
OX oy 0z
B —
‘[(grad ¥)-ds =¥ (B) - ¥(A) A

Weg 2

Das Wegintegral Uber den Gradienten eines Skalarfeldes
vom Punkt A zum Punkt B ist gleich der Differenz der
Werte der Potentialfunktion an den Punkten B und A

unabhangig vom integrierten Weg zwischen den Punkten.

23



1.4.2 Umlaufintegral eines Vektorfeldes

Stokesscher Satz

O, _OA )< (A, Ao L [OA A,
X Y OX oy

z

Umlaufweg S

Flache F

Das Flachenintegral uber die Komponente von rot A in Richtung der Flachennormalen
ist gleich dem Linienintegral langs des Randes der Flache uber die Komponente
von A in Richtung der Linienelemente.

24



1.4.3 Hullflacheninteqgral eines Vektorfeldes

Gaufdscher Satz

-~ oA
div A= 9 Py | OA
X oy 0z
_“div/& .dv = (JSAdf Volumen V
v F

Flache F

Das Volumenintegral uber die Divergenz eines Vektorfeldes ist gleich
dem Flachenintegral des Vektorfeldes uber die geschlossene Ober-
flache des Volumens.

25



Kartesische Koordinaten

1.5 Koordinatentransformationen

1.5.1 Ortsvektoren

Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

Z A Z A Z A
. L o
’ ya 9 ¥
y, A A
R: |
X f----mmmmmm b X S--------- A SNy L S
X = R - coso = r sind cos ¢
y = R - sing = r sind sin @
7 = v = r cos 9
2 2 — — :
X2 +y = R = rsin 9
y _ _
arctan — = @ = ()
X
Z = Z = rcos 9
\/XZ + y2 + 72 — /Rz + 72 — r
2 2
X° + R
arctan y = arctan — = 3
Z Z
26
arctan y = [0) = [0)

X



1.5.2 Vektorfelder

A @
y4 S
. 8
I/I (p
’ =
’ 1
R r
// !
1
| 7
|
1

.y > Y
X X
A=AE +AgE +A;E, = A6 +AE +AE, = A8 +A8, +A8,
A = Agcosp—A_ sing = Asindcose+ Agcosdcose— A, sine
A, = Agsino+A cosp = Asindsine+Agcosdsing+ A, cose
A, = A, = A cosd — A sind
A, cosp+A, sine = A = A sind + A cosS
-A, sinp+ A, coso = A, = A,
A, = A, = A.cos9 — A sind
A,sindcose + A sindsing + A cosd = Agsind + A cosd = A
A,cosdcose + A cosdsing— A sind = Azcosd - A sind = A, .
—A,sing + A cose = A, = A,




1.5.3 Linien-, Flachen- und Volumenelemente

Z4 Za
Az
dzP. dre
rdz rsinSde
: Rdo Tl
> ; Y, y
X P
X/ Pt X
ds =e,dx +e dy +e,dz = eg-dR+e - Rdp+e,.dz = e -dr +e,-rd8+e -rsin9do
df =é,-dydz+é, -dxdz | = é;-R-dpdz+€ -dRdz | = & -r’-sin 9 d9 do
+e_-dx dy +e_ -R-dR do +e,-r-sin 9§ drde
+e,-r-drd$
dv =dx dy dz = R dR do dz = r®.sin 9-dr d9 do

28




1.5.4 Differentialoperationen in krummlinigen Koordinatensystemen

grad\y=éxa—w+éya—w+éza—w -éRa—w+é 1a—w+éza—w =éra—w+ésla—w+é 1 v
OX oy 0z R °R g 0z or ro3  °rsing op
- OA oA
diva= 8, Py, 04 =1ﬂ(R AR)+l 0 4 A = 123(# A )+ 1 3(A9 sing)
1) oy 0z R OR op 0z r<or r sind 09
.1 0A,
r sin3 oo
. . oA . oA .
rotA| =e, oA, _ %y + = ey 1A, % + =e, 1 a(A siné})—aA9 +
oy 0z R oép 0z rsind| o9 ° oQ
_ (6A, 0A)) . (oA, OA, 1 1 6A 0
+8 - + +8 +8—| ——-—(rA,)|+
Y\ oz ox *\ oz OR r{sing ép or* °
\ J \ |
(0A ) [
ve [ Ly 05, v8 | gamRA)-2 28] 8,1 2(ra,) -
_Ox Oy \ROR *7 R oo *rlor 09

2 2
liRaw+126\g+a\g=122 rzaw+21_ 9 [sing ¥
R OR oR) R0~ o0z r<or or ) r°sind o3 09

1 0%y
r2 sin9 9> 29




2 Elektromagnetische Felder

2.1 Materielle Grundlagen

Ladungen Q:

gebundene Ladungen Q, :

freie Raumladungsdichte:

geladene Teilchen im Vakuum
Leitungselektronen

freie Uberschussladungen
Influenzladungen

durch polarisierte oder polarisierbare
Teilchen entstandene Ladungen

_dQ
dv

30



L adungsdichten

o= _4Q (é 9]
dx dy dz V

L Raumladungsdichte
im pAy > o #0
D_ef dv = dZQ (A Q) A Ay—0
G—Lp-y_dxdz_A /

Flachenladungsdichte

Ay
Def
A =o-dx= aQ =|2 Q —
dz L
L L im c AX —»> A=z0
Ax—0
Linienladungsdichte
RN

Ay AX



Zusammenhanqg Stromdichte / Strom

Stromdichte=Strom/Flache < Strom von freien Ladungen dQ/dt durch Flache A
J=pV © | = dQ/dt
dQ="?
o _V, g Def. Lange ds:
ds = v -dt
ds : .
. ~ ds ist so lange gewabhilt,
J=Je, = const. — dQ=p-A-ds wie sich Ladungstrager
df = df - e =p-A-v-dt der Geschwindigkeit v
’ im Zeitintervall dt
o aQ _ p-Vv-A fortbewegen
- 1= [J.df dt
A

Def.: Stromrichtung
= Flussrichtung pos. Ladungstrager
= - Flussrichtung neg. Ladungstrager 32



2.2 Feldbeschreibung durch die Maxwellschen Gleichungen

Wirkung < Ursache

divE = 2 elektrisches Quellenfeld, erzeugt durch alle p=p, +p_
80
rot E = - 2t elektrisches Wirbelfeld, erzeugt durch At

—_

= _ . E : . =
rotB=py(p.V,+p_V_) + Souoaa—t magn. Wirbelfeld, erzeugt durch Stréme und 5%

ol

divB=0 Quellenfreiheit des magnetischen Feldes

—

F= q(E +V x I§) Kraftgleichung, messbare Wirkung von E und B auf Ladungen

—_ -

Physikalisch reale, messbare Gréfl3en sind: p, q, V, E, B, F.
Alle spater neu dazukommenden GréfRen sind nur Abklrzungen per Definition far
makroskpisch gemittelte Eigenschaften dieser ersteren fundamentalen Grof3en. 33




Berticksichtigung gemittelter, makroskopischer Materialeffekte:

D = SoE +Pp Polarisation durch Ladungsverschiebung in Festkorpern

= ge,E fir P=y.e,E mit g, = (1+y,)

r

B = MO(H + ,\7|) < Magnetisierung durch atomare Ringstrome

=uruOI:I fiir M :xml:l mit p, = (1+xm)

div (80E+ |5) =P e divD=p,,
rotE:-a—B rotE:_a_B
ot R ot
= 3 oE - _ - D
rOtB:,“lrL‘lo‘Jfrei +Hr“08rsoa rOtH:‘Jfrei + E




3 Elektrostatik
3.1 Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen

—_

elektrische Feldstarke E:
definiert Uiber Kraft F auf Probeladung g:

—

Kraftgesetz: |[F=qE

dim E = =
A.

elektrische Feldstarke E:
erzeugt durch alle Ladungen Q bzw. Raumladungsdichten p .. iIm Raum

<= P es -12 As
: div E = -8 g. =8.85.10 —
Maxwell: 5 0 vm

35



—

Materialeffekte: elektrische Polarisation P :

makroskopisch “Q  in Molekiilen gebundene,
gemittelt Gber E separierte Ladungen,
mikroskopische ~ ° +Q, Quasineutral

Effekte

elektrisches Polarisationsfeld Ep,

hervorgerufen durch Ladungstrennung innerhalb der Molekile

Definition der elektrischen Polarisation;

. . .= A-ssm _A-s
P=-¢E, dim P=—-5—=">

36



9, Die Uberlagerung
+ — - —
9 EE: 9 o des durch freie Ladungen Q erzeugten Feldes E,
i o und des durch Ladungstrennung in Molektlen erzeugten
= 5 . . -
Polarisationsfeldes E. (bzw. P) liefert ein effektives Gesamtfeld E
E=E, +E,

Ersetzen von E, durch -P/e, und Multiplikation der GI. mit ¢, liefert

—

€ EQ:sOE+I5

Mit der Definition der elektrischen Verschiebungsdichte D

_. Def -

D=80EQ

ergibt sich die bekannte Materialgleichung

= = = .= _ A
D=¢,E+P dmD = —3
m 37




Materialgleichung:

— -

E=E, +E;
wenn das Polarisationsfeld Ep linear proportional zum elektrischen Gesamtfeld E ist:

E. = -x, E (Richtung entgegengesetzt zu E) y_ : elektrische Suszeptibilitat

dann qilt:

E=E,-%xs E

- Eo= (1+xy) E g, : relative
\ﬁf_/

N Dielektrizitatszahl

. des Materials
und es ergibt sich:

—

E.=¢ E

Mit der alten Definition flr die Verschiebungsdichte D
_, Def N

D = g, E,
bekommen wir die bekannte Schreibweise

B-¢ ¢ E

r




Allgemein giltige Maxwell-Gleichung unter Bertcksichtigung aller,
d.h. der freien wie der in dielektrischen Molekllen gebundenen Ladungen.

pges - P + Pp
frei gebunden : Superpositions—Prinzip
E = E, + E. )

Es genulgt also die Kenntnis der Verteilung
der freien Ladungen zur Berechnung des el. Feldes

A

— |div (80 EQ) =p

—

— div (80 EP) =p, Problem: p, unbekannt

Aber im Fall linearer Materialgleichungen qgilt:

m
"
m
O

—

D=¢ g, E © g, E,=¢ g

E >

O

m
1

Traditionelle Schreibweise: div D = p
€, €

r




Berechnung der relativen Dielektrizitatskonstanten

Im Inneren des Kondensators sind Molekiile mit polarisierbaren Elektronenorbitalen
mit der Dichte von N Molektlen pro Volumeneinheit statistisch verteilt.

E

+ Q |- Q
IgIO
] =P [
N
E .| Flache A
yL.
Dicke d

Jedes dieser Molekiile erzeugt einen kleinen Beitrag zum Gesamtpolarisationsfeld EP
aller Molekiile.

Das elektrische Feld erzeugt in jedem der Molekule eine kleine Ladungstrennung weg
vom neutralen Gleichgewicht um die Distanz s.



m
1
o
mu
L
o

v

_Qm

neutrales Moleklil

Der Ladungsuberschufd am Molekdl +Q , und -Q,, ist gegeben durch die Raumladungsdichte der
Elektronen p_, die mittlere Querschnittsflache des Molekils A , und die Lange s der Ladungstrennung

_Qm:p_ . Am .S

Zur einfacheren Berechnung des gemittelten Gesamtfeldes Ep wird als ldealisierung angenommen,

dass die Molekiile in zu den Kondensatorplatten parallel ausgerichteten Schichten angeordnet sind.

_?p +Qp-QIo +|Qp'Qp +Q,
+Q - |

-Q

]

+ [+ |+ |+ [+ |+ |+
1

+[+[++ |+ [+]+
1

F [+ |+ |+ [+ [+ [+

\ Flache
A

y | ol
X S

A
o
v
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Die gesamte Polarisationsladung Q, ist die Summe der molekularen Teilladungen Q. tGber die
gesamte Querschnittsflache A

Q,=>.,Q,=pAs=NgAs

Das elektrische Polarisationsfeld EP ergibt sich aus der gemittelten Ladungstrennung +Q ,

und -Q,, aller Elementarladungen q, der Elektronen

= __ 1 Qp g
Ep = g, A ©x

Die Auslenkung s der Ladungen ergibt sich aus dem Kraftegleichewicht des an q,

angreifenden E-Feldes und der innermolekularen Riickstellkraft, welche in erster Naherung
linear mit einer Rickstellkonstante r (analog der mech. Federkonstante) beschrieben werden kann

_ — . - E
F=q.,E=rs - \s\:qer
Damit ergibt sich fir E
B, . Ng.,As . E
E:-i&ex—-l 9 S X:_iquqe
P gq A €o A €o r
2
5 E,=- L Nleg
g I
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Das Gesamtfeld E setzt sich also aus der Uberlagerung des durch die Ladungen auf den Eektroden
des Kondensators hervorgerufenen EQ sowie dem Uber alle Molekile gemittelten EP zusammen

2
E: EQ_NAE
80r

Daraus ergibt sich

. Nag? | -
EQ:£1+AJE
€o T

~
&,

und schlieBlich mit der Definition von D = ¢, E,,

Die relative Dielektrizitatskonstante hangt also von der Dichte N der Molekile

sowie von deren Ruckstellkonstante r ab.
43



3.2 Satz von Hullenfluss und Symmetrie

Erzeugung el. Verschiebungsdichte D durch Raumladungsdichte p

— 6D oD oD
div D=p X + =+ —~% = p(x,y,2)
6X a 62
Maxwell partiellg DGI

Berechnungsmethode von D im Falle einfacher Symmetrien:

[divD-dv = [padv

Vol Vol

Vol

l Gauld‘'scher Satz

CJ‘) D.df = J‘ 1) Wahl eines geeigneten Koordinatensystems
ol 2) Wahl einer geschlossenen Integrationsflache

.Satz vom Hullenfluss*
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Kugelsymmetrische Ladungsverteillung: Kugelkoordinaten

Symmetrie von Kugel und Ladungsverteilung

— D = D,(r)é, konstant auf Hiillfache

Flache F(r)
Volumen
Vol(r)
/) o3
Po At r03
Gesamtladung
Q innerhalb
Kugel mit
Radius r,
Kugelsymmetrie:
p, IF<r,
oL 80)=p()= | o rsr

AulRenfeld fur r>r,

$D-df = [ pdv—>D,-4nr*=Q

F(r) Vol(r)

__Q _ _
Dr_47cr2 D, =0 D,=0
E = = — |E, = Q 5

€&, 4w g.g, I

S aQ

F=0-E—>|F, =

a = Y Amgeg, r?

Folgerung der Kraftgleichung
aus den Maxwell - Gleichungen
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Feld innerhalb der Kugel

Irzsin 9 d9 do dr
0

4r 4r

Kugelflache L Kugelvolumen

D(r):gr




D, -4mr® =

Feld auf3erhalb der Kugel

j o(r) dv

Vol

j o(r) dv +

Vol(ry)

= Po j dv+0

Vol(ry)

_ Po
D(r)=—
(N 3

S —
I\)|OOJ

Vo&nm)

Vol(r-ry )

p(r) dv

dv

v

a7



Umkehrung: Berechnung von p(r) aus gegebenem D (r)

D =D, € innen div D = i.ﬁ(rz 'Dr) Divergenz in Kugel-
2 or koordinaten
r<r,
_ 1 0f.2po
T2
r< or 3
= L1po o
r* 3 or
= ip_OBrZ
r’ 3
= Py — |div D=p
(qed)
— - . — _ 1 a 2 Q
D=D, e auRen divD = F'E(r °4m2]
= Q2 €, r=>1T =0 — |div D=0
4mr

(qed) 4g



3.3 Ubergéange an Grenzflachen

E,
E, Berechnung der Tangentialkomponenten:
- _ 0B . - dg¢ = -
(S — —_ —
1 ot E=-—> —>jFrotE-df_gSSE-ds_-ajpe-df
,Maxwell*
Isolatoren ) = e _2 = o2 = _ d S F -
opt. Linsen Grenziibergang Ah — 0 gSE-ds =E,.d8, +E,-dS, =- " J' 547 = 0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—
’ N

E =E@ +E & =12

ds, =ds-e, Wegelemente ds;:

ds, =ds-(-€,) g
L ) ) ) Medium 2 ds,
— E,-ds, = (E.é, +E,€, )-ds € =E, ds Medium 1
— E,-ds, =-E,-ds Flache F= ds- Ah

— E,-ds-E,-ds=0 —» |[E,=E,

Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke ist an Grenzflachen stetig. 49



Medium 2 Berechnung der Normalkomponenten:

~Maxwell
divD=p —|[divDdv=¢§D-di= [pav

Vo

Volumen V = df - Ah wird durch Grenzflache durchdrungen

Boden- und Deckelflachen df senkrecht auf Grenzflache
Medium 1 Hohe Ah mit Grenzibergang Ah — 0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:
D.=De ,+D e, =12
Oberflachenelemente df :
oben: df =df-e_
unten: df =df(-€,)
Rand: Ah > 0 » F, ,=0
$D-df =D ,df - D, df +0= [ p Ahdf = [o-df

Vol ‘

— |D,,-D,, =0 freie Oberflachenladungsdichte

Die Normalkomponente der el. Verschiebungsdichte macht an der Grenzflache einen Sprung
gleich der freien Grenzflachenladungsdichte. Sie ist stetig, wenn o = 0.



Q.
1
™

Vorausgesetzt g, -E

D,=D,+o freie Oberflachenladung E,=E,
& &, Ep, =8 8, E, ; +o 1 D,= 1 D,
8r2 rl
o= ole, €, e &,
n2 = + n1 D, = —= Dy
€ € €1

wenn
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Felder an Leiteroberflachen

,Stetigkeit der Tangentialkomponenten®

m

ti

|

Eta
0 -E, =0
0

i
— |E.

~Stetigkeit der Normalkomponenten®

,2Ortsabhangige D.-D,=o
Flachenladungsdichte e e E -g g E =0
- - o
E.=0 B = €, €
. - _ ra "0 AulBenfeld steht
da J=x E, und J =0 = _ & = immer senkrecht
— |E, = e, ”
€. € auf Metalloberflache!!
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Def. |E = - grad ®
__ 00

Ex = o

__ 00

Ey— By

__ 00

B2 %

3.4 Potentialfunktion

Definition der Potentialfunktion: Dimension ist ,Volt*

Das mathematische Skalarfeld (I)(F), auch Potentialfunktion genannt,

beschreibt vollstandig das reale physikalische elektrische Feld E.
Das Potential @ selbst bewirkt keine mef3baren Krafte;
es ist nicht eindeutig bestimmt.

Der Nullpunkt (Erdung) ist wahlbar durch eine beliebige Konstante C,
ohne das durch das Potential beschriebene elektrische Feld zu verandern.

me M

N

= -grad @, (1)

= -grad (@,(F) + C)

= -grad @, (r)- grad C
%/_/

0
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Die Einfihrung der mathematischen Hilfsgrof3e des Potentials erlaubt eine

einfache Berechnung des Wegintegrals _"E-d§

il

ds B
Integralsatz der Mathematik: Weg 1
Das Wegintegral tber den Gradienten eines Skalarfeldes
vom Punkt A zum Punkt B ist gleich der Differenz der
Werte der Potentialfunktion an den Punkten B und A
unabhangig vom integrierten Weg zwischen den Punkten. A Weg 2
B
Damit wird ¥ (B) - ¥(A) = [(grad ¥)-ds
A

P

_J%E.d§ = +Igrad ® . ds =(D(Fz)' (D(Fl)

1

h o wichtig ist nur die Potentialdifferenz an den Orten 1 und 2,
-_[E -dS=®(1,)- @(1)| nicht der Verlauf der Potentialfunktion zwischen ihnen;
n .wegunabhangig*
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E(r) =-grad ®(r)|  Differentielle Darstellung

A

—]%E-dé = +]2'grad @ -ds

® . o0b . 0D . _
j — €, —e +— €, |-ds
F(a 0z J

eswar ds =dxe, +dye +dze,

:Ia(pd aﬂdy+a£dz
0 0

v g

[E-d8= ()@ (F)

i

Integrale Darstellung




Aquipotentialflachen

Definition von
Aquipotentialflachen

(D(F) = const.

o(7)- ©(7)=0—> -[E-ds =0

—)_[grad ®-ds=0

—> —>ds L grad ® =-E

Aquipotentialflachen stehen senkrecht auf den Feldvektoren des
elektrischen Feldes

m

(

—

2

)

E
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Arbeit im elektrischen Feld

Aufgabe:

welche Energie ist nétig, eine Probeladung Q' vom Ort 1 zum Ort 2 zu bewegen?

FaQuE oo, - [Fas-ofE 65 - o(0(D)-o(z)

AW, héngt nur von r, und 1, ab, nicht aber von der Wahl des Weges dazwischen.

Es wird keine Energie auf Wegen entlang von Aquipotentialflachen verbraucht.

= Q' - @ (r) nennt man die potentelle Energie einer Ladung Q' am Ort r

physikalische Bedeutung aber Nullpunkt fiir @ willkdrlich
hat_ nur die Po_tentialdifferenz — grad (@ + C) = grad ®
zwischen zwei Orten 1 und 2
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Potentiale an Leiteroberflachen

An Oberflache qilt:

®(F) = const. E, =0 esgibt keine Tangentialkomponenten
auf Oberflache

— |® = consit.

. Oberflache ist Aquipotentialflache
o(T) # const.

auf Oberflache = —
— |[E=E_n

n

Feld steht senkrecht auf Oberflache
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3.4.1 Eine Punktladung bei r =0

Berechnung von ®(f) aus bekanntem E(7):

r r r
= = Q .
d(r) - (o) =-|E-ds = dre )= dr
( ( ) 0‘[ ;‘;( &)-(dre) = I4n8r80r'2
r
= - Q |:_:|_ 1:|
4me g, Ml
-_Q 1
dre ey T
willkrliche, aber praktische Festlegung:
o (oo) =0
j 1 Q" ®@(r): potentielle Energie einer Probeladung Q'
—>|@(r) = 4n8 & T im Feld der erzeugenden Ladung Q

(Arbeit, an den Ort r aus dem Unendlichen
Zu kommen)

Coulombpotential einer Punktladung




Umkehrung: Berechnung von E(F) aus bekanntem @ (f):

A
N

(D(r, 9, (p) = (I)(r) = Q % Kugel-

4me €, koordinaten
E=-grad ®
g oD (r) . 1 00(r) 5 1 o®(r)
"o r 89 °rsing oo
= + Q lér
Ame g, r°
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Welche Energie ist nétig, die Probeladung Q' von T, nach r, bei einer Punktladung zu bringen?

F=Q-E >AW = [F d§:Q'jE ds
AW = Q'-(CD(Fl)— (D(Fz)) es genugt die K(inntnls nur von
N ; ® (%) und @(r)
v
Potentialdifferenz
Beweis:

Q J‘iz dr = Q 1_1
Ane g, ;T dre e, (1, T,

Kugelkoordinaten
~Symmetrie* v
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3.4.2 Viele Punktladungen

Potentialfunktion einer verschobenen Punktladung bei r

1

o (F) =

4ns & |r-

i

o

AZ

Potentialfunktion von N Punktladungen

allgemein
gilt:

() =

4dre g,

=3

i=1

Q

—

Beachte: Vorzeichen der Q.
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Der el. Dipol bestent
aus zwei entgegen-
gesetzt geladenen
Punktladungen (+Q, -Q)
Im Abstand d mit

Qges =+tQ-Q=0.

LOsung fur
Dipol

|

3.4.3 Elektrischer Dipol

A7
R dD(r)
P =
\ —
+Q r
+d/2 ‘
/2 "X
y ® -
( )
_ Q 1 1
(D(R’ (p, Z) - 4me )

\\/(z- %)2 +R? \/(z+ %)2 +R? )

zylindersymmetrisch

+

f (o)
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1

el. Dipol aus grof3er Entfernung gesehen

1

~S
~

\/(z—%)2+R2 \/(zz—z.d+d%)+Rz

1

( L oy j Nebenrechnung
1-x 2
~ ! 1+Z.2(.j
r 2r
1 1 z-d
’ s - 2r°
\/(z+%) +R?
Ubergang auf Kugel- Q 1 1+Z-d_1+Z-d ~ Q-z-d
i - 2 2 | T 3
koordinaten @ (r, 8, 9).  4neg, r{ 2 2r 4mee, T

Wegen Symmetrie
um ¢ gilt @ (r, 9)

mit z =r-cos 3 folgt:

d(r,0) =

Q-d-cos 3

2
4dre g f
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®=0 fir =90

- ®<0
‘ ®(r, 9)
3 Symmetrie
in @
N\

¢

A

r
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d cos 9
® (r,9,9) = R > Kugelkoordinaten
4ne g r
E =-grad @
o . 1 00 . 1 oD
=-e — -, — — -¢€ :
or r o *rsin8 do

1

5 Qd 0 cosS]
*rsind |4neg g, 00 r
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3.4.4 Coulomb - Integral

@.(r) = ! PL eine Punk’tladung Q.
4nge, |F-T] an Stelle T
N
@(r) = ! z & Gesamtwirkung aller N
4nee, S [1-T) Punktladungen Q,

Ubergang auf Kontinuum: viele Punktladungen fein verteilt

— Ladung AQ, im kleinen Volumenelement Ay, an Stelle t

AQ; = p(F)Av,
v o)
. p(r)A
— O(r) = ——
(r)= Ame g, .21: IT- r,\
- 1 r")dv'
— |D(r) = p(i, Coulomb - Integral
dnee, =, ‘r-r




1 p(F') Methode zur Berechnung
(1) = _[_” —— dv' von @ bei gegebener
4dre g, ‘r-r ‘ Ra : o
umladungsverteilung p(r)

Coulomb - Integral

Summation lber Jaufender® Punkt

alle p(T') dv dQ = p(F) dv'

— Integration p(F)—1 &
Uber den ®(F)
gesamten

Messpunkt an der festen

Raum mit laufender
Stelle 7

Koordinate r'

Koordinaten Ursprung



(r ) dv'  und E(F) = - grad ®(7) < numerische Differentiation

(D( )_ 4ns-‘“?

r schwierig

Abnhilfe: direkte analytische Differentiation

— E(F) =-

grad
()

p(1) o I
 4me I\r r\ unabhangige Variablen r und r
— Vertauschung der Operationen

| r' auf r und r' erlaubt
grad (p( )] } dv’
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Nebenrechnung

1 _ 5 r-r'=(x-x") e, +(y-y')é +(z-2) €,

grad —
-7 ]

P77 |= JxX)? + (y-y) + (22

-5 9 1 e 2101
X Xyt @y o e
:éx(_ij 1 5 2AX=X)+€, 1) L 2Ay-y)+8,-
\/ (x-X')* +(y-y')* + (z-z) 2) .
(X =x") Cy-y) . (z-2))

1
1
!
X
|
D

e R
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— 1 p(F') (F-F')
- EM =+ Ame I ‘F-F"S W
= 1 p(x'y",z") (x - x)dx' dy' dz'
- EXY,2) = —
4me IH((X XY+ (y -y) +(z - 2

"

L L m p(x,y'z) (y -y) dx dy' dz'
((x-x) +(y-y) +(z-2)

"

+i _m p(x'y"',z") (z - 2') dx' dy' dz'
e T (- x) H (y -y + (2 -2)) "

Keine numerische Differentiation mehr noétig.
Numerische Integration ist problemlos

3 e
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Zusammenfassung

= Gaulfd N . Af = wenn P gegeben Satz vom
divD = ., D-df= | p dv :
P H?je Vol und Symmetrie Hullenfluss
D=¢¢E \_. E = Q 1 Feld einer
- ? Punktladun
Maxwell ) , Ameg, f J
[E-ds=[do

= _ 1 1 . Q 1 Potential einer
E--grad® > B 4mie. g, ‘F_f_" Punktladung am Ort ¢

Def. Potential

Viele Punktladungen;
Ubergang Kontinuum

do(F) = — p(F) dv
4me €, r-r
o(F) = 1 #(f) dv’ Coulomb-
dmee, * |r-T| Integral

o(F) geg. - @ (F) — E(F) =-grad &(F)

p beliebig, Geometrie beliebig

my
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3.5 Elektrische Feldenergie

3.5.1 Energiedichte

Das elektrische Feld im Raum tragt an seinem jeweiligen Ort eine gespeicherte Energiedichte,

welche proportional zum Quadrat der Feldstarke ist.

W = 1 E.D Energiedichte des elektrischen Feldes
2
We = IWe dv gesamte elektrische Feldenergie im Volumen V
V
Einheit (w,) = —. 25 - Joule
m m m

wenn D=¢_ ¢, E gilt, dann folgt:

— 8r80 2
w, = -0 E
2

73



Veranschaulichung der Energiedichte des elektrischen Feldes

d

IR /Flache A
/ Y\

+om |-
FI(t)

1 1(1)
\—°_.°—/

U (t)

Kondensator ohne Dielektrikum
wird allméhlich aufgeladen:

E,0= o U
> U= .- 1 QO

I(t) A
IO
t, ]
Q (1)t
Q o
t, ]
U(t)“
Ut
tO

| O<t<t
It =4 ° °
0 t>t,
t
[t O<t<t
QR =4°"_ °
t Q, =1, t, t>t,
(1 d
e AIot
U(t) = | q
t — » ot
€o A
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Aufgenommene elektrische Leistung:

1 dy 4, o<t<t,

P(t) =U@® I(t) =

€0

A
0 t>t,

Aufgenommene elektrische Energie nach Aufladung t > t

a2 11 dp2ye2_11dg2

0 A lotdt=3 € A loto 2 g, A Qo
E.. =E.(t)) Qo , o =¢ AE W, = *¢, E2 Ad
vo = Eylte) =5 " TA 0o~ %o yo u=75 %o Eyo

Aufgebaute elektrische Feldenergie nach Aufladung: W, = jwe dv

E, raumlich konstant im Kondensator mit Volumen Ad —> W, =w, A d

Energiesatz: W

e

=W, -w,Ad-=

—> (W,

_1 2

1

EsOEioAd

elektrische Feldenergiedichte
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Allmahliche Selbstentladung des Kondensators

d Abstand
Ladung q(t)
— A Flache | 0
Eyo Ladung dg wird von + nach - Platte gebracht

Entladung in kleinsten Portionen Eyop-o

+Q o -Q

Entladung

dq dF, =dq - E, Kraft auf Ladung dq
dW =dq - E, -s die dem Feld E, enthommene Arbeit
— z.B. kinetische Energie, Joulesche Warme

Freigesetzte Energie zur vollstandigen Entladung; innen kein Dielektrikum —> €, =1

Q Q
Q Q Q
= 9 gdq =4 1y = EeQ@=
0 €o A &g A2 0 e
q
_d 1 2 - E(9)=—+
B €, AE(EO A EyO) ' g A
1 1 Freigesetzte Energie
W — d A L= E2 - 2 g g
- S 2 o Eyo| €W, 5 o Elo = (Feldenergiedichte) . (Volumen)
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Einfluss eines Dielektrikums

Die gespeicherte Feldenergiedichte des elektrischen Feldes ist w, = % €0 E?
Warum ist die gesamte Energiedichte w, ., = % D-E= % g0 Eq E>wW,?

Antwort: Es besteht ein zusatzlich gespeicherter Energieanteil in den Molektlen
hervorgerufen von der elektrostatischen Ruckstellkraft der getrennten Ladungen

- Kraftgleichgewicht im Molekil: F=q,E=rs§
Q

+Q |—% | -Q

Hier ist r die elektrostatische Ruckstell-Konstante

o @é’ B proportional zur Auslenkung der Ladungen im Molekiil
%
Y L . E Auslenkung Elektronen durch E: s=q, E/r
S N . S . . 1
Gespeicherte Energie pro Molekul: W = _[F-d§ = jré «ds = > rs?

0 0

1
=5 r(g. E/r)
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N |
=

Gespeicherte Energie pro Molekdil: me =

Bei N Molekulen pro Volumeneinheit ist die gespeicherte Energiedichte w

2
_ _ 1 q 2
W, =NeW,, =N 5 - E

Die gesamte Energiedichte w . ist die Summe der reinen Feldenergiedichte w

und der in den Molekulen gespeicherten elektrostatischen Energiedichte w,

2 2
_ 1 2 1 Nqg > _ 1 N q > _ 1 2
Weges_ESOE +§TeE —580[14' SOfJE _ESOErE
TG
5w - 15 ¢ Hier versteckt sich in D bzw. ¢, die zusétzlich in den Molekiilen
c9 2 gespeicherte Energie der elektrostatischen Ruckstellkraft
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3.5.2 Feldenergie einer geladenen Kugel

Gesamtfeldenergie
= Feldenergie innen  (r <r,)
+ Feldenergie auRen  (r>rg)

W, = _[ w dv + jweadv

D-df = | p,dv
C"‘) ‘[ i Maxwell
3
— D, -4nr? =p0-£7tr3 =Q r—3 mit p, = Q
3 I 4 3
— 7l
3
— innen E, = i%
4drme 1,

1
2

— aullen E,_, = Q
Ame r



W, = r;[O w dv = ré[(és E
Eri = i Lg
dne 1,
lh2n = 1 QZ
- W, = — €
113 Gy
= E8 Q 5 2-27tO
2 (47[8) 0
2 5 |0
Wei = 1 Q 1 r_6
2 4me S5 1, 0

Berechnung der Feldenergie im Inneren

-
N

r’ sin d9 de dr

o|

fo
4
r—Gdr
fo
2
_)Wei:EQ 11
2 4me S5 T,
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Berechnung der Feldenergie im AuReren

W, = I 1s E2 dv
r>r, 2
Era - & iz
e I
02T T 1 QZ 1
—>Wea:_H_[—s ~ — r? sin9 d9 do dr
fpb 0 0 2 (47T8) r
2 ©
E S APIP O
2 (4me) o T
2 o 2
S O A VR
2 4me \ 1), 2 4me T,
1 Q? 1 (1 unabhangig Vorzeichen Q
Wges:Wei+Wea:_ — [=+1 i
2 4ne 1, \5 proportional

o
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es war: Relativitatstheorie:

2
Weges = § Q i Weges = mel C2
S5 4me T,
3 Q11 . .
—>|My = = — — Massenbeitrag des elektrischen Feldes
S 4mne 1, C
Uberlegung:

- Elektron hat Masse m, =9.1-10-3! kg
- welchem Radius r, entspricht diese Masse?

q. =-1-6-10" A-s
= — — -12
° " 5 Ane m ¢’ € =8,8-10" A-s/(V-m)
c=3-10° m/s

2
I‘_3Q 1

Hier versagt die klassische Physik

—|r, =1,7-10"®° m

WIDERSPRUCH ZU
STREU-EXPERIMENTEN
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EKin Ba —

56 +
Ba

Beispiel Uranspaltung

™

freigesetzte Energie:

1kg —»> E

1 Atomkern

Kin

_)

1
TN
1

U
®
@,

G

@,

=25 - 10° kWh
20000t TNT

E. =3.2 .10 Joule

Kin

= EKin Kr

36 +
Kr
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1 Qu =924q,
I

Qz, =560, r

e Ba +WeKr + E

_3 Q°
S5 4rne
el = W

2
EKin = § qe
S5 4me

E., = 5.6 -
EKin exp = 32 )

Q

0.85 - 10™ m
Q. =360, r, ~ 0.73 - 10" m

Ba

Q

Kin
ri (922 - 562 - 362)
U

10 Joule 'Maxwell’

10 Joule "Experiment"

Elektrisches Feld im Urankern ist
wesentliche Quelle fir 'Kernenergie'

|

Q
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3.5.3 Feldenergie von Anordnungen metallischer geladener Leiter

_ 1 =
—-E_[gradd)- D dv

= -%{jdiv((l) D) dv-jcp div D dv } (diV(<D D) = @ div D + D-grad <I>)

Mathe
1 .
=-—1P® D-df-| ® p dv -
2 {92 '[ g } (d'V D = P) Maxwell
W._ = ij‘q) o dv Feldenergie im gesamten Raum,
2 dargestellt durch Potential und Raumladungsdichte

Integral Gber Raum nur dort nétig, wo Raumladung vorhanden
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. 1
es war: _ L .
W, = - jcp p dv

Feldenergie im gesamten Raum
berechnet Uberall dort, wo p#0

Spezialfall metallische Leiter

— Pinen =0, aber Flachenladungsdichte auf Metall-Oberflache

— ® =const. auf Metall-Oberflache

bei N Leitern gilt: da p =0 aulRerhalb der Leiter, Integration nur in Leitern

_1Q p nur auf
W, = E'kz_l:_[q)k Py AV metallischen
- Leitern
1 N
= _ZCI)I( J‘pk dV
2 '3 - Q,,
sonst Null

Leiter
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3.6 Kapazitat C

In der Elektrodynamik gibt es zwei Beziehungen von Grof3en, die durch die gleiche
Proportionalitatskonstante C verbunden sind.

» Die Ladung Q mit der Potentialdifferenz bzw. der Spannung U

 Die elektrische Feldenergie mit der Potentialdifferenz bzw. der Spannung U

Q=C-U zwei mit +Q, -Q geladene
I metallische Leiter

We=EC°U2 U
2

Die gemeinsame Proportionalitdtskonstante C heil3t Kapazitat



i

Definition der Kapazitat C:

C Af U,
c=[9- §,o E-d
U jE-ds
: =]
ds &
E ¢

Kapazitat nur Funktion der Geometrie
unabhangig von E

Berechnung von C

—

- suche E als Funktion von Q
- berechne @, - ®, = U,, aus E als Funktion von Q

- dividiere Q durch U,
- Voraussetzung: gleich starke entgegengesetzte Ladungen: +Q —-Q =0

12
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3.6.1 Kapazitat eines Plattenkondensators

2
Flache A ®. -0 :-J;Eds:-E d
Ezi _)U:id C

89



— ——>

3.6.3. Kapazitat eines Zylinde

rkondensators

dvD=p [divDdv=[pdv—[Ddf=Q

—

D.-/-2n-R=Q

Symmetrie: D =D_ex
_ . e-E,-0-2n-R=Q
Zylinder: df =dzR do € i
R B Q 1
E, = L
2nel! R
Ra
O -0 =-[Eds=-—2 n R
4 2nel |
AD = - Q In Ry
2mel R.
2n-g- { .
0 c= &0 Kapazitat des
‘_ In [RaJ Zylinderkondensators
U R
C_ 2n-¢g . }
7T TR Kapazitat pro Lange
In [R""} des Koaxialleiters

far (>R,
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3.6.4.

Verallgemeinerter Kapazitatsbeqgriff fur Vielfachleiter

Bisher zwei Leiter

Q=C-U
= '(q)z_q)l)

Jetzt ein Leiter

1
©0) = 4ag ¢
Q=C-@(r)>C= Q =4ne v

Kapazitat C ist die Proportionalitats-
konstante flir Zusammenhang
zwischen Ladung und Potential o1



Kapazitat dreier Leiter (z.B. Hochspannungsleitungen)

Leiter 1 Leiter 2

[
—
\gm
Leiter 3 Teilkapazitaten der

Leitungen untereinander

— — p—— Teilkapazitat der
Leitung zur Erde

A

® ° ®
Wlm geerdetes Referenzsystem
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Symmetrische Ladunqgsverteilung

z.B. Platten-, Koax.-, Kugel - Kondensatoren

Ladungen gleichmaldig auf Oberflache verteilt

G = const.

Symmetrische Anordnung
—  Satz vom Hullenfluss nutzbar
958 E.-df = Q

L, Berechnung von E = E(Q)
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Unsymmetrische Ladungsverteilung durch Influenzladungen

Aufgabe: Berechnung von ® aus gegebenem Q

- 0 =7? # const. "Influenzladungen" ; KEINE Symmetrie
—> Satz vom Hillenfluss oder Coulomb—Integral NICHT nutzbar

+ Feldlinien senkrecht zur Oberflache
+ @ = const. auf Metallen (Aquipotential-Flachen)

— Methode Laplace GIl. moéglich (siehe Kap. 3.7.1)
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Losung der Aufgabenstellung mittels Potentialkoeffizienten

Fragestellung wie bisher

Q. = vorgegeben
®, = gesucht

l

LOsung mittels
numerischer Methoden

(schwierig)

P11

©=0
®, = ®,(Q,)

Losung ist eine lineare Funktion von Q /

3
® =Y pQ.| Potentialkoeffizienten P
k=1
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LOosung der Aufgabenstellung mittels Influenz-Koeffizienten

©=0 mm

Losung ist eine lineare Funktion von ¢ Q = QD)

= 7 mgg

®. = vorgegeben

Q, = gesucht

l

LOsung mittels
numerischer Methoden,
siehe Kapitel 3.7.1.3

|

Cx = Influenzkoeffizienten;
es sind Kopplungskonstanten,
keine echten Kapazitaten
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Unterschied von Kapazitat des Kondensators und Influenzkoeffizient

;
I(t = | I(t) dt
L O Q j (t
*Q * . .
— C:) | u Kondensator, ,echte* Kapazitat
_ Q:c.(q)l_q)2)=c.u Q,=-Q,=0Q
T— C Kapazitat _Spezialfall*
()
Ql / ! lecllq)l-l_ClZ(DZ Ql’ QZ
Qz - 021(1)1 + C22(D2 belleblg

Qe \cp I . _
2 Ci« Influenzkoeffizienten ,allgemeiner Fall
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Die Ladungen sind eine lineare Funktion der Potentiale:

(Ql\

\Qn

( Cu

\ Cn1

Cin )

CNN)

C.« = Influenzkoeffizienten;
es sind Kopplungskonstanten,

((pl\

Q = icik - D,

k=1

\ Dy )

keine echten Kapazitaten

Ladungen Q. der Leiter i
Potential ®, im Leiter k



Die Potentiale sind eine lineare Funktion der Ladungen:

((pl

(P

\ Dy

\le

N

(Ql\

P/

N
@, :jz:pm'(?k
k=1

QN)

p, : Potentialkoeffizienten

Potential @, im Leiter i
Ladungen Q, der Leiter K

{pik} ist die inverse Matrix von {Cik}
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Teilkapazitaten C,.

@- o,

,echte” Teilkapazitaten C =C
sind wie beim v
gewdhnlichen
Kapazitatsbegriff
die Proportionalitatskonstanten o

| o,—@
zwischen
Spannungsdifferenzen Cy, = Cy
und Ladungen C,

— ,erwinschte” Darstellung:

Ql = C11 (D1+C12 (®1_®2)+C13 ((I)l_q)S)
Qz = C21 ((Dz _®1)+C22 (Dz +C23 ((I)z _(D3)
Qs = C31 ((I)s _q)1)+C32 ((I)s —(I)2)+C33 (D3
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Teilkapazitaten

erwinschte” Darstellung bisherige Darstellung mit
mit Teilkapazitaten C, Influenzkoeffizienten {c}
ij
Q=C,0,+C, (®,-9,)+C,; (D, -D,) Q, =¢, ®,+c,, D,+cC; D,
Qz = C21 ((Dz _(I)l)+ sz (D2 + C23 ((Dz —(I)3) Qz =Cyy (Dl +C,, (D2 +Cy3 (D3
Q;=C;, (®,-®,)+C,;, (P,-D,)+C,; D, Q;=¢C; @, +C;, D, +Cy; Dy

‘gro3e” C; @ alles "kleine" c;

2 Kapazitaten ‘

Influenzkoeffizienten
Q, = (Cy+tC,+Cy;) @,-Cy, @,-Cy; D, nicht Kapazitaten
Q, =(C,,+C,,+C,,) ®,-C,, ®,-C,, ©,
Qs - (C31+C32+C33) (Ds' C31 (Dl' C32 (Dz 101



erwinscht”

Q,=¢C, @, +C, D, +Cy; D,
Q, =Cy @, +C,, D, +Cy; D,
Q;=¢C; @, +C;, @, +Cyy Dy

= Cyy T Cpp +Cyy
= Cyp T Cy +Cy
= C33 T C5 +Cyy

Jbisher*
Q, =(C,+C,+C;)®,-C, ®,-C,;, @,
Q, =(C,+C,,+C,,) ®,-C,, ®,-C,, O,
Q3 = (C31+C32+C33) (Ds' C31 (Dl' C32 (Dz
Koeffizienten-Vergleich:
Clz i " G2 C11 — C,—=C;3 =Cyy — C11
C13 : BG —Cy + C22 —Cy; =Cyy —> C22
CZl ~Ca — Cg - Cgy + C33 = Cy; — C33
C23 =-Cy
C31 =-Cy
Cyp =-Cy

k=1

N
—|C, =-c,| und |C,=> c,| wobei [c,=c,
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Zusammenfassung

Bestimmung der Teilkapazitaten C,,

1) Bestimmung von Q, als Funktion von ®, mittels numerischer Verfahren

Q = {c,} @, Influenzkoeffizienten - Matrix {c, }

2) Ermitteln der individuellen Teilkapazitaten C,

-Cy
N
Z Cix

k=1

Cy =
Ci =
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Beispiel: Berechnunqg der Gesamtkapazitat von Doppelleitern

Coes Frage

®. = vorgegeben

Q.= gesucht
C:12 / l

U, L6sung mittels
numerischer Methoden,
siehe Kapitel 3.7.1.3

|

Q =Q(®,)

O
[
I
c
c

]
|

0

> Q= Zcikq)k

C. = Influenzkoeffizienten
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Gesamtkapazitat - Teilkapazitat

Fur 2 Elektroden mit N=2 gilt:

C12 =-Cyp,
C11 = C,,+Cy
sz = C,, +C,

1 C,.C.,—C..C
— — 11¥ 22 12~ 21
Coc =C,, + c:geS

S T — Ciy+Cypr+Cyy +Cy

Die effektive Kapazitat C_. zwischen

ges

zwei Punkten setzt sich aus den Einfliissen
aller Teilkapazitaten zusammen.
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Beweis: C

Cll C22
C — C + 1 — C + Cll C:22 — Cll C21 +C22 C21 + Cll C22
es 21 21
’ 1 + 1 Cll + C22 Cll + C22
Cll C22

'(C11 + ClZ)C21 '(sz + C21)CZl + (C11 + C12)(C22 + C21)
C;; +Cp, ¥Cy +Cy

-C1,Cy - C1,Cy - C,Cy, - Cy Cypy + C1.Cp + C1.Cyy + C1,Cp + C1,Cyy
Ci + Ci, + C, + C,,

— C11Cos = C1Cy g.e.d
Ciy ¥ Cyp ¥Cpp +Cyy
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Alternative: Berechnung mittels Potentialkoeffizienten

o, = fl(Ql’ Qz)

=7 (I)Z - fz (le QZ)
(I)l = pll Q1+p12 QZ
(I)2 =Py Q1+p22 Q2
Zz: Potentialkoeffizienten p,
(Di - P; Q ‘ B
k=1 T mit {pik} = {Cik} 1
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Ql :'Qz —>

Spannung U, =® -®,

®, =p,Q, +p,.0Q,
@, =p,,Q, +p,Q,

(Dl = (pll'plz) Ql
D, = (Pyu-P,2) Q

zwischen Leiter 1 und 2

U12 = (pll - p12) Ql - (p21 - pzz) Ql
= (pll + P, =Py — p21) Ql

Matrix — Inversion: p = ¢

|

— (C

ges

Q. 1

ClchZ _ C12C21

U12 P11+ P2 =P =Py

Cll + C22 + ClZ + C21

108



Beispiel: Berechnung der Gesamtkapazitat von Dreifachleitern

/Cgesz?\ O/ Cges\o
ClZ
Q, I i \% Q, . I I ®
ClZ > C13 C23
(_“,13 Czs ® ® ®
Qs —— C33
—C, —/— Cy =/ Gy 1 . 1
Cll C22
% L @ @
7 (1) Bestimmung {c,}
(2) Teilkapazitaten C, =-C,
N
Ci = zcik
k=1

@ Serien/Parallel-Schaltung — C__

109



Alternative: Berechnung mittels Potentialkoeffizienten

@, =py;Q; +py,Q; +P13Q5
D, = p,,Q, +P,Q, +P,3Q;
D, = P;yQ; +P3Q; +P1Q;

@, = p,Q, —P,Q; = (P, —Py,) Q, Q, i (—)Q1
(DZ = p21Q1 - p22Q1 - (p21 — pzz) Ql Qg -
@, = P,,Q, —P5,Q; = (P —Px,) Q; — Null bei Symmetrie p,, = p.,

U12 = (I)l o (Dz = (pll P =Pt pzz) Ql

1
P11+ P2 =P =P

C:‘Q‘:
U
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3.6.5 Zusammenhang gespeicherter Energie mit der Kapazitat

bisher:
gespeicherte Ladung Q=C-U
letzt:
1 1 O?
gespeicherte Energie W, = > C U? »|W, = > %

= Verallgemeinerung auf viele geladene Leiter
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1 1y Q . N
Eq)ka - |We ZEZ Z.pik°Qi°Qk mit |, :Zpik'Qk
' k=1

N
Eswar. W, =
k=

1

Die Feldenergie ist eine quadratische Funktion der Ladungen.

N N
I(Z.Cik-(l)i-(l)k Qi :Zcik.(I)k

1 k=1

1 (R
Oder: We = Ez (Dka — We = Ez
1 i=1

N
k=

Die Feldenergie ist eine quadratische Funktion der Potentiale.

Vorteil:
Das Feld muss nicht im gesamten Raum bekannt sein;

es genugt, ® auf den Elektroden zu messen.
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Gesamtkapazitat fur [N=1
Q, =c, @, entspricht . Q=C-U
es war fur Teilkapazitaten \
/—>
Ck = -Cy o
N — C,=c¢c, .
C; = Zcik
k=1
) ; (I)O =0
Feldenergie des Kondensators:
1 v
We = E (D1Q1
1
1 1 W, = = Q°/C
= E O, (Cll (I)l) = E (pll Ql) Q, =2 Q
1 1
zgcllq)f :Ecli Qf I
1 1
W, = > C, @’ =5 Qi/C, entspricht . W, = % C U?
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Berechnung der Gesamtkapazitat |N = 2| mit Hilfe der Gesamtenergie

Weg zur Losung Uber @ =1(Q)

®, = p,Q, +p,Q, @
l"IlO

D, =P,,Q, +P,,Q,

]

1 1 1
We = E(pllle + p12Q2Q1 + plele + pzng) < We = Ezq)ka = E((I)lQl + (DzQz)
k=1

far Kondensator gesetzt: Q, =- Q,

— We = %(anlz + p12 (_Q1)Q1 + plel(_Ql) + pzz (_Q1)(_Q1))

1 .
= —(p11 +P,, =Py, — le) Qf <« Gesamtenergie

W

e

— C

2
19 _ 1
2 C o P11+ P2 =P =Py

Gesamtkapazitat
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Berechnung der Gesamtkapazitat |N = 3| mit Hilfe der Gesamtenergie

Cges =7?
|| Q
Q, [ ® 2
C12
Cps Co
Q,
—_ Cll —_— C33 —_ C22

Berechnung der Gesamtkapazitat zwischen den Elektroden 1 und 2 nun nicht
tber die Teilkapazitaten sondern tber die gespeicherte Energie, welche sich durch
Aufladung der beiden Elektroden ergibt.
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D, = pyQ; +PQ, +P3Q;
D, = P,Q; +PQ, +PxQ5
D; = P35, Q; +P3Q, +P5Qs

19 1
W, = Ezq)iQi = §(®1Q1_®2Q1+q)3

We = %[(anl - plZQl + O) Ql
B (pZIQl o p22Q1 + O) Ql
+ ( : ) : O:I

1
We = E(pn Py =P — p21)Qf

sz'Ql

Q=0
Aufladung nur der Elektroden 1 und 2

.o)

1

W = & Q7 - |C,.. =
© 2 Cges . (pn 0z —Pi2 — p21)
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3.7 Bestimmung der Kapazitat bei Anwesenheit von Influenzladungen

-Q fur i=2

wobei J'”pi (F') dv' = {+Q fur i=1

U, =0,-, PROBLEM:
Verteilung p,(r) unbekannt

nur I”pi(F') dv = +Q bekannt
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3.7.1. Losung durch Anwendunqg der Laplace-Gleichung

3.7.1.1 Herleitung von Laplace- und Poisson-Gleichung

Voraussetzung: € nicht ortsabhangig

div D = p| Maxwell D = ¢ E|Material -Gleichung

div eE=¢ divE=-¢ div grad ® =p
X

2 2 2
Poisson - Gleichung  |a® =- P Ap = 0 (3+ 0 ?+ 0 (f
€ OX oy 0z

Laplace - Gleichung AD

O[ gdultig fir Ladungs-freie Raumgebiete p =0
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3.7.1.2 Eindeutigkeitssatz, Randwertprobleme

1. in metallischen Leitern (ohne Strome) gilt:

E=0

= grad ® =0 = ® = const innerhalb und auf der Oberflache

2. Die Potentialverteilung ®(r) im Raum mit p =0 hangt nur von der Potentialverteilung

() @D

and

3. Die Potentialverteilung wird durch die Laplace Gleichung A® = 0 bestimmt

Die Potentialverteilung in diesem Raum ist eindeutig gegeben,
egal, wie @(r,,,) aufdem Rand erzeugt wurde.
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(1) Punktladung, +O

3

T~

s+

Q

Fir r > r, gilt: 1

—_—

Erl = Er2 = Er3 @

Beispiel
@ Isolator, +0O

@ Leiter, +0O
Radius r,
/f|-+t|-\\+Q

I+~ 4
4—"+ E=0 +I\———>
+

+
/\ \+~+‘+/ 4 Er

(DK
0 r<r,
E.= 1
3 i_z rZrO
4mte T
Q 1 .
dr)=—— = farr>r
(1) 4nte 1 0

Potential im Raum r >, :

dnte 1 r

fur alle drei Falle

o= - =0, [r—]
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Begrindung

Aus Maxwell-Gleichungen folgt die Laplace-Gleichung flr @ :

AD® =0

Kartesisch:

0°'® 0°DdD 0D _
+ + =
ox* oy 0z°

0

Die Potentialverteilung d)(F) Im leeren Raum muss immer die DGL erfillen.

Die Ldsung einer partiellen DGL ist ausschliel3lich durch ihre Randbedingungen
® =D, , festgelegt.
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3.7.1.3 Berechnungsmethode von Kapazitaten mit Influenzladungen

gegeben: @, 0,

gesucht: Q,,Q,

Randbedingung:

Potentiale und Form @, = @, (T = Elektrodenoberflache) = const.

der Elektroden ®, = @, (T = Elektrodenoberflache) = const.
@ LAsung der Laplace-Gl. AD =0 mit Randbedingung aus @

. ®(r) im Raum zwischen/auRerhalb der Elektroden

@ Bestimmung von E: E(F) =- grad @ ()

Speziell auf Elektroden- = - _E =

ollc[))erflachen: E(F = Oberflache) = E,,,(aq)| aus @
@ Bestimmung Q,, aus 95 E,,, df = Cﬁc-df= Q. -




Bestimmung der Influenz - Koeffizienten

Algorithmus @ - @ liefert:

Q, = Alg, ((Dv (Dz)

Q, =Alg, ((I)l’ (Dz)

Bestimmunqg der C, :
a) setze

®, =0
Q,, = Alg, (O, (Dz)
Q,, =Alg, (0, @,)

b) setze ®,=0

Qy =Alg, (@,, 0)
Qz =Alg, (@,, 0)

und

und

Influenz - Koeffizienten - Matrix c,

Q, =¢Cy @, +Cyp, D,

Q, =Cy @, +Cy, D,

Qla = C12 (DZ
Q2a = C22 (DZ

le = C11 (Dl
QZb = CZl (Dl

¢, =Alg, (0, ®,)/®,
c,, =Alg, (0, ®,)/®,

cy = Alg, (@, 0)/®,
C, =Alg, (®,, 0)/®,
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Bestimmung der Teilkapazitaten bzw. der Potentialkoeffizienten

1) Bestimmung von Q, als Funktion von @
2) Aus Q={c,} @ folgten die Influenz-Koeffizientenmatrix {c}

3) Ermitteln der individuellen Teilkapazitaten

ik — Cik

N
Ci

k=1

4) Oder ermitteln der Potentialkoeffizienten durch Invertierung der Matrix der
Influenzkoeffizienten

(R = {Cik}_l

124




D,

3.7.1.4 Beispiel kugelsymmetrisches Problem

auf Metallkugel gegeben

®(r) =? im AuBenraum

Kugelsymmetrie

— nur radiale Variation von @

O =d(r)

— @, =const.  Randbedingung”

unabhangig von 3, ¢

i E (rz dq)(r)) =0
2 dr

r dr
— 2 900 C,
dr
do(r) _ c,
dr r?

d(r) = -&+c2
r

Laplace-Gl. (r-Abhangigkeit)
in Kugelkoordinaten

C,, C, Sind (noch) unbekannte

Integrationskonstanten 195



Bestimmung von c,, ¢, aus den Randbedingungen:

a) Potential auf Kugeloberflache ist &, = const.

b) Potential im < soll gegen Null gehen

@(r)=-c,/r+c,

allg. Lésung der Laplace-Gl.

mit ®(r—»>0o) =0 folgt c,=0

mit ®(r=r,) = ®, folgt -c,/r,=® —> c,=-1, - D,

"
—>|®(r) =0, >
r

LOsung der Laplace-Gl. im Aul3enraum
fur geg. Randbedingungen

126



Bestimmung von E(T):

=~ r,\ - r, -
E(r) = - grad ®(r) = - 2(d)l i) e =0, > ¢€
or r r
E_auf Kugeloberflache r=r,
= = - 1.
EHl = E(ro) =@, _g e =, —¢€
rO r0
Bestimmung von Q,
CJS e E,, - df = Q,
1 2
=€ - (Dlr_ -4nry=¢ednr, - O
0

— |Q, =e®, 47,

Algorithmus @ @ liefert hier also:

Q, =Alg,(®,) =4ner, @, 127




Bestimmung des Influenzkoeffizienten

Algorithmus @ - @ liefert: Influenz - Koeffizienten - Matrix c,

Q, =Alg, (®,) =4mer, @ Q =c, @,

Bestimmung von c,, :

cy =Alg, (®,)/®, =(4ner, D)/ D,

C,=4mer,

mit C, =c,, folgtauch fur die Kapazitat

C,=4mner,
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3.7.1.5 Beispiel rotationssymmetrisches Problem

keine Kugelsymmetrie mehr

® = ®(r,9) abhéngigvon 9

r or r> sin9 09

|

Integration?

AD = 12 2 [rz—(’jq)('r"q)}i L 9 (sin 9 —GCI)(r,S)J
or 09

LOsung mittels Separation der Variablen
oder numerische PDGL - Routine
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3.7.1.6 Verifikation numerischer LOsungen der Laplace - Gleichung

Beispiel fur eine fehlerhafte

numerische Simulation ™~
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Vergleiche Losungen von Verfahren @ und @

Verfahren @ Laplace - Gleichung

AD =0
Laplace

®, = ®, = - Raumladungsverteilung
geg.Randbedingungen (noch) nicht bekannt

R @(7)

LOsung der Laplace - Gleichung

\_’ SITP) (F) - I_jHl,Z (F)

o (F) =€-Epp, (T) Feld auf Metalloberflachen 1,2

Oberflachenladungsdichte auf
den Metalloberflachen 1,2

L» Input flr Verfahren @
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Verfahren @ Coulomb - Integral

auf Metalloberflachen 1,2 konzentrieren sich die Raumladungen an der
Metalloberflache 2 Oberflachenladungsdichten o

S p(f) = p.,(F) fir I~ Oberflache 1,2 mit Dicke ds
P 0 sonst
N o1 e mit dv = df-ds folgt
@ (7) = Ul W)
> () 21:[47&9 N dV]
201 p. ds'
= > g it 0-ds =
;[4% A ‘F-_’i ‘ ] mit p-ds =c folgt
2 (r"’ =
O(7) = CH (f ,) df mit 6,,(f) = D,,(F)
=1 | 4me ¢ ‘r—ri ‘

Input aus Verfahren @

L. o (F) = o(F)
Verfahren @ Verfahren @

wenn [a, Losung ok

132



Zusammenfassunq

LOsung der Laplacegleichung ist eine geeignete Methode:

AD

[
o

« wenn Aguipotentiallinien durch metallische Flachen vorgegeben sind,

* und wenn das Medium linear und isotrop ist,

* und wenn zwischen den Metallen keine freien Ladungen sind.
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3.7.2 Losung der Laplace-Gleichunqg durch Separation der Variablen

3.7.2.1 Kartesische Koordinaten (Rechteck-Hohlleiter)

2 2 2
AD = a?+a ?+a? =0
OX oy 0z
_ ok k 8> 1
®=UX) V) W@ - VW U+tUW-2Z VUV W=0 | —
OX oy 0z U.v.-wW
Separationssatz L, A 0°U(x) L1 0°V(y) 1 0°W(z) _ 0

U(x) ox*> V(y) o&y* W(z) oz°

() + ,(y) +1,(2) = O

diese ist nur Null fur alle x, y, z, 2 _Bz
wenn diese konstant sind

wir haben die Summe dreier
Funktionen f,(x), f,(y), f,(2), }
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wann ist (%), f,(¥) . (2).
f (x) =-a
fy (y) = 'BZ
f, (Z) = +y°
erfllt far:
1 d*U(x) _ o
Ux) dx>
1 dV(y) _ p?
V(y) dy”
1 W) _
W) dzz !

konstant, unabhangig von x, y, z?

o unabhangig von X
f unabhangig vony

v unabhangig von z

BN dzli(zx) +a?-U(X)=0
N d2V(2)/) + BZ . V(Y) — O
N dzwgz) _y2-W(2) = 0
dz

y2 :a2+BZ

= sin(ax), cos(ax);

= sin(By), cos(By);

Jede Linearkombination ist ebenfalls L6sung
der Potentialgleichung
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partikulare Losung @
@,(x,y,z) = A; sin(o,x)-cos(By)-e™ mit y; =a’ +p’
L» (noch) unbekannter Koeffizient

0°D
ox?

—> ij

= A, (o)) sin(o,x)-cos(By)-e ™ = -0/,

ij

o°®, D, 0D,

— @, st Teillésung der Laplace - Gl.
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partikulare Losung @
@ _(x,y,z) =A__ cos(a.X) cos(B.y)e™* mit y2 =a’+p>

L» (noch) unbekannter Koeffizient

o0°® 0°D 0°D

_) nm + nm + nm — O
Ox? oy* 0z°
_ar21 - Brzn + Yr21m =0

— ®__ ist ebenfalls Teillésung der Laplace - Gl.

Zusammengesetzte Losung:

(D1+2 = ((Dij +(Dnm)

N 5;(1;;+2 + 52;?2 + azaqz’;w =0 -5 @, ist ebenfalls Losung

Allgemeine Losung mit allen Kombinationen von sin, cos, exp (...

® = Z(Dnm u_nbekannte Koeffi_zienten A, bestimmen
pp sich aus Randbedingungen
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Beispiel:  Gegeben sei ein rechteckiges

metallisches Rohr (Hohlleiter) o
Randbedingungen: a
a) @(xy,z)=0 aufdem Rand y
0

b) d(x,y,0) vorgegeben =Vv,(X,y)
c) abfallendes Potential in z - Richtung

Einschrankung der Losungsvielfalt durch Randbedingungen ® = 0 auf Rand:

0

®(x,y,2) = Z i Apn -sin(a.x)-sin(B,y)-e™™*| v, = a; +B;,

m=1 n=1
nur sin wegen nur sin wegen
®(0,y,2) =0 ®(x,0,z) =0
Jhintere Wand* Jlinke Wand*
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Bestimmung von o, und B, durch Beriicksichtigung der weiteren Randbedingungen ® =0

nm
am vorderen Deckel x=a ®(ay,z) =0—>a, = a
am rechten Deckel y=Db M
®d(X,b,z) =08, = ry
_(n-m-a) _
© X m-m-y sm\ . =0 Rand.
d(x,y,2) = A__-sin -Sin . @ Ymn* .
(XY,2) ; nzz; nm ( a ) ( b ) ‘m.n-b bedingung
sin ] = (| erfallt
. b

Bestimmung der Koeffizienten A, durch Anpassung
an die vorgegebene Randbedingung des Potentialverlaufs V,(X,Y)

D(X,y,z=0) = Vo (X, Y)
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Sei die Randbedingung z.B.:

Vo(xy) =k- sm( < )sm(nby)
R S [T g 0
m=1 n=1

:Anm:{

On#l1 m=z1
k n=1, m=1

T

a

(x,y,z) =k-sin (J)-sin (“T'y)-e‘vz mit y = \/(

—)2 + (E)Z dim(k) = V

Ist die Laplace — Gleichung erfullt?

b

2 2 )
0 d :-k(ﬁ) -sin (n_x)sm n_y .e 7Y
ox ° a a b
2 2 )
0 ? :-k(ﬂ) .sin (“_'X).Sin (n_y e
ay b a b )
2 2 2 .
0D = k (E) +(£) -Sin (TC_X) sin TC—y .o V2
oz° a b a
2 2 2
o0°® L 0D 0D -0
ox?  oy* 622
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Berechnung der Felder im Inneren des Hohlleiters:

Potential
D=k sin(n—xj sin(n—y] e "
a b

Elektrisches Feld E = ?

E =- 90 _ +7 k sin(n—x) sin(n—y) e
0z a b

(v )
E =- o :-kzcos(n—xj sin Ty e ¥

T X a a b
(v )

E =- 62 =-k E S|n(n_x) CcCOoS Tc_y e_YZ
y oy b a b

b (¥ i _
E —> c=€gkK,
T
0 c=¢kE 2

Felder senkrecht
X auf Metallrand

»
>

0N
I

keine Tangential-
komponenten
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Vorgehen bei allgemeinen Randbedingungen V, (X,y)

wenn sich V,y(x,y) als Produkt zweier Funktionen in x und y darstellen lasst, gilt

®(x,Y,0) = V,(x,y) = f,(x)-go(y) mit f,(x)=0 an x=0,a entsprechend
Go(y) =0 an y =0, ® =0 am Rand

d(x,y,z=0) :i iA sm( - )-sin(%) = f,(X)-g,(y)

Zerlegung von fy(x), gy(y) nach Fourier:

f,(X) = ian sin(n%xj mit a, = if (X) sm( ) dx

2
a
< mmy _ 2§ mmy
X)= Y b_sin|] —=| mit — sin d

Koeffizientenvergleich: a -b

A =a

mn

- b

n m

A
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3.7.2.2 Zylinderkoordinaten (Rundhohlleiter)

0

2 2
AG = L. (Rad)jJrl 0°® 0°® _

' +
OR ) R* o8¢°> 0z°

2 2
® = UR)- V(o) W(2) » ——. .9 (Rauj+ 1 12-6 \2/+ 1 avzv =0
UR) R R\ 6R) V(p) R?2 89> W oz

Separationsansatz f.(R) + 1 f(p) + f,(2)=0

2
’ ’

@ mo

Konstanten,
unabhangig von ¢ bzw. z
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Konstante m fiur ¢ -abhangige Funktion:

1 9°V(p) _ o 0°V(op) DGI. der

- +m?*V(p) =0 S
V(p) 0o’ 09> sin-,cos-Funktionen

tjme

= sin(me), cos(mep), e

m ganze Zahl: Erfillung der Randbedingung
V(o) = V(e+2r)

Konstante Y fur z-abhangige Funktion:

1 62W2(z) SN 0°W(z)
W(z) oz

b _ 'Y2W(Z) — O DGI der . .
0z Exponential-Funktionen

= e, e, sinh(yz), cosh(yz)
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Betrachtung der r-abhanqgigen Funktion

2
1 10 (R 6U<R>) LS
UR) R &R oR R

2 2
d U(E\’) L1 duR) . _m_2 UR) = 0 Bessel'sche
dR R dR R DGL

LOsung sind die analytischen Funktionen abhangig von m (ganze Zahl)

J,(YR) Bessel - Funktion 1. Art
N, (yR) Bessel - Funktion 2. Art

> |uRrR) = 3 (C, 3,0/R)+D, N, (1R))

m=0

« Gesamtlosung ist die Uberlagerung aller mdglichen Teilldsungen
» Koeffizienten bestimmen sich aus den Randbedingungen
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o
Ul

o

o
Ul

0,5

-0,5

»
»

Besselfunktion 1. Art

I (X)

X
y N y
YN (X)
— K¢ \y N, (?\ Besselfunktion 2. Art
24 L\ A4 . ,Neumann-Funktion*
=N \/\/_/ 1(& X
= ," N, (X)
=il Yo (X)
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—— allgemeine Ldsung flr das Potential

O(R,9,2) =U(R) - V() - W(2)

= {i[(CmSJm(yR)+DmSNm(yR)) - sin(mo)

+ (Cpedn@R) + DN, (YR))- cos(me)] } - e

noch unbestimmte Koeffizienten: C.<» Disr Crcr Dies ¥

weitere mogliche Lésungen: @ ~ e

Auswahl der zutreffenden Teilldsungen durch Nullsetzen der ent-
sprechenden Koeffizienten abhangig von Randbedingungen/Symmetrien
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Beispiel: zylindrisches, metallisches Rohr der Lange h, Radius R,

Randbedingungen:

AZ
a) ®(R,,p,z) =0 auf Zylinderrand —T< V2(R)
b) ®(R,,9,0) =V,(R) zylindersymm. \/// ® =0
c) ®(R,9,h) =V,(R) Verteilung h R,
.y
——  Das Problem ist rotationssymmetrisch: ® = ®(R,z) V.(R)
1

o0

®(R,z) = D (A, -sinh(y,z) +B, -cosh(y,2)) - J,(1,R)

n=1

Rotationssymmetrie: sin(me), cos(mp) > Mm=0
®(R=0,z)< : Ny(v,R) - Losung fallt weg
Bestimme Koeffizienten A,, B, so, dass ®(R,0) = V,(R) "Boden"

®(R,h) = V,(R) "Deckel"
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LOosung durch Fourier - Bessel - Reihenentwicklung nach Bessel - Funktionen

Mathematik lehrt:

f(R) = Y A (R)

n=1
1 Fourier - Bessel - Reihe

<y

mit A, =

f R-f(R) J, (v,R) dR

wobei v, so, dass J,(y,R,) =0

L Nullstellen der Bessel - Funktion J,, furR =R,

Man kann jede Funktion f(R) im Intervall 0 <R <R,
durch eine Reihe der Besselfunktionen J_(y R)
entwickeln, wobei die y, die Nullstellenvon J.(y,R,)
am Rand R, darstellen.
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Berlicksichtigung der Randbedingungen

a) ®(R,z) =0 aufZylinder - Rand

— v, als Nullstellenvon J,(y,R,) = 0 —

b) @(R,0) =V,(R) am Boden z=0

S ®R0) = 3 (A,-0+B,-1)-J,(1.R) = L,(R)

n=1

VR = 3, (1R)

Rg
wobei gilt B, ij R-V,(R) % (Y,R) dR —
C0

Fourier - Bessel - Koeffizienten

Tn

Jo (X) = 0- X,
v, =X, /R,

sinh(0) =0

cosh(0) =1
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C) ®(R,h) =V,(R) am Deckel z=h

— (I)(R,h) = i(An sinh(y h)+B, cosh(ynh)) J,(v,R) . V,(R)

n=1 “— _/
~—

Def

= C

n

- V,R) = Y.C, L,(R)

wobei gilt

n=1

Ro
Co= o [RV,R) J1,R) IR
Yy O

Fourier - Bessel - Koeffizienten

— A, sinh(y,h)+B, cosh(yh) =C,

- A

n

T T

bekannt bekannt

— Cn _Bn COSh(Ynh) -
sinh(y h) -
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Zusammenfassunqg der LOsung fur spezielle Randbedinqungen

®(R.2) = (A, sinh(y,2) +B, cosh(y,2)) J,(r.R)

mit vy, = Nullstellen von J,(y,R,) =0 Bedingung: ®(R,,z) =0
17
B, = = j R-V,(R) J,(y.R) dR Bedingung: ®(R,0) = V,(R)
Yy O
A = Cn _Bn COSh(Ynh) N
" sinh(y h)

> Bedingung: ®(R,h) = V,(R)

RO
wobei C, = — [RV,(R) J,(v,R) dR
C, % Y,

Y
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Fall: Deckel mit Zylinderwand leitend verbunden

@ (Rh)=V, =0

B cosh(y,h)
" " sinh(y h)

@ (Rz) = iBn [cosh(ynz)—

n=1

cosh(y h)

sinh(y,h)

) Sinh(YnZ)) ‘]0 (YnR)

® ist an Wand und Deckel Null

® ,Anregung”

bei Wellenausbreitung z.B.
V,(R) abstrahlende (einkoppelnde)

Antenne
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3.7.2.3 Kugelkoordinaten

r or\' or ) r?sin9 09 09 ) r’sin®9 09’

2
AD = 1 Q(rz 6(1))+ L 0 (sin86®j+ ! oo =0

@ = U(n)-V(9) - W(e)

sin’9 a(rz U(r))+sin8 G, (sinsav(s)j+ 1 2°W(p) _

ur) orl ar ) V(9) 69 88 ) W(p) 6¢°
Separationsansatz -
2 . .
N d Wgcp) +M?W(o) = 0 gewohnliche DGL

der sin-,cos-Funktionen

— W(p) ~ sin(meg), cos(me)
m ganze Zahl: Erfillung der Randbedingung

W(p) = W(e+2r)

0

r’sin® 9

U-V-W
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Separation der @ - Variablen mit -m? ergab:

. 2 1
sin“§ 0 (I‘Z 6U(r)]+ sind 0 (Singav_(g)] =m’ /:sin’9
u{r) or or V(3) 09

1 0 ( 2c’iU(r)) 1 1 0 ( . 6V(9)) m°
- r + : sin9 -——=- =0
U(r) or or V() sing 09 09 sin“9
f.(r) = £(0+1) f,(9)
d( ,du(r) gewohnliche DGI
— —/(/+1) Ur)=0
dr (r dr ) ( ¥ ) (" der r*, r*Y - Funktionen

— u@r) ~ r’, rtd
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Separation der ¢ - Variablen (-m?) und r - Variablen (/(¢ + 1)) ergab:

S|t (sin —d\d/fgg))+[€(f+l)— il }V(S):O

sing d9 sin’ 9

| verallgemeinerte Legendre'sche DGI

Analytische Losung bekannt:

,zugeordnete Legendre'sche Polynome*

V(8) ~ P"(cos8), Q7' (cos9)

0 _1 1+X
P (x) = () =315
_ 1+
Plo(X): S(X)—%lnr))(('l
0 _ 1(s,2 2
OREICER BN SR T
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Die Abbildung zeigt die Kurvenbildung von P, (x) fiir die Werte von n=1 bis n=7.

4y

Py (x) =1; 1,0
P’ (x) =x;
P;(x) = %(BXZ- 1);
P3 (x) = %(5x3- 3x);
P2 (x) = %(35x4- 30x2 +3);
Pg (x) = %(63x5- 70x3 +15x);
P2(x) = %(23&6- 315x* +105x2 -5);
PO (x) = %(429x7— 693x° +315x° ~35x).

iR 0,5 1,0
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Partikulare Losung in Kugelkoordinaten:

®,.(r, 8,90) =A, ' -P"(cos8)-sin(me)

weitere mogliche Losungen kénnen Terme mit r~*Y cos(me) beinhalten

Gesamtlosung:

(I)(r, 8,(p) = ;; ALD,., (r, 9,(p)

Bestimmung der Koeffizienten A_, aus Randbedingungen

Nutzen der Orthogonalitat (,Fourier-artig“) der Legendre Funktionen
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3.7.3 Losung der Poisson - Gleichunq

O (F) =@, (F)+@,(T) @, (7): partikuldre Losung

D, (F)i homogene Ldsung der Laplace-Gleichung;
ungleich Null im Falle von geladenen Elektroden;
Randbedingungen durch deren Potentiale.

LOsung der Poisson - Gleichung (partikulare Losung):

Coulomb - Integral
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3.7.4 Spiegelungsmethode

~elektrisches Spiegelbild*
Anwendungsbereich: Punktformige Ladungen vor Metallplatten

Vorgehen: Metallplatte ,wegdenken” und durch Anbringen von ,fiktiven“ Ladungen eine
Aguipotentialflache an der Stelle der Metallplatte mit gleichem Potential erzeugen.
Beispiel: Punktladung vor ebener Metallplatte
Punktladung
z,
+Q

Z e (I)(R,(P,Z) I‘l:\/R2+(Z—ZO)2

7 | rZ:\/F22+(z+zo)2
r, Metallplatte mit ® =0
-Q_¢ ~ Spiegelladung
0
1 (Q Q) 1 1 1
(I)(R,(P,Z) = 4—m(r——r—j = Ine 5 > ) 2
1 12 \/R +(Z—ZO) \/R +(Z+Zo)

®(R,0,z) =0 fur z=0 und beliebige R,p (entspricht Potentialflache der MetallplattfgO



Zylinderkoordinaten
wegen Zylindersymmetrie

O(Rp7) = -L (2 - Q]
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Auf Metallplattenoberflache bei z =0 gilt:

E(R,z:O):o-éR-4Q 22 7 &,
TE (R2+Z(2))2

Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Metalloberflache.

Die Oberflachenladungsdichte o(R) ist gegeben durch
G(R) =g E, (R, Z=O)

_ 0 2z,

= " n (Rz +ZS)%

Die gesamte Influenzladung auf der Metallplatte

© 2T

Q.. :jodf:jjc(R)Rd(de

. 27 R dR

‘—-.8

0 R2 +7Z )
-1
(R* +22)”

| 40

:+QZO(O-%):-Q

0

ist gleich grof3 wie die Punktladung Q, aber mit negativem Vorzeichen.
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4 Stationare elektrische Stromungsfelder

4.1 Erhaltung der Ladunq

. - 6 = ~ R —
Maxwell |rot H = J+5D —divrotH=divJ+ div%—?

0=divJ+ % div D dlv(rot H) =0

Maxwell |div D = p

Kontinuitatsgleichung .= 0
der Ladung div.J + P 0

_'divjdv+%jp dv=0 —><_f>j-df+%jp dv=0

Bilanzgleichung ggj-df . 9Q. _ 4| Ladung geht
der Ladung dt nicht verloren
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ol

ein

_)

_)

Vol

Q,, =const. z.B. Null

dQV0| - T OAf —
=0 o $ 3-df =0
Iein :|aus

Ladungs-
Erhaltung

Widerstands-
Netzwerk
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4.2 Ohmsches Gesetz

© 5 I=p, (V) v 4 ) )
> Vmaxza.'<’t>
E
- _ 1
<V> """" <V>—§Vmax
F=m,a=q,E - as= 9. ¢ > 1
m, <T>
5> V=a.t= Jde E.

Stol3e Elektron/lon — Abbremsung — mittl. freie Flugzeit <t>
zwischen zwei Stbl3en

o o<vs=1 Y9 (o SE
2 m,
> J=p.2 r‘jnee <t>E - |[J=«E

Ohmsches Gesetz
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Die Bewegung der Elektronen im Metall ist die Uberlagerung aus

- zuféllig gerichteter thermischer Bewegung, abhéangig von Temperatur T
<v,>=fT) =0

<\7th>:0

- gerichteter Bewegung in Richtung des elektr. Feldes, abhangig von E

<A>—E

—_—

- wobei

<Vth >

>

<V >

die mittlere freie Weglange zwischen zwei Stol3en des Elektrons mit den lonen

< S > abhangig ist von den Abstanden der lonen voneinander

Die mittlere Stof3zeit <t > ergibt sich aus der mittleren freien Weglange
< s > und der dominanten thermischen Geschwindigkeit <V (T) >

<t (T)>

<S>

< Vth(T) >

Pe

N

(s)

9.
m_ <

V()
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4.3 Ohmsche Verlustleistung

® «—O mittlere freie

v Flugzeit <1 >
E ; - Beschleunigung der Elektronen
F=ma=qE >V, = rcrlfe E-<t> durch el. Feld
- StolRe Elektronen/lonen
Kin. Energie des Einzelelektrons: - Abbremsung der Elektronen
E, = im.v? - Abgabe kinetische Energie

2 e max

in thermische Energie

Anzahl Elektronen pro Volumeneinheit )
- Erwarmung

- Joulesche Verluste

Umgesetzte Energie pro Volumeneinheit in StofRzeit (t) :

_oom, - _ _
n-E, = pe| Lm. v, peé .. qe Voo Wobei J=p,, (V) = pel%v
_ 3 = ng, _ow, = = Lokale
=J- j JE-<t> > <z> o 9 E verlustleistung
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o'—qe—r

J-E dt
\

ow, _

I
\.Lul

Jverheizte* Joulesche Warme

ol
I
A

m

Einheit (w ) = i V. S =
m? m

Gesamtleistunq :

dw

;L .
~ jJ E dv = |
aw, :R.|2:U_2
ot R

at/

Leistungsdichte

jzdt
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4.4 Ohmscher Widerstand

Fo,02

2
U=@,-®,=-[EdS 1= [ J df
1 Fl
2—»
-jEdé
R: g j— 1 =(D2-(D1
| J df jjdf
I:1 I:1
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4.5 Laplace-Gleichunq fur stationare Stromunqsfelder

Ziel: Berechnung von J(T)
innen bei gegebenen
Randbedingungen an
den Ein-Ausgangen

D ,0, O, _
Randbedingungen
J, fur Laplace-Gleichung
fur p=0
Im Inneren
Stationar 8/6t=0 > E=-grad @
Im Inneren fiir p =0 —» divD=0

—

Linear & isotrop mit D=¢-E —  div(e-E)=0 —edivgrad® +grade-grad ® =0

— divgrad ® =0 I
Null bei & = const.

A® =0 Laplace-Gleichung

—

J= x-E=-«-grad ®
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AD =0 Beispiel:

1) LAsung von

2 2 _
iiLR/aﬁ)j* 1 5/‘§+5‘f=o A® = 0= 0()
R &R \0R) R d9p® oz 2) E =-grad @

oD R 3) J=x E
— =C (I)
52 ! 1 (I)Z
L, df K = const. —
®(z) =c,-z+c, y P L5 L E
Querschnith\ A
Randbedingungen: z=0 z=/
®(z=0)=0, — c,=®,
(I)(sz):q)z —> C1K+(I)1:(I)2 - Clz(q)z_q)l)/g
- = odb(z) - o, -D, .
— (D(Z): ((Dz (Dl)-Z+CI)1 E:_gradq):_ ()eZ: gez
14 0z 14
R—'Iédé— ©,-®, _ ®,-®, _| ¢ _p
[ df -K-%(;)(-A) K.‘Dzéq’l.A K-A
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Beispiel:

Struktur 1:

Struktur 2:

Gegeben:

Gesucht:

leitendes Widerstandsmaterial als strukturierter Dlnnfilm (Dicke d)

Stromdichte im Material und Gesamtwiderstand

CrNi

— AD =0 — P(x,y) —

v

Au

CrNi

Au

min

Au

T 1=[Jd-dx=-dx j%%’-dx

— (DZ-(I)l
- oD

max
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4.6 Stromdichte und Raumladungsdichte an Grenzflachen

div J + g—f = 0| Stationar heiRt g—'t) =0 — divd =0

||
I'I'Il

D

m

_)

(&)
1

K-

[
[
™ |A
O

D| =0

—)div(

™ |A

X .divD + D-grad (E) 0

o B B » c - » Zusammenhang zwischen
dvD=p und D=¢/kJ = <P + Py J-grad (;) =0 Stromen und dadurch
erzeugten Raumladungen

In Gebieten, wo £ konstant ist, gibt es keine freie Raumladung z.B. innerhalb von Metallen:
€
Alle Ladung sitzt auf der Oberflache!
An Grenzflachen mit unterschiedlichen ¢ oder k¥ kdnnen Ladungen auftreten,
solange Strome fliel3en. 174



Grenzflachen - Ladungen

* p>0 <0 _ -
N SN =0 - L L
- I . J; p - grad(fj & €,
. _ e
g FU - T ,gute AuRenleiter*
K., €, K,8 K.,E, 3
Ep = _E J - grad(f)
€ K €
JLadungserhaltung®: J, =J, = J
,Ohm* J=«E «.E. = kE
S|E=8E
Ka
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- Stetigkeitsbeziehung fur ~ )
Normalkomponenten D,: } D - D, =o Oberflachenladungs-
Dichte
" D=ggE €8 B —¢g8kE =o
K; _
B E :ﬁé € & E|-8a80_ | -0
2 Ka ! a
€ & €8 K _
= _= B I e R I
- B =k K, K K, ©

An Grenzen unterschiedlicher Leitfahigkeit bzw. rel. Dielektrizitatskonstanten gibt es eine
Proportionalitat zwischen der Oberflachenladungsdichte und der Stromdichte.

Die Oberflachenladungsdichten verursachen ein elektrisches Feld, welches frei bewegliche
Ladungstrager antreibt und so eine Stromdichte erzeugt.
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5 Streng stationare Magnetfelder

5.1 Kréafte auf beweqgte Ladungen und stromdurchflossene Leiter

Magnetische Flussdichte B

Urspringlich definiert Gber Kraft auf

Definiert Uber Kraft auf )
Leiter, durchflossen von Strom |

bewegte Ladung Q

IE:Q-(Vxé) IE:K-A-(jxé) | © ZDZEgé .
. =0-A-p,(VxB :
ROk ] Q(~)~ ® ©1FO
N ONO = - A-—=(VxB) _
v oA Al —3 )
oo ® - Q-(xB
® (v~B ®O'®

dim(é)— Ns__ N-m _ W:s _ V:-AS_|Vs =T; Tesla, Erdfeld ~ 50 uT
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Quellenfreiheit des Magnetfeldes B

div B=0 —>jdiv|§dv:q’>é-df:o
H

B B

Vol

Durch die Hillflache H des Volumens Vol gehen genausoviel

Feldlinien des Magnetfeldes B hinein wie hinaus: Die Bilanz ist Null.
— Magnetfelder haben keinen Anfang, sondern sind immer geschlossene Feldlinien.
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Magnetische stationare Flussdichte B:

erzeugt durch alle Strome (frei und gebunden)

Maxwell:

rot B = poJ + p o ,0E/6t

olot=0 —

rotB=p,J < IFrot B.df =

dS =pof J-df

V
=4n-10" —
Ho Am

B
s
S

Permeabilitatskonstante des Vakuums

Magnetisierung B,

erzeugt durch den gemittelten summierten Beitrag aller atomaren |
Kreisstrome der um Atomkerne kreisenden Elektronen

Mikroskopischer
Beitrag der
Magnetisierung
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Zusammenspiel von freien Stromen und atomaren Kreisstromen

Uberlagerung
o des durch freie Stréme | erzeugten Feldes B,

o und der durch gebundene atomare Kreisstrome erzeugten

Magnetisierung B,, (bzw. M)

liefert fiir das effektive, messbare Gesamtfeld B:

wol
1|
wol
+
o

Die gemeinsame Wirkung auf3erer freier Stréme und atomarer,
gebundener Kreisstrome resultiert im messbaren Gesamtfeld.

180



5.2 Zusammenhang zwischen H und B - Materialgleichungen
z.B. Ferromagnete:

By

B =B, +B,| Materialgleichung,
allgemein gultig, nicht zwingend linear

| " B
" quasi-linearer
Bereich

Im Falle linearer Abhéngigkeit zwischen B,, und B gilt

B, =xs B Proportionalitatskonstante y, (experimentell bestimmt)

S B=B, +y, B

(wu )l
I
*
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Zusammenhang der historischen GréBen H, M mit B, B,, und B:

Historische Definition:
Magnetische Feldstarke H und Magnetisierung M:

F| D:ef E |\7| D:ef é_M
Ho Ho

Mit

B=8, +8,

ergibt sich die bekannte Schreibweise der Materialgleichung:

é=u0(|:|+|\7|)

—_ —_

Im Falle eines linearen Zusammenhangs zwischen B,, und B mit B=p, B,

ergibt sich mit obiger Definition fiir H die bekannte Schreibweise
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Ziel: Umgehung der Bertcksichtigung atomarer Ringstréme

—

rot B = uo(Jfrei + jatom) J,., : freie Stréme ungebundener Ladungen

(Wu )
I

gl " |§M -2 J.om - Kreisstrome innerhalb von Atomen

Superposition: rot B, = p, J;,

—_

rot éM = uO ‘Jatom
J..; ist bekannt; damit lasst sich B, berechnen.
J.... ist nichtim Detail bekannt; damit ist B,, nicht brerechenbar.

Bei linearer Abhangigkeit zwischen B und B, bekommen wir

—

B =y, B,,wobeip, den Anteil von B,, am Gesamtfeld beinhaltet.

Mit der Definition H = B, / ., ergibt sich

Zur Berechnung von B sind jetzt
nur noch freie Strome, aber keine
atomaren Ringstrome mehr naotig.

& |B=p, p, H

rot H = J

frei
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5.3 Ubergéange an Grenzflachen

95FI ds = jj-df stationarer Fall

Grenziubergang Ah — 0 ; keine Oberflachenstrome
Medium 2 Flache F=ds -Ah

H.ds=H,.-d$,+ H..ds, = J.df =0
Medium 1 Cﬁ S I

Ah—0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

H=H®& +H@& =172

ti~t
Wegelemente ds; :
ds, =ds-e,
ds, =ds-(-€,)
— H,-ds, = (H.€, +H,€, )-ds & =H, ds
— H,-ds, =-H,-ds

— H,-ds-H,-ds=0 — [H,=H,

Die Tangentialkomponente der magn. Feldstarke (bei Abwesenheit von Oberflachenstromen)

ISt stetig.
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gSé-dfzo

Grenzibergang Ah — 0O

Medium 1

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—

B =B& +B & i=12
Oberflachenelemente df :

oben: df =df-&,

unten: df =df(-é€,)

Rand: Ah > 0 » F, ,=0

$B-df =B df -B,df =0 —» [B, =B,

Die Normalkomponente der magn. Flussdichte ist an Grenzflachen stetig.
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Vorausgesetzt B=p, -p, -H und keine Oberflachenstréme

B, =B, H, =Hy
B B

urz'uO'HnZ :url'uo'Hnl u:i = u:i
_ K, = e .
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5.4 Ferromagnetika

Starke magnetische Momente mit starker Kopplung

Spontane Magnetisierung grof3er Bereiche
unterhalb T.: Curie Temperatur

Ungerade Elektronenzahl, Gberschissiges
,d - Elektron®,

Cr, Mn, Fe, Co, Ni....

Magnetit Fe;O,

Stark abhangig von Zulegierungen!

I:D;:lvlo I:I"'P-o M

durch Spulenstrom | erzeugt (kann auch Null sein !)
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Hysterese Kurve:

Sattigungsinduktion

A

l

Remanenz _——

>4

——]

Koerzitivfeldstarke

Hartmagnetische Stoffe:

- grol3e Hysterese,

- gute Permanentmagnete
(Alnico, CoSm)

v

» H

_—quasi-linearer
Bereich

Weichmagnetische Stoffe:
- kleine Hysterese
- gute Abschirmmaterialien
- gute Trafokerne
(Permalloy 80% Ni, 20% Fe)

Anfangspermeabilitat bis zu p, = 250 000

Dynamoblech p, » 1000 g



5.5 Durchflutungsgesetz und Symmetrie

1. Beispiel: Magnetfeld eines strom-

Flache F

Symmetrie = H=H_(R)-€

gS H-dézj j.df
S(R) F(R) Maxwell

@S(R)_’ ds = C.‘SS(R)(H<P.é<P).(R d(p é<P)

= CJ‘)S(R)H(P(R)-R-d(p =2.nH,(R)-R

- |
augen: | Jdf=1 = 2tH,(R)R = Ha(R) = 5 —

|.t-R? |

innen:; _[ Jdf = L-n-R2 :>H.(R): —
F(R) F ¢ Fes'2t R 2-F

ges

ges

‘R

durchflossenen Drahtes

F(R)

S(R)

R

innen

»
»

!
—r >

aullen
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5.6 Berechnung von H in verschiedenen Spulenkonfiqurationen

2. Beispiel:
lange Spule

umschlossene Flache

Strom |, Windungszahl n

Lange / Naherung:
- innen Feld homogen

BR® - - - TR

A

SRIRNOIOIO)
gSHdézjj-df

Umlaufweg

- H = const.
- aulRen Feld Null
2> H=0

—>H-/ = n:l

—

H

z

n-l

3. Beispiel:

Magnetfeld
einer
Toroidspule

C_‘SI:I ds =n-|
=H,(r)-2mr

}:

In der Zentralebene r, <r<r,:

H,(r) =

n-l

27r

Innen O<r<r; und aulBenr<r_;: H_ =

¢

0
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pH-ds = |
S

zB. H, 3550'5@ =

5.7 Vektorpotential

Ziel: Berechnung von H aus J

wenn H konstant entlang Integrationsweg ds

Ij-df

<J‘>ds.(p

- H, =

—

funktioniert nicht, wenn H
variabel entlang Integrationsweg

Versuch differentielle Form:

oH, oH, -3
oy 0z
oH, oJH, _
0z OX
oH, _OH, -3
OX oy

rtH=J| o Irotl:i-d

-gekoppeltes System
partieller DGIn

-keine analytischen
LOsungen bekannt

-numerisch schwierig

EinfUhren

analog zum
el.stat. Potential @

magn. Vektorpotential A
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zZiel:

Verknupfung von Magnetfeld mit Stromen

j< >é<- -------------- » A

el.Stromdichte = Magnetfeld magn. Vektorpotential

Stationare Verhaltnisse (%t = O) :

Fir magn. Feld qilt:

Def. et

div B=0 rot A = B
Maxwell L

e

v

magn. Vektorpotential A
Definition erlaubt, da immer qilt
div rot A=0

fiir beliebige Vektorfunktionen A
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5.7.1 Definition, Coulomb-Eichung

Definition: |B = rot A vergl. |E =-grad ®
B. = aAZ - aAy E =- 62
X oy 0z X OX
_0A, OA, _ 8D
5= % " By = dy
B, = aAy - aAX E.=- 62
2 OX oy z 0z
div B = div (rot A) rot E = rot (grad @)
=0 =0
A'=A+grad ¥ ®'=d+C
rotA'=rotA =B grad @ ' = grad ®
beliebige Eichung von A beliebige Lage des Nullpunktes von &
Coulomb Eichung: divA =0 o




B(F) = rot A(F)

Beweis fur Coulomb-Eichung

Es besteht der Freiheitsgrad der Hinzufligung einer
Integrationskonstanten, da das physikalisch reale Magnet-
feld B durch Differenzieren (Rotor-Bildung) des
magnetischen Vektorpotentials beschrieben wird.

Vieldeutigkeit von A:  A'(F) = A(F) + C(F)

Beweis:

B'(r) = rot A'(F)

mit C(F) = grad \p(r) / \

beliebige Funktlon

= rot A(F) + rot grad w(T)

= B(F)

-0

A(F) reprasentiert das gleiche B(r) wie das mit grad w(f) modifizierte A'(F)

— |A'=A+grad vy Freiheitsgrad fiir v, frei wahlbar
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Annahme: A(F) seiso, dass div A(f) = V,(f) = 0
Wunsch: div A(F) =0
A'(r) = A(r)+ C(r) mit C(r) = grad w(F)
— div A'(F) = div A(F) + div C(F)
=V,(r) +V.(r) Skalare

- Ve(r) = -V, (F)
S divC (f) =divgrad y(f) = - V,(7)
— Ay(r) =-V,(r) Poisson DGI. Bestimmungsgleichung fir y
— y(r) = wy,(r) Losung y,(r) der Poisson Gleichung
- A'(F) = A(F) + grad w, (F)
— div A'(r) = div A(F) + div grad y ()

=V,(r)-V,(r)=0 Es existiert immer ein A , welches B
— — — richtig beschreibt, und fur welches
- |div A'(r)=0] |B(r) =rot A'(r) div A=0 gilt.
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Es existiert unter den vielen, moglichen Vektorpotentialen immer ein Vektorpotential A
welches das Magnetfeld B richtig beschreibt, und fir welches div A=0 gilt.

Hatte  manein A' mit divA'#0
so liel3e sich ein ¥ Uber_ Ay = div A finden, welches das
richtige A mittels A=A+ grad vy liefert.

Berechnet man aber A aus den Maxwell-Gleichungen, indem man bei der

Berechnung div A =0 bereits nutzt, dann erhalt man das erwiinschte
einfachere und auch (siehe oben) erlaubte Ergebnis.
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5.7.2 Differentialgleichunqg des magnetischen Vektorpotentials

Voraussetzung : Medium linear und isotrop B = p -

Maxwell: rotH=J+ %é

—

>—>rot(

Definition: B =rot A

J

—>|AA=-pu-

v

,&) =] u = stiickweise konstant

rot (rot A) =n-J rot rot A = grad divA - AA

/

Coulomb — Eichung!

5.7.2.1 Poisson — Gleichung fur das Vektorpotential

0°A, 0°A,  0°A
+ +

in kartesischen | 6x?  dy*

Koordinaten asz asz 52A

+

x>  oy?

0°A, ,0°A, 0

ox*  oy*?

- 3 ungekoppelte partielle DGIn:
- Poisson Gleichungen

- analytische Losung vorhanden:
-Coulomb Integral
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5.7.2.2 Coulomb-Inteqgral als LOsunqg der Poisson-Gleichung

Differential-Gleichuna:

Analytische Losunq;:

Ax’ ‘wa
Ay, Jy>
A, Jd,]

AA() = - p-J(D)

A (F) = :‘nme(F') dv'

\F—F'

TR TR N G I

A, (r)= dv
(1) 4 99 \F—F'

AZ(F): u ‘[ _}Z(r;) dvl
43 JF -t

X, Y, Z - Komponenten

unabhangig voneinander;

daher einzeln l6sbar

Jaufender” Punkt
J (r")dv'

v

=l
I
=l

|

!

Messpunkt
A () =2

Koordinaten-Nullpunkt
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Beispiel fur |A(T) = _[‘J(F) dv'

Leiter mit rechteckigem Querschnitt,
Vektorpotential am Messpunkt P auf3erhalb des Leiters.
by = = Messpunkt P

r—r'

‘ /Z'X,y,z)
J;

J, = const.

: yiod .
: o : t h
! | u dx' dy' dz'
i , ; A = —
o/ /e mia B[S

T 020 (xx) 4 () +(22)°

av' K = A=A,(xy,2)8,

XLyhz" t Das Integral wird hier nicht weiter aufgeldst.
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Spezialfall: .- Strom |
Magn. Vektorpotential A flr diunne Leiter ]

Jaufender” Punktd

Querschnitts-
.fester Mess-

Flache F' "
punkt A(r)
fir diinne Leiter gilt ndherungsweise Koordinaten-Ursprung

JrY)-dv' =J(F")-F-ds'=1-dg'
Ay — B ry ~ w-l ds'
AN = —||| == dv . A(T) =2 —.

4TCJ-J‘J“IF_ r | (4’) 47[ Le‘i‘j[er ‘F- F'
Allgemeiner Fall Spezialfall fr diinne Leiter
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5.7.2.3 Magnetischer Fluss und Vektorpotential

Magnetischer Fluss Def: [®m = IFé(f)°df dim(®,,) =|Vs| = Weber

# B=rotA
# Stokes

aufl3en gilt:

0!
I
Q

>
B
—

201



Beispiel: Vektorpotential eines zylindrischen homogenen Magnetfeldes

ZT F=R’n

R

'
( .

0

<%':§i/ FR)

AT e

N
. (B.8. R<R
B=< """ ° ®, . .=B,Rim
O R>RO m ges
B =rot A
N jé df = [ rotA - df= ¢ A - ds
F(R) F(R) S(R)
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—

Berechnung von A aus B

Innen R < R, ZI F=R!n
B,&,)(df €,)=B,R?=x 1 Ifibf\)o
FE‘I‘?)( ’ ) ( ) i }\A\_,‘r/n
= ~ df
=¢(A, (R)YE.) - (R-dpé )=A (R)2x=R
(i)( ¢ ( ) <p) ( <p) ¢ ( ) <%,\,;;F\i/ FR)
" | A,(R)
5 |AR)=22R .8 < S(R) >
2 - N
A,R)
Aullen R>R, B (R)
rz
[B-df=B,Rin=a,,.
F(R) B,
B,R,_| .
2 ~R -5
- B R2 1 _ R
- |A(R) = Ozoﬁ-eq) L
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—

Umkehrung: Berechnung von B aus A
Innen:
5 - _= (1 0O
B(R) =rot A(R) = ez(ﬁ == (R A(P(R)))
s |L 0(r. B s (1. B -B &
=e, [R aR(R > RD—eZ(R > 2R | =B, e,
Aul3en:
oy _s (18 B,Ry 1)]_2(1 a8 (BoRs)|_
B(R)'eZLR aR[R > R)|7%|r |2 ||7°

-aulien messbares
phys.Feld B = Null

-aufden nicht messbhares
Vektorpot. ungleich Null

-Kenntnis von A aufden
genugt, den Fluss
innen zu berechnen
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5.8 Biot-Savart-Gesetz und Anwendung auf einfache Leitergeometrie

Ziel: direkte Berechnung von B aus J (ohne magnetisches Vektorpotential A)

J(r

Losung der Poisson-Gleichung fiir A

0= L[]

r—r'

B(F) = rot A(T)

# rot:. differenziere bezuglich der ungestrichenen Koordinaten

(1) )
— B(F) = rot{ H J(r } S ”J‘r [‘J ] dv' # rot(‘I’-é) =¥.rot G + grad ¥ xG
4 o
/‘P— —— und G=1J
1 r—r'
4—,JH gy o () rorad ()

\
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1 -
— rotJ r'y+grad——xJ(r') | dv
B0 iy o 0 gt ()
\ J
# rot(J =
p . o | / ro( (r ))
j” 0+grad——xJ(r") | dv
L0 [T
H (F=7) 5 ) # grad qlq = - (-1)
MIH[_F—F'SXJU )] v TR
- —L j(F)X(F—F)
B(r) - 4nIH \F—F'\S av Biot - Savart Gesetz

Damit ist das Feld B direkt aus der Stromdichte J durch Integration berechenbar.
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Nebenrechnung

1 . r-r' = (x-x') &, +(y-y) €, +(z-2) €,

grad —
-7 7 = X + Gy ) + (@2 2)°

o Joxp oy ey N oy
:éx(—ij 1 s 2(x=x")+e, 1) — 2(y-y')+e,-
JEX + vy + @2 2)
- (x=X) L (y-y) . (z-2)

II
|
@D

RS o LN AN NS

(F-F)

g.e.d.
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fur dinne Leiter gilt nAherungsweise
. Strom |

B = M m‘ J(f ) (r ") 4v| Querschnitts-
Flache F'

.fester Mess-
punkt B(T)

Biot - Savart

IEY-dv' =3 FdS =1 dS Koordinaten-Ursprung

IR I§(F):L J- I-d§i'x(F-F')

= 13
41 '

Leiter ‘

5(F) “"-I A (7~ 7)

—>'3

Mag. Flussdichte B als Funktion des Leitungsstroms | und der Leitergeometrie
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Beispiel: gerader Leiter in z-Richtung “1 ds' =dz' e,
ds' =dz' e, X'y'.z
é Xé :é (1 o
z X y X =X
&, x8, =-€, S 7
éZXéZ:O 1Y _yo yo':’
Y4 X‘o » X
» | g€, x((xX,) e, +(y-y,) e, t(z-z)e,)
B(x,y,z) = Zn J‘ ( 0 0/ Ty % )dZ
o (0exg) P H(y-y ) P H(z-21)?)
_pll o (x-x,) dz’ L (Y-y,) dZ’
B Z_TC ey 2 : 2 n 2 % ) eX 2 : 2 n 2 % +O
2 (XX o) +(y-Y o) +(2-2)?) 2 (XX ) 2+ (Y- o) +(2-2)?)
speziell Draht auf z-Achse, d.h. X, =0, y,=0
5 _pllL f X-dz' .G y-dz'
B(X,y,z) = i e, I - e _[

Z; (X2 +y2 + (Z-Z')z)% ' z, (X2 +y2 + (Z-Z')Z)%
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5.9 Magnetischer Dipol

Ziel:

Berechnung des Magnetfeldes

des magnetischen Dipols B(r,9)
in Abhangigkeit vom Abstand r
und dem Winkel 3

Methode:
- Vereinfachung durch Betrachtung
einer rechteckigen an Stelle einer
runden Leiterschleife _,/
- Berechnung des Vektorpotentials
In kartesischen Koordinaten
- Naherung flur sehr kleine Abmessung der Leiterschleife
- Nachweis der Aquivalenz der Lésung auch fuir runde Schleife
- Transformation in Kugelkoordinaten
- Berechnung der magnetischen Flussdichte B

210



Vektorpotential einer rechteckigen Leiterschleife

A(f) =2 kleine Schleife bei z=0
Z a
Weg 3 )
r r-r'

Weg 4 ~ .| ds'
’ r g 7 A(F) = I P
47[: Leiter‘r-r‘
4 7 S
I / b Weg 1
X
. N dv' _ dx' _ dy' . dx' _
A(r):”— _[ )iey+_|‘ Qﬁex+_" ﬁ{ey+_[ — €,
AL | g |TT wiegz | T wiegs |11 wiega | 1T
'I -al2 dXI +al?2 dXI ‘I +b/2 d 1 —b/2 d 1
APl [ o [ | und A =R [ 2 [ 2 und A, =0
S I’-I" —a/2 ‘r'r‘ Tl 52 ‘r'r‘ +b/2 ‘r'r‘
Weg?2 Weg4 Wegl Weg3
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Berechnung fur sehr kleine Schleife

414, = - L = wobei z' =0
T Joex)t + (v-y) + 22
= 1 wobei X' y' <« XYy
\/xz S2X XXyt -2yy +yt 427
~ 1 wobei Xx* +y?+z%=r?
X2 +y2 +22 - 2xx' -2y Yy
= 1 Naherung 1 ~1- 1 o)
r\/l- 2X X'+ 2y Y 1+c 2
2
' oxl
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Zy

Weg 3
-al2 ' +a/2 1
a P [y =
W 4m +al2 ‘r_r —a/2 ‘r'r
eg4 Weg?2 Weg4
"
g / N
X
Weg 2: y'=+b/2 Weg 4. y\={—b/2
- b +fy 1 _b
g2 X-X'+y-|+ 2 X-X'+y
—)AX:Z_I %1_,_ rZ( 2) dX+J‘%l+ rz( é) dx’
T A 3
~a Y
:Z_lé(g)'y fax - [ax =-E%Zaby
T r 2 kY 3 At
LR LR a-b =F (Fliche)
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Weg 3

Weg4/

=

-b/2

A _ I +b/2 dy. dy'
Y 4n J F-F] J -]
y —b/2 +b/2
r ds' Wegl Weg3
|// / b " Weg1l
Weg 1: x'=+al/2 Weg 3: x'=-al2
I S e
G +05
= ],l_l %(EJX Idy - Idy' _I %.a.b.x
4 r° 2 4 4 A T
C R/

a-b =F (Flache)
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Losung A(X,y,z) fur
Drahtschleife:

R _

__pl
A =- 2

X 4TC r

_ kel '
Ay—+4—n'r—3'F'X 9
A, =0 g

y
mit F=a-b (Flache
( ) Y X

- Das Ergebnis ist auf Grund der Annahme sehr kleiner Abomessungen der Schleife
unabhangig von den Abmessungen a und b der Schleife.

- Sowohl eine sehr schmale Schleife mit a < b als auch eine quadratische Schleife mit
a = b liefert das gleiche Ergebnis fur gleiche Schleifenflachen F=a b.

- Daher gilt dieses Ergebnis auch fur eine Schleife mit rundem Querschnitt.
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Kartesische Koordinaten — Kugelkoordinaten

Adxy, z) =-ky
A,(x y,z) =+kx  mit Abkiirzung k = pl F
A

A 3
,(x,y,2z) =0

(1) Ortsvektoren (x,y,z) - (1.9, ¢)

A (r, 9 ¢) =-kr sing sing
A,(r, 9 ¢) =+kr sind cos o
A, 8 09)=0
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(2) Vektorfeld A, A A, = A A A,

A, =A sind cose+A sind sing+0

=-krsin’9 sing cos ¢ +krsin®9 cos ¢ sin g =0

Ag=A,c0os3 cosp+A cosd sing

=-krsin3cos9sine cosp +krsin3cos9 cosesine =0

A =-A sing +Aycoscp
= +krsin 9 sinp + k r sin 9 cos?o

= krsin9 (sinch +C052(p) = krsin 9

: y _pl F
mit Abklrzung k 7
~ M sing _
= |A(r,9) = — I-F e
( ) 471: r.2 ¢
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sing 5
I,2 ¢

A(r,9) = % I-F

B(r,9) =rot (A, €,)

1 o1 _..> 10 =
rsin 9 68(r2 > S)e rar( sms)e}

1 1 5 = .1 1 . 5
(rsins Ir225|n9 cosS)er F( r—zsm{})es}
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Ergebnis

B(r,5,0)
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6 Induktionskoeffizient L

In der Elektrodynamik gibt es zwei Beziehungen von Grof3en, die durch die gleiche
Proportionalitatskonstante L verbunden sind.

» Der magnetische Fluss mit dem erzeugenden Strom

* Die magnetische Feldenergie mit dem erzeugenden Strom

I
® =L > u =920 __ dO
dt dt
W = EL-IZ Die Proportionalitdtskonstante L
mo2 heiRt Induktionskoeffizient
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6.1 Induktionskoeffizient und magnetischer Fluss

Voraussetzungen: dunne Leiter bilden geschlossene Drahtschleifen
Gegeninduktion @ ., : von Strom I, erzeugt und in Schleife 2 gemessen
® ., = Iél(Fz).dfz r, ist Ortsvektor innerhalb Schleife 2 n,=1

f2

= [rot A (7,)-df,
1:2

Cz
gSA(r)ds A, = Bl g
1 \'2/) T
4 ‘r T ‘ | dS, von Schleife 1 erzeugt
1 . ;
N dS dS | in Schleife 2 gemessen
m12 47'C 17 r _r ‘ 12 1
I‘12 (I)m12/I

eine Windung:

Gegeninduktion: n Windungen: L(nz) =n,® /1,

(n1)

Selbstinduktion: n Windungen: |L,, =n® /1,
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Selbstinduktivitat einer langen Spule mit Kern

(Methode magn. Fluss)

Strom |, Windungszahl n

- X - - - - QXX
Querschnittsflache
A
- Vg
B ~ const. Uber A OXOXO R L. OXOXO)
) Lange / "
pH-ds = [J-df

v

magn. Fluss

im Querschnitt } Qn=B-A=po-p H-A

Durchflutungsgesetz:

H-/ = n-I|

n-®
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6.2 Induktionskoeffizient und magnetische Feldenergie

Def - W, = % E-D Energiedichte des elektrischen Feldes
(Erinnerung) W, = jwe dv gesamte elektrische Feldenergie
. _ 'V As _ Joule

Einheit (w ) = mmZ o 3
wenn D =¢ E gilt, dann folgt: w, = % E?
Def

Def.: W, = % H-B Energiedichte des magnetischen Feldes

W, jwmdv gesamte magnetische Feldenergie

Einheit (w,,) = %. Vs _ Joule
m m

wenn B=pu-H gilt, dann folgt:
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Veranschaulichung der magnetischen Feldenergie

Strom wird in eine Spule eingespeist, ein Magnetfeld baut sich auf

(1 : do(t
(1) X YOy = —dftn()
T Steigung s N dit
lu(t) IE I ( :-HMZA%
nl Querschnitt A ‘ >t .t
H= "7 nwindungen Lo t,
2
St t<t B As t<t
o O=pHOA=p DinAa D)= { % U= {7 ;
I l, t>t, . st

Leistungsaufnahme: P(t) = U(t) « I(t) = ( “7?2 A SJ (st)

gesamte aufgenommene Energie

t, 2 2
WeK:J‘P(t)dt:-“; Akz%tg > |w :-% RN A 2
0
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Aufgenommene elektrische Leistung:

r

[mn®
P(t) = U(t) « I(t) = ; ( / ASJ(St) t<to

0 t>t,

\

Gesamte aufgenommene elektrische Energie nacht >t

Lo 2 2
_ __un 21.2_ 1 pn"A
WUl—_([P(t)dt— T As? Sth=-5 B0
nl ¢ H
Ho= =0 Slg=—22 5| Wy =- 2 uHE AL
Gesamte aufgebaute magnetische Feldenergie: W, = jwm dv
> W, =w_A/

Magnetfeld H raumlich konstant in Spule mit Volumen A/f

Energiesatz: w_= W, Sw, Al =- % pH: A/

magnetische Feldenergiedichte

—)WmZEHHg
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Ziel: Berechnung der Feldenerqie Uber die erzeugenden Strome

Energiedichte des magn. Feldes: W = % .8
| _ _ W, = lj H-B dv
Ziel: Feldenergie als Funktion 2
der erzeugenden Strome bestimmen
Gesamte Feldenergie:
Wm:%j H-rot A dv und div(AxH)=H-rotA - A-rot H

W, = %I div(A x H) dv + %I A-rot Hdv und GauRsatz und rot H = J

W, = %@(Axljl)-df+ %IAJ dv und SB(AXI:I)-dfz 0 tiber "Fernkugel"

_1(Z.3 o Ry o B 3(r)-I(F)
Wm—EIA-Jdv mit A(F)_4nj‘r-r\dv_) n §4n_” For dv dv'
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B ” J(r)-J(r’) dv dv' magnetische Feldenergie als Funktion
der Stromdichte J(r)

Spezialfall: N Leiter wobei j(F) =0 aul3erhalb der Leiter

J()-J,(@ ‘
L gy gy :
4 | -1, r—r' r'
- NV — IN/\/
Def. L, Induktionskoeffizienten

stromunabhéanqiq!

1 N N
> | W, = 5 ZZLik L k| Einheit: Henry 1H = '16\‘3 = 1X’§‘S = 1XS

l; = Gesamtstrom durch Leiter i
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BNy TR
Leiter i Leiter i T ‘ Selbstinduktionskoeffizienten
s et [ 20 v
el Am 0 A Gegeninduktionskoeffizienten
(Lik =Ly
1 N N
- W, §ZZ|—ik'|i'|k
i=1 k=1
CON — _ 1, 2
zB:N=1 W, =Ll
2B.: N=2 Wm:%L11If+L12IlI2+%L22I§

228



Gegeninduktionskoeffizient diinner Leiter

Lik:I T E 1] m )F? dv.dv',  mitJ dv. =J.-df dsS =I1ds,

T
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Selbstinduktivitat einer Koaxialleitunqg

(Methode Feldenergie)

H, J.R Radius Hinleiter: R,
2 1 Radius Aul3enradius: R,
|/\Q‘cR Dazwischen Isolator
4 | l » R Langenabschnitt: /
Rack- R Rq Sehr diinner Riickleiter
Lelter

dort keine innere Induktivitat

Berechnung Uber die Feldenergie: im Innendraht gilt: J, konstant tiber Leiterquerschnitt

W, = [w, dv =E [H, dv = %j% R? dv

mi E
JZ 2R,
=22 [[[R*-R-dR dp dz
2 4000
2 4
:E.‘]_Z.g.zn.R_i mit JZ:|/(n.Ri2)
2 4 4
2
:ulf(_) WmiZELiIZ_)LiZM—KSEZL
16- 7w 2 N 8-m 14 8.7

innere Selbstinduktion
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zwischen den beiden Leitern im Isolator qilt:

¢ 2r Ry 2
— _ MU 2 _ U |
W _ = |w _dv==-|H “dv== R dR do dz
ma j ma 2 j oa 2_([2[R 47I2R2 (P
2 R,
. |2-€-2n-_"1dR:i-€-lz-ln&
2 4r RiR 4n R.
Wma:iLa-l2 = La:i-f-ln& —>5: L-In&auBere
2 2 R t2n Ri|selbstinduktion

Im Bereich R > R, aul3erhalb der beiden Leiter ist

H,(R>R,) =0 wegen <§> I:I-d§:ﬁ-df:|hm—lmck:0

Kreis>R,
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Selbstinduktivitat von Doppelleitungen

Ytz
Doppelleitung, Abstand s, symm. zur z-Achse © 4 |
Drahtradius b R ol ©,
T g df

Gesucht: a
die Selbstinduktivitat pro Lange T | A H, (xy=0)=H,

£ / >

l //S y

+S/,—b +S/_p

Berechnung uber den Fluss @, D, = J‘éa.

2
d : j
zwischen den Drahten / T S/ +b T S+
Z

B = B(X,Y) df =dz dx & B, in x,z-Ebene

B hangt nicht von z ab — B, (x,y=0)
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In der gesamten x-z-Ebene fir y = 0 gilt: H(P(y:o) -H

+%—b |

®,=pol [ Hydx=p,-0 g'{‘ '”(%‘X)—;b +|”(%+X)—£+b

—%+b
I

= - H® 2 —
H,=—=| = H,=HP+H® =

y

Zn(%— x) ' 27:(52 + x)

S
+S/_p +S/_p

v

:uo-f-z—-{— In(b) +In(s-b)+ In(s—b) -In(b)} :uo.g.%. |n(ﬂ]

T
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Innere Selbstinduktivitat L,

L/¢=L,/0+L,/7 Summe der beiden Leitungen 1 und 2

(siehe Rechnung fur Koaxial-Leitung)

_ H
L/t=2. > unabhéangig von Drahtdicke 2b

8n

Gesamtinduktivitat L.

L j¢=}te In(sl;b)+”°

ges
T
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Zusammenfassung

Induktivitat

- Energiedichte des magn. Feldes W, = %j H-B dv

N, N _
D w,_= % zz'_ik -1, W_. berechnen —> |L, = T

einfach bei N=1,d.h. i=k

- Magnetischer Fluss @, = [B-df

@ ® =L, L ® . Dberechnen — L, = (Dmikl
-fur @ sowie @ gilt
Integral direkt
ds. -ds S .ds
L= B dee perechnen - |L, = 1§ 959
47':cick ‘ri ) rk‘ 4TcCiCk I - I’k‘
- L O=L, @
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H(

)

[

A

\

Alternativen zur Berechnung von W_

ik
/¢

Raum >
1000 x 1000 x 1000

=10° Stiitzstellen

Flache =
100x100

=10* Stitzstellen

Kurve =4 x 100
400 Stitzstellen

W

\

1 2 1 2
w =21 [uA2d SN
@ _ Zju v > L
H im ganzen Raum
@ @,=[B-df=L-
F

B nur innerhalb Flache F
j B . df
L = F

| N

® @m:IrotA-df:gSA-dé
F C

A nur auf Weg C

L. <_f>/&-d§
L=¢
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7 Quasistationare Felder

divD=p cﬁf)-df:jpdv
otE=-2  §E-ds=-J[B.df D 3
ot dt ot
rotH=J CFH. ds = J‘J.df L guasistationar
divB=0 <j>|§-df20

Zeitliche Anderungen der FeldgréRRen wirken sich sofort im gesamten
betrachteten Gebiet aus.
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—

= oB : aé <
rotEW—-E Wirbelfeld, erzeugt durch ét

div(s EQ) =p  Quellenfeld, erzeugt durch p

—

E,=-grad® Def.von @

.
|

rot E, =-rot grad® =0 «—

m
[
m.

Unterschied
QW
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7.1 Induktionsgesetz flir zeitlich sich andernde Felder
oder zeitlich variable Randkurven

4 + ¢ é(t) Fall A: zeitlich variables B-Feld; konstante Flache A bzw. Randkurve C
— | T Maxwell: y . . : :
Andert sich die magnetische Flussdichte an
A - _ 5B einem Punkt, so entstehen dort wirbelartige
_ | «Z rotE,, =- At elektrische Felder.
Ew

In einer leitfahigen Leiterschleife mit getffneten Enden geschieht folgendes:

— —

E. —p,, p_ E, erzeugt Ladungstrennung in der Drahtschleife

P, P_. EQ p., p_ erzeugen elektrisches Quellenfeld

E, —®,,®, E, lasstsich durch elektrisches Potential beschreiben

¢, ,0,>U,, Potentialdifferenz lasst sich als el. Induktionsspannung messen

r Andert sich zeitlich die magnetische Flussdichte bzw.
U, =- gt ®_ wobei A=const.] dermagnetische Fluss, so wird in einer offenen
Leiterschleife eine elektrische Spannung induziert.
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offene Leiterschleife mit Luftspalt ot

B(t) zeitlich variabel A
~ raumlich konstant

Stromdichte ist durch gegenlaufige Felder Null

E o iStim Spalt unbekannt , aber in Drahtschleife bekannt (EQi = —EW),

Integral wegunabhangig — Integration durch Drahtschleife statt Gber Spalt

g, ds=-22n Ly = 9O
dt dt

E, -dS=+

2
—>U, :-IEQS-déz-
1

P Sy N
P ey N

Qi
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m

E,

B(t) zeitlich variabel
~ raumlich konstant

_|_
_|_

INNERES DES LEITERS:

Das elektrisches Feld im Inneren des Leiters
ist Null, da sich Quellenfeld und Wirbelfeld
gegenseitig ausloschen.

LUFTSPALT:

Das elektrische Feld im Luftspalt ist abhangig von
der Lange des Luftspaltes d.

Bei sehr kleinem d wird es sehr grol3 und tbersteigt
die GroRenordnung des Wirbelfeldes.

Die Induktionsspannung ist unabhangig von d.
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Fall B: zeitlich konstantes B-Feld; zeitlich variable Flache A(t) bzw. Randkurve C(t)

Ly
Magnetische Krafte auf bewegte Ladungen

/' + A+ ¢ ¢ + wirken gegen elektrostatische Kréafte.
Im Krafte-Gleichgewicht qilt:

A

[%2)

8
¢

/—\

\_/

U=E, -f=-v, B,/ fur bezvegte Medler}]gllt nl(célirﬁehé)
= . — K. VX

=-¢-(ds(t)/dt)-B, und /-s(t)=At) J=«-E, sondemn

= - (dA(t)/dt)-B, =—d(A(t)-B,)/ dt

dod Andert sich die Flache oder Richtung der Leiterschleife,
—>|U=- dtm entsteht durch v x B Kréfte ein elektrisches Feld
und damit eine elektrische Spannung U.
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Zusammenfassung

(hier B raumlich konstant)

Effekt @: B=B(t) zeitlich variabel 5 (0
- . . . 0B(t
rotE =-6B(t)/ot — ;_E)E - ds--Aj(t) o
o8B, (t

Upga =+ aot( ) ' A(t)
Effekt ®: A=A(t) zeitlich variabel
E+(\7xé):o - E(t)=-v,B, 8,

OA(t
Ug =- ag ) B, (1)

Gesamtwirkung von Effekt (&) +

U = 0B, (1) OA(t)

—a A5 Bolt)=- —5

Die Induktionsspannung wird erzeugt
durch effektive Anderung des
Flusses, hervorgerufen aber durch
zwei ganz unterschiedliche Prozesse
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—»
>

7.2 Eigenschaften der Wirbelfelder

B(t)

aB/
A A ot I
/RP\ Berechnung des Wirbelfeldes E,,

1= — ~E, =7
. — Einfluss der Lage der
[
E:> . < A ) Sekundarwindung
= ‘
e N
I(t) B, é
oB o F
[rotE-df = $ E-dS=- [ —-df
A(R) C(R) A(R) ot E‘:P
_ 0B, 5
R<R, E,(R)-2nR =- -R*m | R /~}/R
E.R) =- 2z R
> BR=- T B :
oB | "R
R>R, E,(R)-2nR =- —2- R¢m Ro
oB R?2 Das elektrische Wirbelfeld befindet sich
- E,(R)=- —*- £ innerhalb sowie aul3erhalb des Magnetfeldes

ot
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»

offene Drahtschleife nicht zentrisch zwischen R, R, und Ag

Uind
\
f A Uindzg'SE-ds
Ao
+ .E(P (R) & €r)
AR
E,(R) + [E,(R,) &, (R, dp&,)
Ao
+ 'E(p (R) € er)
AR

Upg = PE-dS = E (R,)'R, Ap - E,(R,) R, Ag
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Drahtschleife innerhalb des Magnetfeldes:

oB. R
E (R)=-—2 —
o ? oB. (R? -R?2 oD
- U =E,(R)R Ap-E (R,)R, Ap=- —= ( 12 Z]A(p: _ O™ m schleife

/

L . Schleifenfiache
Spannung wird induziert

¢ Flache A:

Drahtschleife aul3erhalb des Magnetfeldes: Ky
1

—_ aBz R2 - = 2.
E,(R) =- 0 %0 A(cp)—zR ¢

ot 2R

RS g . R:
2R, ' 2R,

oB
—> U, ::E(p(Rl)'Rl A(P'E(p(Rz)'Rz Ap = - 5’(2 ( RzJ Ap =0

Es wird KEINE Spannung induziert

Drahtschleife aul3erhalb des Magnetfeldes, aber dieses umhiillend:

Uy = § E-dS=E,(R,)-21R,

C(R)

aBZ R2 aBZ a(I)m chleife

ot 2Ro H2mR, =- ot RG ™ =- asthlf — Spannung wird induziert
1
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Lokale Wirbel von E

—

rot E =-0B/ot

rot (E, (R)€,) = i(R E,(R)) €,

1
R OR
: 1 0 oB 2 ~
innen: - = i z R 8
S AL
1 oB, 2R . oB, .
= — - _ eZ:- ez
R ot 2 ot
auf3en: _ 1
R

2
0 (.98, Ropl-p
6R | at 2R

= Induktionsspannungen entstehen nur in Leiterschleifen,
in denen es lokale Wirbel rot E # 0, d.h. geschlossene

Feldlinien von E gibt.
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7.3 Ruckwirkung des Induktionsstroms auf den magnetischen Fluss
dd R, R,

‘ / U = -do leuind Kurzschluss

| = S —
o, <R R dt
dt
4 I'; 4 U
| 4o, Kurzschluss | =- 1 do _ 1 (d(I)m _I_d(I)ind]
ﬂ dt e R, dt R\ dt dt
\J

Bind

Der effektive Fluss, der bei zeitlicher Variation ein elektrisches

Wirbelfeld und dadurch eine Induktionsspannung erzeugt, setzt

sich aus der Uberlagerung

- des Flusses vom externen Magnetfeld sowie

- des Flusses vom Magnetfeld des induzierten Stromes der Leiterschleife

zusammen.

(I)eff :(Dm +(Dind
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Beispiel: Kleine supraleitende Spule innerhalb grol3er normaler Spule

000 Q00000000
n I
codod
=1 ()}
A <:(I)eff
:>(Dind n
000 > B=B,() &, = =0 | (1) &,
1 o
OJONONO)
/ n
° l,(1)
kleine Spule offen: U, , =-n a0, _ nA B, (1)
dt dt
Kurzschluss in - 1 do (1) 1 do (t) dd, ()
kleiner Spule KT R W d R W dt T dt

| |

®,,(,) :AMT;] |, — DGL

|
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Supraleitung: R. =0

Damit |, #0 —
dt

A un dlk(t) :'A dBO(t)
¢ dt dt

do () L dd (1)
at dt
> O (H)=0,-D ()

dD (1) | do, (1)

dt

LA ¢ dBy()

dt un  dt

/ Der Kurzschlussstrom im Supraleiter
(1) =1, - n B,(t) folgt der Anderung des auRReren

T Magnetfeldes B (t)

Anfangswert, Integrationskonstante

Anfangswert, Integrationskonstante

= ®, = const

q)eff(t) = (Dm(t) + (Dind(t)

Der effektive Fluss im Supraleiter bleibt unabhéngig
von aulleren Magnetfeldern konstant auf seinem
urspriinglichen Wert @ , eingefroren.
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7.4 Rickwirkung des Magnetfeldes auf elektrische Wechselfelder
(Skin-Effekt)

Problem:

Eges
i (XX .
- Leiter ~ E. coe —
J(t) H, — ° -,
/ —_— s
/ X —_—
— X X X
X X X X X —

E ., - Feld erzeugt Strom, Strom erzeugt H - Feld, %_I erzeugt E, - Feld —

I verandert E - Feld
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7.5 Diffusionsgleichung fiur J

J=x-E

rot E :-a—B :>£- rotj:-u aH:(’iH =
ot K ot

rotH=1J = rot — =

—

— rot oH _ rot
ot

— A =xpu-—
N

KU KU

,Diffusions - Gleichung*
fur Stromdichte J

KN

Lot 3] =L rotroti=-t

(grad div J - Aj) =

AN

—

0J

ot

divrotH =divd — divJ=0
%/_J

0
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7.6 SKin - Effekt

ebener Fall _
AJ = xp 0J - konstant in y- und x-Richtung
0%, AR - ot =
=K Ansatz: J(zt) =J.(z) e’ .e
022 at (28) =3 X
. - 0°) (z) _.
J=J¢8, - ?—J(DKMJX(Z)

—> aIIg Lf)SUI’]g JX(Z) =C, e"'\/jOJKM' Z4 o e—\/j(mcu- z

Abkirzung: |d = |—=—| und Mathematik: ./j = 14

WKL J2
—> JX(Z) = W_l_CZ e_(j+1)2/d

L-J (0) Stromdichte am Rand z=0

> L@ =30 e

L exponentieller Abfall mit
Eindringtiefe d 253




Beispiel: zylindrischer Draht

Zylinderkoordinaten J. =0 J(P =0 J, = JZ(R).ejwt

Laplace Operator fur z-Komponente:

_1 0 o _ 1 _ @° 1 0
"R aR(R R (R)j ‘RN R 2 R)
0° 1 0 _ DGL fiir radiale
|57 :(R)+5 == J.(R) = Hoxu-J.(R) Verteilung

der Stromdichte
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L6sung der DGL liefert:

2 gleiche Grol3e wie Eindringtiefe

— |d = |—— = Eindringtiefe . _
OUK J auf einem ebenen Leiter

Verlauf bei 0: Gleichstrom
1-5: wachsende Frequenz

Ein-
Q\/ dring-

tiefe d
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Zahlenbeispiel Kupfer:

k =5,8-10’ A
Vm
d= 2 n=p, =4n-10" Vs
MUK Am
vermindert sich
f=1000Hz d=2,0mm mit wachsendem
f =100 000 Hz d =0,20 mm ® und ¥
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8 Feldenerqgie und Enerqgiestromdichte

8.1 Leistungsbilanz mittels Poynting Vektor

oD

= + = - = - . - « = .
rotH=J ot = -E-rotH E-J-E pr /- E
otE=-2B = H.rotE=-H.9B /- H

ot t
H-rotE -E-rotH = -E-J -Ea—[t) —I:I-aa—t

ITll

-E-J -E- %—D I:I-aa—? «< differentielle Leistungsbilanz
( )_MA:Watt_Joule
m?  m?%-s

Poynting-Vektor beschreibt die Energie, die pro Zeit durch eine Flache fliel3t:

.,energiestromdichte”

257



Ubergang zur integralen Leistungsbilanz innerhalb eines Volumens

div(ExF) =-£.3-EL R

S ot ot
S

divS =- %(Wj+we+wm)

wm!

jdledv —-—j(w +W,_+W )dv

Vol VoI

<j>§-df
J

Vol

j(w +W,_+W )dv 0 H _
ol Bilanzvolumen

0
ot Hullflache

Die Summe aus:
— der aus einem Volumen herausstromenden Energie

— der im Volumen ,verheizten“ Jouleschen Warmeleistung
— der Anderung der im Volumen enthaltenen elektrischen Feldenergie

<t Null — der Anderung der im Volumen enthaltenen magnetischen Feldenergie
ist Null.
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Enerqgiedichte der Felder

W, = % E-D= % e E° Energiedichte des el. Feldes
W, = jwe dv gesamte el. Feldenergie
Einheit (w,) = %23 = Joue
m m
oWe _1_8 aE(t) oW, = aD
a 2% (E (t)) e 2B & At
W, = % H-B = % uH?  Energiedichte des magn. Feldes
W, = jwm dv gesamte magn. Feldenergie
Einheit (w,) = % % = J?nu?!e
6Wm_; k) aH(t) oW, - OB
a 2M G (H (t)) H 2 HOT5 & -
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8.2 Beispiel einfallende Welle auf verlustbehaftetes Medium

- Teil der Welle wird reflektiert
- eindringende Welle wird absorbiert und produziert ohmsche Verluste

»
»

S E(x,t)

Leistungsdichte der einfallenden Welle: S, = (Exl:l)E S, :D/ -E-J

»X
L e - S |
Leistungsdichte der reflektierten Welle: S, = (Ex H)R i | W

N

df/
Ohmsche Verluste in leitfahigem Medium: E.J Flache A Volumen V
- - 0 . .
iSS-df avj(w W, +w,)dv=0 - st-df_\sR-A-\s —-!/‘E-Jdv

Energie - Erhaltung
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8.3 Beispiel Energietransport im Koaxialleiter

e Spannung U zwischen

U Innenleiter und Aul3enrickleiter
R, e Strom | flieRt durch Koaxialleiter
R, . Koaxlallelteisel verlustfrei . _y o
- J=xE > E, =0
Zylinder-Koordinaten: (mitQ =C V)
= . . 2ne -/ 1 . .
E:ER.eR: Q g = e ‘U- ey = U =
2ne - (R In R, 2ne - (R In R, R
Ri Ri
fir R <R<R, sonst: E;, =0
A=H -6 = —.&
P T oS
. . U I 1 . o) : K ~
- ExH=E;-H -e, = = — &, oyntingvektor R?
In( %) 2r R weist zum Verbraucher
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Poynting - Vektor é(R)

Py

Q

N

T

J

U-I .

=

1
R?

R dR do

!
T

< gesamte in den Querschnitt
eintretende Leistung

= Die gesamte Leistung wird
durch das Feld zwischen

Innen- und Aul3enleiter transportiert
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O Schnell veranderliche Felder

9.1 Verschiebungsstrom und dessen Magnetfeld

—

Frage: Kann rot H = J immer richtig sein? +Q(1)

Aufladen eines Kondensators
—[—Q(t)

Betrachte diesen Punkt: —

Erhaltung der Ladung heifl3t:

An dieser Stelle im Raum gilt also:

Fir rot H=J wirde gelten:

Richtig ist:
und damit:

f
| \

t + (H)+ +
|

0

- - a _ . — _ .
<J‘>de+ajpdv_o«d|v\]+ap_o >

div J#0
Widerspruch

—

div J=div rot H =0

rot H=J + oD/ot

o)}

div rot H=div J+ £ divD

P unddivD =p
0

0=div J+

Ep<
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E(t)

I(t) i(t)

b}

+ + + + +
||
.

Betrachte nun diesen Punkt:

wenn gilt;  |rot H = J + 8D/6t| und an diesem Punkt J Null ist
dann folgt; rotH=8D/6t < <J§H-d§ = _[(af)/at)-df

\ 4

es gibt auch Magnetfelder in Bereichen mit J = 0

wenn zeitlich variable elektrische Felder vorliegen mit éD/ét # 0
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Bericksichtigung von atomaren Ringstromen und
molekularen Ladungsverschiebungen

B OE |grundlegende
= + = i
OtB =po Jges * Ho €0 3t | Maxwell Gleichung

Strome freier Elektronen/lonen, erstere z.B. in Metallen

mit J..:
3P . Ladungsverschiebungen in Molektlen dielektrischer
Materialien bei zeitlich variablen Vorgangen
Jaom . Kreisstrome in para- und ferromagnetischen Materialien,

verantwortlich fur die atomaren Elementarmagnete
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Riickblick: Beriicksichtigung magn. Materialien mit atomaren Ringstréomen J .-

. - - aé -
rot B = HO(‘Jfrei +Jp + SOE] + 1o Jatom
B =Bpe* By

B e : hervorgerufen durch freie Strome J._, durch Polarisationsstréome in

Molekiilen J, sowie durch zeitliche Variation des E-Feldes

B,: hervorgerufen durch atomare Ringstréme J_ .

—

6E] und rotB,, = p,J

Superposition: rot Bpz = po(jfrei +Jp + E0 50 atom

Bei linearer Abhangigkeit zwischen B und B,, bekommen wir

B=p, By ,wobeip, den Anteil von B,, am Gesamtfeld beinhaltet

Mit der Definition H = B ¢ / n, ergibt sich schlieRlich

OE

E und é:],lruol__]

rotH=J,. +Jp +¢,
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Berucksichtigung molekularer Ladungsbewegungen
am Beispiel eines Kondensators mit leitfahigem Dielektrikum:

+Q)| > > @ |- Q) Eo =+ 25,
DD DLEW) &g A
> — B 1 Q,
D@ [\, Ep=-— =F &,

CPDCDCD Flache A o A
=

e
R o= L
Q) +Qu)

eff. Ladungstrennung Jie . freie Leckstrome im leitfahigen Dielektrikum
rot H = Jfre, + J + g %E {J,: Bewegung gebundener Elektronen in Molekiilen
. do. = E = E, +E, : effektives elektrisches Gesamtfeld
_‘Jfrei-i-l QP ex+808_E ) ? "
A dt ot
- 1 dQp 0E oE
‘]frei + A dtp x T &g ot t g atp
5, 1.dQp ., OEg 1 dQp) 4
=J,  + = + + -
Tre ¥ A Tar Sx TEoTar TR0l T A Tar )
-3 . aEQ Es kompensieren sich also in den Molekilen des Dielektrikums die Beitrage
frei T €0 ot =
Ep

- der durch Ladungstrennung erzeugten Polarisationsfelder pr

- 267
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- OE o
rot H=Jq. *+ € ot

_. Def _
Mit der Definition D = g,E, erhalten wir

rotH=J. + %—? und =, p, H

(oo

Hierbei verbergen sich in

B: das effektive Gesamtmagnetfeld, welches mittels p, zusatzlich zu B ¢

die atomaren Ringstrome J beinhaltet

atom

H: die Magnetfeldanteile B ., die durch J; , J, und 8E/ét erzeugt werden

jfrei : die Strome von ungebundenen Elektronen und lonen, z.B. die Elektronen in Leitern

— —

D: die das Magnetfeld erzeugende Wirkung von E o; die Wirkungen von E, sowie J, der
Ladungsverschiebungen in dielektrischen Molekllen kompensieren sich gegenseitig
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Wellenvorganq bei schnell veranderlichen Feldern

Wellenausbreitung im leeren Raum - keine Ladungen,

keine Stromdichte notig
A io(t)

/7 \
\
. W W
I}
7
Vs S ’

B,(r,1) / B, (r,t) \

E,(r,0) E,(rY)

B,(r,1)

rotB=p,J +e,u,0E/6t  rot E = - 6B/ét

Wellenausbreitung durch Kopplung 0E/&t = B oBlgt = E
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9.2 Wellengleichung flr Nichtleiter

p=0 J=0

= divE=0
— divH=0

=
<
O
I
o
wf
Il
m
uf

} fir gu = const.

==
<
o
I
o
ooff
I
=
T

rotE=-p-— H ,Maxwell rot H = s-% E

rot (rot E) = - p-rot QH Ziel: Entkoppeln der PDGIn fur E und H;
ot > H eliminieren

grad div E - AE = - u-ﬁ rot H
= ot

— aZE Def.
AE_M.SO@? =0 Abktrzung nLeE = %2
- 1 8E _ . . .
AE-—.— =0 Wellengleichung fur das elektrische Feld
c” ot
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und

rot (rot I:I) = e.rot ZE

grad divH -AH =¢-
0

Maxwell“  |rot E = e H

Ziel: E eliminieren

~ rotE
ot

Def.

Abklrzung pe =

Vo

- o°H
AH-¢
H ot?
.1 9%H
AH-—.
c? ot?
. 1 0%E
AE — —.
c® ot?

Wellengleichung

fir magnetisches Feld

Wellengleichung

fur elektrisches Feld

/

Aber:

—

E

und

—

H

sind mit einander verkoppelt

271



Freie Ausbreitung im leeren Raum, kartesische Koordinaten

0°E 0°E  O°E 1

OE _

+—+
ox* oy* o0z ¢’

ot?

0

Ebene Wellen:

W ellenausbreitung in x-Richtung

°E, 1 9°E
ox2 2 ot
0°E, 1 .aZEy 0
_' ox> ¢c* ot
., |9E._1 &%, - 0
ox2 ¢ ot

_)

=~ =0 <« Longitudinale Wellen: gibt es die im freien Raum? NEIN!

<« Transversale Wellen: gibt es die im freien Raum? JA!

Die transversalen E, und E, — Komponenten sind entkoppel;
es sind 2 unabhangige Wellengleichungen
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9.2.1 Ldosungen fur ebene Wellen

Ausbreitung in x-Richtung:

y-Richtung von E
E.=E, =0

LOsung: —»

Dieser Ansatz |6st die Wellengleichungen mit beliebigen Funktionen f und g.

azEy(x,t)_ 1 .azEy(x,t) 0
OX? c? ot*

Eyzf(t-%) + g(t+ %)

ZB. f(t . %):Ef sin(wf '(t - %))

Wellenmuster f

l|auft in +x-Richtung

z.B. g(t + %)z Egsin(mg -(t + %)) + =1« t=0

Wellenmuster g

lauft in -x-Richtung O L
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E,(xt) = f(t 1%) = Eo cos(w-(t T %))

ag—xy = + %Eyo Sin(co-(t F %))

aZEy (02 e ( (t y)) ® E
=- COoS|®- + =T
Ox 2 c2 Yo T /c c? Y

OE .

a—ty = -0 E sm(oa-(t F %))

0°E

=0’ Ey Cos(co-(t 7 %)) =-0’E,

aZE 1 aZE (,32 1
- —[-— Ey -—(-oa Ey)—O

ox?> ¢c? ot?
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Wie schnell und in welche Richtung wandert die Welle?

F(x, t=t o)
t fo =1(Xo, to) y
E,(x1) =f(t ¥ E) = (&) f(&) beschreibt die Form

des Wellenpulses

= C
X

mit Abkiirzung §(x, t) =t ¥ -

v
X

Xo

Wellengeschwindigkeit = Anderung der Orte konstanter Amplitude f, = f(xo, ) =f(§,) pro Zeit

(x t) =t T g — = const. gesucht (x, t) - Paare flr &, = const
—d&(X, t) =1 F — d_X ': dé_o =0
dt c dt dt
dx +1 e " . .
- |[— = xc= Wellengeschwindigkeit in (+) positiver bzw. (-) negativer x - Richtung

TR T
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E und H sind verkoppelt durch: |[rotH =¢- ~

Verkopplung von elektrischem u. magnetischem Feld

oE
Ebene Wellenausbreitung entlang der x-Achse mit E = Ey(x,t) éy
oH, | - ok, _
le, =g — e
ox | 7 ot 7

o[ O
— rot H _[/32

_)

Z —

OE,

ot

E,(xt) =Eg f(t $%)
H,(x,z) = H, f(t :L%)

I

+

Einsetzen der allgemeinen Losungen der Wellengleichungen liefert:

z.B. \
= Ey cos(m-(t F %)}
z.B. \
At = X
R0 COS((D (t + A); Analog gilt fur die
Richtung des elektrischen
e(-0)E, Feldes in z-Richtung mit E,
1 € H=x |EE
ecE, und c=— —>|H, =+ |[—E y = T z
y /_su 7 T n
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Wellenwiderstand

=1 = [Bto _ Definition: Wellenwiderstand* Achtung !!
H, \ezg, " hat nichts
L B B mit einem
Verhaltnis zwischen E und H Ohmschen Widerstand
Zu tun.
-7 2
r - ﬁ:\/ 4n.1o_12 a7 v_2
€, 8.85-10 A

r, =377 V| wellenwiderstand des Vakuums:
A| Naturkonstante des Vakuums (ahnlich c,)

Der Wellenwiderstand (Dimension Ohm) ist die
feste Proportionalitatskonstante zwischen elektrischen
und magnetischen Feldvektoren ebener Wellen im Vakuum
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Transversalwellen

f(t—x/c) c
Welle in H, =+ \/g E,

+x-Richtung

E, und H, in Phase —T

Poyntingvektor

Rucklaufende Welle:

g(t+x/c)

Welle in 1l y
-X-Richtung { S

a
v

X

H, | hier Poyntingvektor
¥ in negativer x- Richtung

éZExI:I:\/EEi (-&)
Y 278

E, und H, in Phase

mit umgekehrtem Vorzeichen




Gibt es ebene Longitudinalwellen?

Longitudinal: E und H wirden in Ausbreitungsrichtung x weisen

Versuch Ansatz:

E,(x,t) =f,(t—x/c) H, (x,t) =g (t—x/c)
213. ( . X ) Zf'
= By COS\CO (t A) = H, cos(m-(t—%))
_ Maxwell -
div D = 0] + > |divB=0
p=0
oE ® : oH ® :
X = — . X X = - . X
~ € (+C) E.. sm(co (t A))i 0 U r™ n (+c] H., sm(oo (t A))i 0
1 Widerspruch T
— Ansatz falsch! Es gibt keine ebenen Longitudinalwellen
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4

9.2.2.2 Reflexionen

Es entstehen Reflexionen an Stellen, an denen ¢, sich andert.

—

E
¢ ' Die bisherige Wellengleichung liefert keine Erklarung fiir Reflexionen.

»

»

X Ursache ist die Vernachlassigung des Terms div E in der Herleitung
der Wellengleichung. Bei raumlich variablem g, gilt statt dessen:

—

- _ E
rotE:-ua—H rotsta—
ot ot
_ 0 . 0°E . o°E
rotrot E=-uy —rot H=-u ¢ — qgraddiv E-AE=-u ¢
" AP J AP

dvD=0 fur p=0

—

div (SE)=sdiv|§+gradg.E:o 5 divE =- grade -

- E

€
Null flr € = const.

—
—> |AE - pe a_|25 = -grad(grad °. E]
ot € x

Storterm; erzeugt Reflexionen 280



Fur den Fall, dass die Anregung der Welle durch eine links plazierte Antenne bewirkt
wurde, gilt:

my

Fall e =const — ~ E, f(t - %) keine Reflexion

Fall € =¢ (X) - E -~ E, ft(X)f(t - %) + fr(x)f(t * %)

transmittierte reflektierte
Welle Welle
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Einfacher Fall: & stlickweise konstant (Beispiel Glas/Luft bei Lichtwellen)
= . X =S X =S . X

E. f(t %1) E f(t+ %1) E f(t 42)
einfallende reflektierte transmittierte  Wellen

Stetigkeit der Tangentialkomponenten an Grenzschicht Glas/Luft:

E,——| ¢, —>|E,, +E, =E, (1)

t H_ +H,_ =H, mit H, = + /i E,
1)
81 82
€ o4 o4
X - ‘/Il Eye_JIl Eyr= /TZ Eyt (2)

\/a E,. + \/a E, = \/a E, (1) erweitert mit \/;1

J& E,. - & E, = s, E, (2) Je =1

_ N W
> > 2e Eo= (o +\e)E, > |E,= JgEve > E, =080 E,

g +




9.2.3 Harmonische Wellen

9.2.3.1 Sinusformige elektrische und magnetische Felder

Einflhrung komplexer Grél3en wie in der Wechselstromlehre:

H(T.t) =H(F)-e* > Re[H(7.1)]
E(T.t) =E(F)-e - RelE(T.1)]
i(Ft) =3(F)-e »  Re[3(7.b)]
p(r.t) =p(r)-e -  Re[p(t)]

—

Hierbei sind die GroRen E(T), H(T), J(), p(F) usw. komplexe GréRen
welche die jeweilige Amplitude sowie Phasenlage bestimmen.

—

Komplexer Poynting-Vektor: S = ExH* = §R+j§|

Zeitlicher Mittelwert: <Sp > = 1 Re [Exl:l*] <S> = Lim [Exl:l*]
2 2
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LOsung der harmonischen Wellengleichung

aZEy (x,t) aZEy (x.t)
=g
ox SPE

Ansatz folgt

- NICHT aus Mathematik oder Maxwell
Harmonischer Ansatz: E, (x,t) = E,-e!®.f(x) -sondern aus technisch vorgegebener

Anregung der Welle durch Antenne

, mit fester Frequenz
ot 0 F(X) -
alotY T\ a2 _alot
> Eg-e =5 e u(-0°) Eq-e-f(x)
0 f(x) i2x +i0x

+epw’f(x)=0 — Lésung e ¢, e ¢
%r_/

Ox?

jot o~ jgx j(o[t ) Z:()
— E,(xt) =E,-e* e ¢ —|E,(xt) =E,-e

Welle in pos. x - Richtung

e jof t + =
- E,(xt) =E,-e"e CIN E,(xt) =E,-e ( Cj Welle in neg. x - Richtung
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Definition der Wellenlange und Frequenz

C

Re[E, (x.1)] = Re Eo.ej“’(t'cxzj = E, cos(m (t- ED
Re[Ey(x,o)]

A

rauml. Abhangigkeit beit = 0:

Re[Ey(x,O)] = E, cos(- %X) \ / . X
NI

| »

27mC

Par=2n 5=

A
v

C ® Def
A = Wellenlange
C Abstand zwischen zwei Maxima der Welle,
®=2nf —> |A= T1- Frequenz auch Periodenlange genannt

- Re[Ey(x,t)] =E, COS(ZTc(f-'[—X/?\.)) Frequenz-Wellenlangen-Darstellung

- |E,(x1) = Eq gler(t ) Komplexe Darstellung
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Darstellungen der harmonischen Welle durch Wellenzahl k

Wir hatten
oft-3) X
Re|E,(x,t)| = Re|E,-e 1 =E,cos|lo |t- —
£, (x9)] = RelE. o oo [t %)
o _ 27 D:ef " Definition der Wellenzahl k

L, Wellenzahl k
> Wellenlange A

- Re[Ey(x,t)] = E, cos(ot - kx)| Kreisfrequenz-Wellenzahl-Darstellung

- |E,(X1) = Ey gll@H Komplexe Darstellung

e

In Wellenzahl k ist nun die Wellengeschwindigkeit ¢ enthalten: [c = —
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Kreisfrequenz-
Wellenzahl-
Darstellung

Reelle
Darstellung:

9.2.3.2 Linear polarisierte Wellen

Lineare Polarisation in y-Richtung: E = E, e,

— |(ot—k-
E,=Ey-e/@H e
H,=H, - el b

Poynting Vektor: S=(E x H') = \/E ES e,
m

E,(xt) =E, cos(wt-kx) und H,(xt) = \/%-EO cos(ot - kx)

Realteil B
y S

A _—>

E und H in Phase

<« »

Wellenlange A
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Kreisfrequenz-

E,(xt) =E, cos(ot+kx) und H,(xt) =- \/%-EO cos(ot + kx)

Lineare Polarisation in y-Richtung: E=E, &

y 7y

Ricklaufende Welle

|

E=E.. ej((Dt+k-X) c
HZ: HO . ej((Dt+k-X) 1}

Poynting Vektor;: S=(E x H') = - \/E EZ &,

Wellenzahl-
Darstellung
Reelle
Darstellung:
Realteill
y A

n

E und H in Gegen-Phase (neg. Vorzeichen)

LR ]

% A %f

X
E
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9.2.3.3 Zirkular polarisierte Wellen

E, und E, sind unabhangig g - Eo,ej(wt—k-x)
z

voneinander: [ | Phasenunterschied
jede beliebige Uberlagerung E =g .elotkx) - g J['zj i(ot=k-x) 900
ist erlaubt, z.B. 90° Phase y = J"Fo-€ o €0 7€ )

Zirkulare Polarisation:

E.| = |E,| = Eq Re{E, (x1)} = E, cos(ot - kx)

Phasenunterschied ’/ Re{Ey(x,t)} = E, cos(-n/2-wt + kx) = E, sin(ot - kx)
2

DAK
A@? ;

—

E, = E, sin(ot-kx) €,

»
»
»

E, = E, cos(ot-kx) €,
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9.3 Allgemeine Wellengleichung fir leitfahige Medien

Annahmen fur Leiter:

D=¢fE; B=pH; |[J=kE |
So Ho = Raumladungsfrei p=0
— — k istkonstantund ¢, = p, =1
dvE=0 divH=0
~-Maxwell“: ~ oB -~ 3D - - _
rotE=-> rotH=J+ == J durch Wellenfeld E angetrieben;
keine externen eingepragten
N rot(rot I:|) =rotJ+ 2 rot D (Antennen-) Strome
ot
- VH =xrotE- 2 [¢B
AH+graddivH =«x rotE P (s atj
v oH 8°H
“AH =k po Zr - €0 Ho rd

— —

- _ . o 0%
AH=% no Zr * &0 o ot2 | »Telegraphen-Gleichung
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rot(rot E) = rot[-uo %—TJ

—AE +grad div E = 'Moémt H raumladungsfrei P
=0 fiir p=0 ot
- - 0° - -~ oD
AE=-pn.—J—u.—D rot H=J+ und
Pogt™  Foae ot
- OE O°E _
AE =xp, . +80Moa? ,Telegraphen-Gleichung*

0

J

K

E
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9.3.1 Harmonische ebene Wellen im verlustfreien Fall

ebene Wellen in +x - Richtung laufend

Verlustfreier Fall, keine Leitfahigkeit « =0

0’E,  O°E, | w O, ,
o = gy, e mit Ansatz: E, ~ e — 2 = —0°golg Ey
2 . . E — E j((Ot-kX)

O°E, , Losung: E, =k, €
PVE + g, E,=0

—
k2
Wellenzahl
1 .
C= %= =C, Wellengeschwindigkeit ¢ =c,,
V &olo unabhéngig von Frequenz
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9.3.2 Harmonische ebene Wellen im verlustbehafteten Fall

Verlustbehafteter Fall k. # O

0°E, OE, 0°E, Aty E o OE,
= KU, ——+ U,€ nsatz. ~ e -
R y ox2
aZEy + (1)28 u [1'JL]E — O LOSUI’]Q E — E ej((Dt-kX)
oMo . — L0
OX? g, ) 7 y
A\ I(fz J

Wellenzahl k komplex

k= \/wzsouo (l—ji} —  k=k, -k - Kq i Kg(m,x) >0
° - k| _k| (0,x)>0

exponentiell abklingende

> |E, = E, -el®kX) g7k . .
0 Welle in x - Richtung

y

Sle=2 =¢ (o, ) Wellengeschwindigkeit ist abhangig von
K der Frequenz und von der Leitfahigkeit

= Jokpg Ey — ®°gghg E,
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. K
Wir hatten ¢ = 60280110 (l_ ]—]

Komplexe Wellenzahl k

€M

Aufspaltung in Real- und Imaginarteil:
k = kR - jkl
— k% =k& -k’ —2jk.k,

Koeffizientenvergleich:

Realtell
Imaginarteil

Auflosung liefert

2k K, = +oxy,

ke —ki = @&l 2 Gleichungen
2 Unbekannte

Realtell

Def:
Eindringtiefe X, £ 1/e Abfall

2
N T Jl[j
2 0E,

= oo,/so% -1+ \/1+[

K

o€,

;

2\ = Zy Wellenlange
kR

E

— EO . ej(o)t—ka) . e—k,x

y
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Grenzfalle

a) sehr geringe Leitfahigkeit | «
—<1
g,
2
Sk =0 ko 1, haf 2] o o [Eoo 3
2 g, 2
_ .. . ] — 2 "
- ks = @ g1, wie im verlustfreien Fall: %RWellenlange

2 2 2 2
- k=0 ,fsouo 1+ 1+ | & @ |2t 1f x mit |1+ —— z1+1 L
2 0E, 2 \2{ wg, 0E, 2\ g,

K /ﬁ exponentieller Abfall der Welle in Ausbreitungs-
8O

richtung mit Eindringtiefe x_ = %
|
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b) sehr gute Leitfahigkeit (z.B. metallischer Spiegel)

o€,

>1

2
> kg = o Soblo | 114 1+(£) zco\/souo =
2 ®Eo 2 g,

— |k

_ /wuoK
R 2

- k=0

€oHg

— | Wellenlange: A = 2
kR

2
1
-\/—1+\/1+( ® ] 0 \/80”0 \/ = — | Eindringtiefe: Xe =
0E, 2 0E, K,

Eindringtiefe ( 1/e - Abfall) und Wellenlange haben gleiche Grol3e

Eindringtiefe sinkt mit wachsender Frequenz und Leitfahigkeit
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ée A / E(x,t) J=«x E
:> Su Ohmsche Verluste:
— ;X — - -
2 :’> S, } & E_- J -|nn-erhalb
] f df +— X, Eindringtiefe X,
Flache A Volumen V
- = _ S .df =-[E.Jdy Bilanz-Gl.
Se| =[S * S ‘[%fo_/ i Poynting Vektor fiir Volumen V
Energie - Erhaltung
> |S| +A= S A-|S}A =S| A-[E-Tav
V

Grenzfall idealer Spiegel: k¥ —» o©

S| = ‘ée‘ alle Strahlung wird reflektiert

r

= X, > O:>_[I§-jdv -0 -
Vol
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Reflexionen an der Oberflache guter Leiter

—

E.=E =0 — das Feld vor dem Reflektor E, muR also Null sein

Das Feld vor dem Reflektor setzt sich aus dem Feld E_ der einfallenden Welle

und dem Feld E, der reflektierten Welle zusammen

E.=E.+E, =0 — E

=- E

r e

E, = E, cos(at - kx) &,

—

E, = -E, cos(wt + kx) €,

Die reflektierte Welle ist gleich stark wie die einfallende,
deren Feld hat umgekehrtes Vorzeichen wie die einfallende.
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Physikalische Ursache der Reflexion

K —> o
! E =0 . E, erzeugt Ladungstrennung p
B} y o |
E, - E =E, +E,=0 . p erzeugt entgegengerichtetes
v - E,=-E, Quellenfeld E,

Gesamtfeld daher in Leiter Null
0 X bewegte p wirken wie Antenne, die
nach links und rechts strahlt

<
—>
[ ]

Eingestrahlte Welle:
E. (x,t)= E, cos(at - kx) &,

Durch Antenne der bewegten Elektronen im Leiter erzeugte Wellen:
E,(x.t)= E, cos(ot - kx) &,
E, (x,t)= E, cos(ot + kx) &,

Resultierende Wellen mit E,, = - E,:
E, ges (X 1) = (Ee + EQ) cos(wt - kx) € =0 Keine Transmission durch destruktive Interferenz

Erges (X,t): E, cos(at + kx) €, = - E, cos(mt + kx) €, Vollstdndige Ruckstrahlung durch

bewegte Ladungen
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Metall (Spiegel):

K=0 -

Gigahertzwellen:

f=1GHz N

10°

K
0E

A

Eindringtiefe

Sichtbares Licht:

f=6-10" Hz

_)

— — . -9
X.= Y =27-10"m

vm Kupfer

=10°>1 Sk, =kg= ‘DP;oK
k=§—::1.3-10'5m c=2 =13 kr%
7”:;3—::1-7°10’8m c =2 =10000 km/
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Salzwasser: =5 -2 Meereswasser

Vm
Langwellen:
f=100kHz —> —£-=900000>1 —k, =k,= |©OH oK
0E, 2

_ _ - 2n _ -0 _ km
xe_%l—O]m L= =asm o= 2 =450 A

Gigahertzwellen:

f=1GHz —» —=-=90»1 —k, =kg.= adalil
0E , 2
xe_%l 0.01m| b= % =004m) |c= 2 =45000 JA
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Salzwasser: =5 % Meereswasser

Sichtbares Licht:

- — - K
f=6-10" Hz - m§0=1.5-104<<1 — kg =0 Je,u, und k|—§ 8—2
= = = 21 _ = 0 _ km
xe_%l_o.omm L= 2 =500nm| e = 72 =300 000 JA

Hier versagt die Rechnung:

» Wellenlange und Wellengeschwindigkeit sind in Wahrheit geringer als berechnet
» Ursache:
* In den Gleichungen wurde nur die Leitfahigkeit der Salz-lonen betrachtet
 Die Dielektrizitatskonstante des Wassers selbst wurde nicht berucksichtigt
 Eindringtiefe von sichtbarem Licht ist in Wahrheit viel tiefer als 9.1 mm
» Ursache:
* In den Gleichungen wurde nur mit der Leitfahigkeit gerechnet
» Es wurde nicht die Massentragheit der lonen betrachtet, welche bei hohen
Frequenzen wie denen des Lichts einen wesentlichen Beitrag liefert
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9.4 Wellengleichung mit komplexer Dielektrizitatskonstanten

Ergebnis der Telegraphengleichung:

- leitfahige Medien dampfen Welle
- Dampfung nimmt mit wachsender Frequenz zu

Beobachtung der lonosphéare (diinnes Plasma)

- lonosphare ist leitfahig

- keine Dampfung mit hohen Frequenzen
- keine Durchlassigkeit bei niedrigen Frequenzen

Woher kommt der Widerspruch?

- bei Telegraphengleichung wurde der direkte Zusammenhang

—

zwischen Stromdichte und el. Feld J = x E angenommen

- dieser Zusammenhang ist nicht allgemeingultig; er gilt nur
flr dichte Medien mit vielen St6l3en mit kleiner Stol3zeit

- es muss die exakte Bewegung der Ladungstrager bertcksichtigt
werden
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Sowohl flr Metalle, dielektrische Materialien als auch die lonosphare gilt fur die
durch externe elektrische Felder hervorgerufene Ladungsverschiebungen s(t):

tp, d§d(t)
_pp —_ —_ — _ t
by
— Stromdichte J= p V() = %%

Die exakte Berechnung der Wellenausbreitung erfordert die Berechnung
der Stromdichte durch Bericksichtigung der tatsachlichen Geschwindigkeit
der Ladungstrager.

304



9.4.1 Berucksichtiqung der Stromdichte schwingender Ladungen

Vorgehensweise

1. Bestimmung der Bewegung s(t) der Ladungstrager p ,
5(t) = f(E()
2. Bestimmung der Stromdichte

30 = py 00 = p, 2

3. Einsetzen von J in Maxwellgleichung

s OE

rot B = HoPp 5 TUo8o ot

4. Berechnung der Wellengleichung mittels Ergebnis von 3.
AE + ®°€ Ho@ E=0
k2 komplex
mit @ als komplexer Dielektrizitdtskonstante in Abhangigkeit

von den Bewegungen der Ladungstrager 305



Bestimmung der Bewequngsqgleichung der Ladunqgstraqger

Beschreibung der zeitlichen Abhangigkeit der Stromdichte mittels des klassischen Modells
gedampfter harmonischer Schwingungen der Ladungstrager

Oszillator mit Ladung g unter Einfluss des elektrischen Feldes EO el einer Welle:

22 a .
md—f + bﬁ + rs = q-EO-e“”t
/ dt / dt b |V ’
Masse der  Reibungs- Ruckstell- Auslenkungskraft
Ladung Term Konstante  auf q durch E

Bewegungs - Gleichung fur einen Ladungstrager im Feld

—

E eltk) E
0 Auslenkung der Ladung g
Welle I S } aus Ruhelage s =0
»X
|
x=0
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Gedampfte Differentialgleichung fur Auslenkung s(t)

Mit Lésungsansatz fiir erzwungene Schwingungen e!®* durch Wellenfeld Eoej‘”t

5(t) = §, el

«— Sy Amplitude der Auslenkung (noch unbekannt)

folgt nach Einsetzen in DGI

m(—coz) S, €' +b (jw) S, e +r 3, e =qE, e/

Aufgelost nach s,

) E
S

%

-Mmo” + job+r

s(t) =

q E,

-Mmo” + job+r

. ejoat
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Bestimmung der Wellengleichung im Fall schwingender Ladungen:

Maxwell: rot E = B

rot rotE:-AE+gLad/dTv/E:-% (roté)

—

J#xkE  aber J=p,V
— rotB = V+u,- € oE
Ho Pp Ho- €9 ot
_ oV 0°E
— |AE= Z 4 ‘=
Ho Pp ot Ho-€p ot2
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E(t) =E,-e Elektrisches Feld der Welle

= g - jot = .
s(t) = E, el :
( ) Mo+ job + 1 0 durch E(t) angeregte Ladungstragerbewegung

0% E(t) _ ~
—> a—tz(—'(Dz E(t)

— V()= aasgt) = (j o) s(t) (hier bedeutet das j die imaginare mathematische Grof3e)

ov(t) _ 8°s() __ - 5(t)

ot 0 t?

_)
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oV 0°E

AE = p,-p, ot T Ho € ot2

82 E®M) _ = ov(t) L, .

?— Q) E(t) Und 6t () S(t)

” AE:-mzuopp[-mco2+qjoob+rJE-COZSOMOE

mit p = N-q wobei N die Anzahl der Ladungstrager pro Volumen ist

2 —_
> |[AE+0%e, p, |1+ N g E=0
80(-moo +joab+r)

€, komplexe Dielektriziatskonstante

beinhaltet die Bewegungen aller Ladungen 310



Zusammenfassung

Bestimmung der Bewegung s(t) der Ladungstrager p

5(t) = E, el
( ) -ma*+ jcob +r 0
os(t)

und deren Stromdichte  J(t) = p, V(t) = p, —— p

Maxwell : rot B = uoppV(t)quoSan

S

Wellengl. - AE + o’ p, &, E=0 Welle — E(x,t)= E,-el®)

K2

~ komplex

N g2

= g, (m, b, r,® N
80(-mm2+jmb+r) r )

komplexe Dielektrizitdtskonstante
— _/
' I

€
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9.4.2 Eigenschaften der komplexen Dielektrizitatskonstanten

Allgemeine Losung war

N g’

g =1+

g,(—Mo” + job +T)

Dielektrische Medien z.B. Glas:

L»r;to

Leiter z.B. Kupfer:
L> r=20

m.o” << @b

Plasma z.B. lonosphére:

L» r=0 und b=0

Elektronen fest im Kristallgitter gebunden,;
Ruckstellkraft vorhanden;
geringe Reibungsverluste

Elektronen im festen lonengitter frei beweglich
keine Ruckstellkraft;
Massentragkeit der Elektronen vernachlassigbar

Elektronen im quasineutralen Plasma frei
beweglich; schwere lonen vergleichsweise
ortsfest; 104 - 10° schwerer als Elektronen,;
keine Ruckstellkraft, keine Reibung
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9.4.2.1 Dielektrische Medien

In dielektrischen Medien wie Glas (Glasfaser - Lichtleiter) ist bei Frequenzen
jenseits der Absorptionsresonanzen die Reibung b vernachlassigbar gering.

N o’ wb < r —mo? N o2
g =1+ 2q : ‘ ‘ »le, =1+ q2 reell
g,(—Mo” + job +r) g,(—Mo” +7)
Aus der Wellengleichung folgte die Beziehung zur Wellenzahl k
k? = 0°g €,
N g N g
k? = 0° g, po| 1+ d - Slk== |1+ d : reell
g,(r—me?) C, g,(r—mo°)
Dies entspricht einer ungedampften Welle E (x, t) = E, - e (@<
mit einer Wellengeschwindigkeitc —|c = @ Co =C(w, N,m,r)
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9.4.2.2 Leiter mit hoher Leitfahigkeit

Massentragheit der Elektronen vernachlassigbar, keine Rickstellkrafte,
Reibung durch Sto3e dominiert

2 m_o° << ®b 2
g =1+ qu_ - > 8:1-qu
g,(—Mo” + job +r) r=0 g,mb| komplex

Aus der Wellengleichung folgte die Beziehung zur Wellenzahl k

2 2
k* = 0°gee,

2
k? = o’ u, (1—j NG j

g,0D

Aus Telegraphengleichung hatten wir: k* = cozsouo [1— ji}
0

Zusammenhang mit Leitfahigkeit «

Koeffizientenvergleich des Imaginarteiles —» [k =
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Zusammenhang zwischen Reibungsterm b und Ohmschem Gesetz

Reibungsterm k=

Ng?
b

Ohmsche Stol3gesetze

_ 1Ng® <s>
2m, <v,>

K

Reibungsterm b wachst mit steigender
thermischer Geschwindigkeit der Elektronen,
d.h. mit wachsender Temperatur

2 2
N Ng~ _ 1NQ” <s>
b 2m, <V, >
N b:2me<vth>
<s>
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Wir hatten:

2 2
2 = wep, | 1- Y Shk=2 N ik
g,0b g,0b komplex

Dies entspricht einer gedampften Welle E (x,1) = E,-el® ). g7k

o - m@JlJl(

2 2 2
} und K, = m\/z-\/—l+ \/1+( Ng )
b C, V2 g,0D

Ng®
€,0

und einer Wellengeschwindigkeitc —|c= — = =C (o, k)

Kg 1 Ng? )
. Ng* _ \/7 1+ 14| 9
mit p ¥ 2 g,0b
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9.4.2.3 Dinne Plasmen

- kaum St6lRe b - 0, keine Ruckstellkrafte r
- hier Massentragheit der ausgelenkten Elektronen wesentlich
- schwere lonen vergleichsweise ortsfest; 104 - 10° schwerer als Elektronen

N g’ m.®° > ob - N o
g,(—-Mo’ + job +r) _— r £,M_®°

reell

Mit der Definition der Plasma(kreis)frequenz ®, bekommen wir

2 2 @, = o, (N)

=12 m 00 o

& =1-—3 mi o (N) = g,m,| Wachst mit Ladungstrager-
dichte N

e

Damit wird die Wellenzahl k zu

K? = 0’ 18, = EoH, (oo2 ~- o (N)) k ist entweder rein reell oder rein imaginar
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Frequenz der Welle kleiner als Plasmafrequenz: o < o,

k? = @%g 8, g =1-"/, <0 — |k = i\/souo(mz—mz) = +jk

rein imaginar mit k = \/souo(o)z —coz)
keine Welle ‘

— jot -k
E (x, t)= E;- e .e™ <

gedampftes Feld

2 0 ;
_ /so o /so 90° Phasendifferenz
H,(x 1) = \/a M_o E, (X, t)=] E‘l M_o E,(x 1) zwischen E und H

einfallende

Welle 2
S=ExA =-j 2 -1 (%0 g2e2xg,
@ Ho

ref\l/t\elktlllerte Welle wird vollig reflektiert ) L ) iImaginar
clie Plasma undurchl&ssig <8, >==Re[S]=0
— 2
Vakuum | Plasma kein Energiefluss;
Grenzflache einfallende Wellen werden vollstandig reflektiert
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Frequenz der Welle gleich der Plasmafrequenz: o = o,

Wellenzahl
ist Null

k? = @’g €, g =1-7 o2 — |k = +\/ Ouo(co - ® ) =0
|

E,(xt) = E, plot keine Welle hier ist die Auslenkung sEt) So grof3,
dass J = p ds(t) -€ ok
i p 0
H,(x,t) = /g, & E,(t)=0 kein Magnetfeld dt o ot -
0 _ S
—>rotB=py-pp,—— m uo-sogﬂ)

einfallende
Welle
—p

reflektierte

Welle
G——

Vakuum

Welle wird vollig reflektiert
Plasma undurchlassig

Plasma

Grenzflache

5>B=0 —5H=0

S=ExH" =0

A*
<8, >= 2 Re[8] =0

kein Energiefluss; Plasma undurchlassig;

einfallende Wellen werden vollstandig reflektiert
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Frequenz der Welle groRer als Plasmafrequenz: o > o,

2
k* = Cozsouosr g = 1-0)%2 >0 — |k == \/gol'lo((’a2 _(’35)

‘ reell

Welle entlang x-Achse

_ (ot
E,(x, t) = Ey e/

H,(x, t) = e, \/g E,(X 1)
Ho

einfallende durchgelassene S —ExH* = /1_“)3 0 E2 & reell
Welle J >WeIIe ®° Ho v

reflektierte | geringe Reflexion

ungedampft

Welle Plasma transparent ohne Dampfung
Vakuum | Plasma ~ 1 - 1 / o g, _; -
€= 1 g, < 1 <SR > = E ReI:S:I = E 1-F u_o EO e,
Grenzflache

Energiefluss entlang x-Achse
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9.5 Signalausbreitunq

9.5.1 Phasengeschwindigkeit, Gruppengeschwindigkeit

Phasengeschwindigkeit = Wellengeschwindigkeit = ¢

Welle (eben) mit Kreis - Frequenz @ in x - Richtung sich ausbreitend
E a

y l O
E,(xt) =E,- exp[ j(o,t - kox)] c L
(p(x,t)VPhase \/

Phasengeschwindigkeit = Geschwindigkeit konstanter Phase |9(Xt) =@, = const.

— @(x,1) = @,t - k,x = ¢, = const.

— gesucht (x,t) - Paare fur ¢, = const. > @

do(x,t) _ dx _do, '
- — ® - Ko = - :
dt dt dt f(w) Spektralfunktion
Ey
o= B9 W X |
dt Kk, ) e

L

Wellengeschwindigkeit

v
X
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Gruppengeschwindigkeit v, = (Information tragende) Hullkurvengeschwindigkeit

f(w) Spektralfunktion
E, I t=t t=t +At

Wl
e ‘W%W“—'\ X 7@%
Hullkurve M
AX =V « At

@,

v
e

Modulierte Welle mit einhtllender Modulationsfunktion M(x,t) mit Kreisfrequenz ¢
E,(x.t) = M(x,t)-E, exp| j(a,t—K,X)]

L L Grundwelle, schnelle Schwingung
Modulationshullkurve, langsame Funktion in x,t

Frage: mit welcher Geschwindigkeit v, bewegt sich die Information bzw. die Energie
tragende Hullkurve entlang der x - Achse?
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Antwort am Beispiel einer Schwebunqg zweier harmonischer Wellen

E
E.(x,t) = t—k . es
1(Xt) = oS, =k;X) Uberlagerung g My X
E,(x,t) = cos(m,t—k,X) i\l

Hullkurve M

— E, +E, =cos (ot —k,X)+cos (o,t —Kk,X)

= 2¢0S Mt—@x .COS colerzt—lirkzx
2 2 2

2

Def

Eges =2 0s (Amt—Akx)-cos (ot —k,x)| mit  * D:f 0, —A®
— 0, = O,+A® » . >
Hullkurve M(x,t) 2 Modulation 1 0 2

If((D)

Maximum der Hillkurve, wenn Argument in Cosinus Null ist
— Gleichung der Wanderung des Maximums entlang x
Aot—Akx = 0 |9 o
dt | oy = dx _ Aw _ do| fir Einzelpuls anstelle

o~ gt Ak |'" T gk| von Schwebung

—> Aoo-Akd—X=O
dt

J
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Phasen - u. Gruppengeschwindigkeit in dinnen Plasmen

Phasen (Wellen) Geschwindigkeit ¢

2 —_ C0
1 C = >C
c== und k:oo«/so;,to\/g:2 1-| e =—Jo'- o —— o Y °
k —— Co ® Cy l-( Cj
1/c, )
Gruppen- (Energieausbreitungs-) Geschwindigkeit v,
v = do 1 1 3 1 1
Tak K T d(1 5 5) L1
do  dolc, VOO 02/72_ /*
o 2
— c 2 — _
= |v, = ¢ 1(;) <c, i(N)= - me — v, =V, (N)
Die Gruppengeschwindigkeit ist
abhangig von der Elektronendichte N
Zusammenhang zwischen ¢ und v, in der lonosphére

— 2
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9.5.2 Anwendungsbeispiel GPS Pseudorange Messung

Space Segment

System configuration:

27 satellites

6 Orbital Planes

55° Inclination

20 150 km Altitude

11h 58min Orbital Period

User Segment
Control Segment
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Funktionsprinzip des GPS

Satelliten senden ihre Position und Eigenzeit

Receiver berechnet seine Position aus Signallaufzeiten
durch Vergleich der Eigenzeit
mit der empfangenen Satellitenzeit

Signale von 4 Satelliten notwendig
3 fur 3 Positionskoordinaten
1 fir Receiver Uhrenfehler

/(A.Ts = \/(Xs_xu)2+(Ys _YU)2+(ZS_ZU)2 T C5tu

Gemessene Signallaufzeit /

_ _ _ Receiver-Uhrenfehler
Satelliten/Receiver-Koordinaten
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Messqgleichungen

\/(X81_XU)2+(Y81_YU)2+(281_ZU)2 + COt,
= \/(st_xu)2+(Ysz ~Yy )2 +(Zsy —Zy)* + cot
CATg, = (Xg3— Xy )2+ (Vg3 —Yy )2 +(Zg3—Zy)? + c6t
CATg, = (X, =Xy )2+ (Ys, =Yy )2 +(Zs, —Zy)? + cot,

\ Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ durch

lonosphéare vermindert

Al“ll““
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lonosphéare = dunnes, stol3freies Plasma in Hohen zwischen 80 km u. 400 km

Ng.2? Ist Funktion der unbekannten

.m,  Elektronendichte N innerhalb der lonosphare

Plasmafrequenz ~ ®:(N) =

m

Fir N = 10" bis 10* Elektronen/m® in der lonosphare
ergibt sich eine Plasmafrequenz im Bereich von ®_ ~6-10° bis 6-10" 1/s

Gruppengeschwindigkeit v,

_ LN 1 [/
Yo = o \/1( f ] = o \ar N GPS-Satellit

Some

§

Empfanger N

Gemessene Zeitverzégerung p——~
zwischen Satellit und Empfanger: v dr
e P=Abstand zwischen

dr

— Satellit-Empfanger
vy(r)

-
AT:I
0
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Gemessene Zeitverzogerung AT fur den Abstand P bei
unbekannter, raumlich variabler Gruppengeschwindigkeit v, :

_hodr % dr 11 1(f Y
AT =] y fa[“ﬁ(?n‘“

2
=

2
Mit 1(r) = o= [ N
T €
ve hohenabhéangige Elektronendichte N(r)

wird die gemessene Zeitverzogerung

P 2
AT = ij[h( 1 G jiz : N(r)] dr
Co % 8n” gm, ) f

, o TEC: Total Electron Content 1/m?
P+( 1 q, j.i IN(r) dr = Menge an Elektronen/Flache
0 entlang des Weges der Welle

TEC
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Kompensation des lonospharischen Fehlers

gemessen bei Frequenz f: Zeitverzdgerung AT <« Pseudorange

gesucht: Abstand P (Range)

2
> AT(f) - ¢, = P+( L 4 J-l-TEC

8 em, ) f°
N

Gemessener Pseudo-Range

lonospharische Stérung

gesuchter Abstand abhangig von unbekannter
(Range) Elektronendichte (variabel)

LOosung des Problems:

1. Einsetzen eines theoretisch dem Sonnenstand und der Position zugeordneten TEC
2. Einsetzen von gemessenen und per Funk verbreiteten TEC Werten
3. Messung der Pseudoranges bei zwei unterschiedlichen Frequenzen f, und f,
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Ubertraqgung GPS-Daten auf zwei Frequenzen fl und f,

f,:L, Band 1.575 GHz

2
—)CoAT1:P+[1 % ]1

f,: L, Band 1.228 GHz

o -f—z-TEC
e L
0 26 ! TEC (unbekannt) eliminieren
> ¢, AT, =P+ =% |. 2. TEC
8n° g,m, ) f,

!

gemessene Zeitverzégerungen

1 q.° 1 1
> ¢ (AT, - AT,) = (87:2 gqfn j-TEC(f—Z—f—Z] >
0" e 2

TEC = C,(AT, — AT)) . f2 . f?
1 1 qe2 f12 - f22
8n° g,m,
8n” g,m AT, —AT)) f2 . f?
= P =C,AT, - “f‘zo e .Co(l 2=~ 1).‘}2_:5
1 d. 1 "
[87c2 some)

.I:2
P = C,AT, - ﬁCO(AT2 —AT)

1 2
|

— reine Messgleichung, einfache Ingenieur - L6sung!

unabhangig von TEC, N(r)
und auch der Plasmafrequenz
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Jetzt:

Abhangigkeit
von E auch in
X, y-Ebene
durch begrenzte
Rander

9.6 Wellenleiter

9.6.1 Wellengleichung fur gefuhrte Wellen

E(x, Y, Z, t) = E(x, y).ej(wt—kz-Z) )

Leitfahige Rohre
/

Uniformer, verlustloser Wellenleiter
Harmonische Wellen

0°E

AE -pe=— =0

ot?

2 2
AE=aE af-kgE
OX oy
2 2
T )
8°H . o°H 2 N o
6x2+6y2+(m us—kZ)H—O

innen x =0

im Gegensatz zu ebenen
Wellen im Raum gibt es im
Hohlleiter auch longitudinale
Komponenten E, # 0

K (noch) unbekannte

Wellenzahl in
Ausbreitungsrichtung z
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9.6.2 Transversal- und Longitudinal - Komponenten

Berechnung der transversalen Komponenten aus z — Komponenten:

aus |[rot E = — jouH
oE

2 ik E. = — jopH
dy JKE, JopH,
. ok .
ik E. - %2 = _jouH
JZX aX J(Duy
oE

e o
ox oy

folgt: U aus |rot H = josE| folgt:
E = E(x,y) e/®*) aa';z + jk,H, = joeE,
H = H(x,y) e
—jk_H, — N, _ joeE
J Z X aX J y
oH
v R, jogE,
oX oy
1 (. 6E, = &H,)
E, = -— >| K, —%+ jop—2
® HS—kZ \ OX 6y )
1 (., 8E, . &H,)
5, =  o’ue -k sza—_“”” 8XZ
He—Rz\ y / zur Bestimmung aller Feld-
H o= 1 ('k oH, . &E,) Komponenten geniigt die
SR kJ 2 oy 10 dy | Kenntnis der Longitudinal-
(z-) Komponenten!
1 (. éH, . 8E,)
Hy = —— >| 1K, + joe
ope—k; " "~ oy OX ) 333



1 (. 8, . &H,)

E, = —— >| K, =+ jop—=
o pe—k, |~ Ox oy )
( A

E, = 1 : ijaEZ—jcouaHZ
o pe—k,\ " ° oy OX )
( )

H = -—— 1 5 jkza—l_lz—joosaEZ
o pe—k, |~ OX oy )
( )

H = -— 1 5 jkzal_lz+jcosaEZ
o pe—k, |~ ° oy OX )

Genauere Analyse zeigt, dass es 2 unabhangige, entkoppelte Losungen fur
das Wellenfeld gibt. Diese setzen sich aus folgenden Komponenten zusammen:

A
{Hx’ H,, E,, E,, EZ}:TM-WeIIen Transversal-magnetischer Wellentyp

A
{Ex’ E,. H. H,, Hz} =TE-Wellen | Transversal-elektrischer Wellentyp
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9.6.3 TM-Wellen

E, = z_jkz ; oE, TM-Wellen= rein transversal magnetische Wellen
® u%':k_ k- aaé( keine longitudinale Komponente: H =0:
== COZH::_ZKZ ayz 2 2
o ) oOE,  OFE, (2 2\ _
Lo ee  E, > = oy +(o’ne-Kk2)E, =0
* o’pe-k:Z oy
—joe  OE, Wellengleichung fir E|

H =

y

o pe—k> ox

Das Wellenfeld setzt sich zusammen aus:

{Hx’ Hy’ EX, Ey, EZ}QTM-WeIIen

Es genugt, E, zu berechnen; daraus
folgen dann alle anderen Komponenten

335



9.6.3.1 Separation der Variablen

0°E,

_|_

Ox?

oy’

OE, (mus kZ)E =0

Ansatz: E, (x, Y, Z, t) = U(X)V(y)W (Z, t) mit W (Z, t) _ pllotk2)

v(y)-W(zt)- 29 L u(x) wiz ). 2
ox* oy?
. U, 1 2V(y)
U(x) fx V(y) (’Ty2
—k2=const —k?=const
’ :(X) +k2U(x)= 0| —
X
V) ey =0 —
oy’

Wellenansatz

l

+(c02us—k§) =0

const — |0’e p=k2 +K2 +K

U(x) ~ sin(k, x), cos(k, x)

V(y) ~ sin(k,y), cos(k,y)

) +(0’pe—k2)-U(x)-V(y)-W(zt)=0 /2 U-V-W
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9.6.3.2 Randbedingungen fur Rechteck - Hohlleiter

beliebig gute Leitfahigkeit
in metallischer Berandung

E,(x,y,z,t) = E,(x)y) e"** | TM- Mode

Randbedinqungen:

keine tangentialen
0 Feldkomponenten
0 }

E,(0,y) =0 und E,(a,y)
E,(x,0) =0 und E,(x,b)

an den gut
leitenden Randern
des Wellenleiters
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Aus Randbedingungen  E,(0,y) =0 und E,(x, 0)

fallen Losungen mit cos(k,x) und cos(k,y) weg

- |E,(xy) =E, sin(kx) sin(k,y)

Aus Randbedingungen  E,(a,y) =0 und E,(x,b)
| |

ergibt sich wegen sin(k,a) =0 und sin(k ,b) =0

K =T Kk =T m,n sind ganze Zahlen,

= — und = — «—>>

* a b durch Wellengleichung nicht festgelegt

Aus der Separation der Variablen und der Berucksichtigung der Randbedingungen
folgt schlieldlich

Ez (X, Y, Z, t) = EO Sin(mx) Sin(%yj ej(oat-kzz)

a

2 2
k, = \/g n o - (m) _ (”_“] wegen |epo’ =k; +k; +k: -




9.6.3.3 Feldverteilung der TM - Wellen

E, (x,y,zt)= mz;ik_z %
E, (xy,z,t)= mz;ik_z %
H, (x,y,z,t)= m2i§i %
H, (X,y,z,t) = mz;f;of %

mr

E,— cos

a

Eon—n sin
b

Eon—n sin
b

mr

\

\

E,— cos

a

(m X] sin (n_TC yj ej(@t -k,z)
a b

(mmr

—X [ COS
a

(mmr

—X [ COS
a

[m X) sin (n_’[[ yj ej(mt -k,z)
a b

—-—Y
\ b ")
—Y
\ b ")

ot -k,z)

ell

(ot -k,2)

e

E,(xy,z,t) = E, sin(mx

a

nm -
sin| — vy |ell®t %2
Jsnl )

2
Mt N
k: 2 N - _
ZJ‘”” (a] (b

j

Definition:

TM,, bedeutet

m=2, n=3
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Feldlinien der TM;- Wellen im Rechteck - Hohlleiter

y/b, +yl b
{ AISSLILLS LSS IS SY4 '; 1,0 f//I//I/o/'/o//.,//f//lllfl//////////////////
”
% %
e z
; 4
f z
7 %
2 Z
4 %
AR P I TS TITE TG I TSI TS IIISS

elektrisches Feld
________ magnetisches Feld

() . ()
E, ~ jcos(Ex) sin| —y |e @t -k2) —>Re{EX}~cos(nxj sin| —y | sin(ot-k,2)
a \b") a \b")
() () . ()
E, ~ jsin x| cos| Ly |elet-k2) —>Re{Ey}~sin(£x) cos| Ly sin(ot -k ,z)
\a / b7 a \b")
() .
E,~ sin|Z=x sin(ﬁy]ej(‘”t'kzz) —>Re{E,} ~sin| Zx | sin| =y | cos(wt-k,2)
a b a b
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Longitudinal-Komponente E, im Wellenleiter

Es mu gelten: divD=0 —|—x+

— ) .
E, _ . LE . Eo(m M7 gin| D2 x | sin| D2y |eltot-+2)
OX o pe —KkJ a )

oE —ij ) .
oIk Eo(n_n Sm(m_nxj (_n_n] Sin(n_ny]em-m
oy ope — K2 b ) a b b

oE mr N :
z - E. sin|] —x | sin| — —ik_)ellet-k:2)

Summieren und Kurzen mit E,, sin. sin liefert

+ik mn ) K nr )’
2122( j+2122( ]—jkz=0
oep—kI\ a oepn—k; b
2 2
mr nt 2 2
— — | +| — | - -k =0
() (%) -(oten-sd)

2 2
< fee BB
a b

— div D=0 ist erfullt!

Bedingung fur diskrete
Werte der Wellenzahl
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\
wn!
I

—
[T
N

I:I*
E

T
—X

m sin| 2%
a b w’pe —k?

k2

a

z

9.6.3.4 Leistungsdichte der TM - Wellen

komplexer Poynting Vektor

toe E. M cos| M x |sin| "Ey | |&

d o’pe—-k> ° a a b 7))
nt . (mn nt ).
sin| —x |cos| —vV | |e
e e )

—joe

EO

mn mmn . (N +joe mn mn . (N
Cos| —X [sin| —y 5 >E,——cos| —Xx [sin| —y
( a ] (b n(m pe—k;, ~ a ( a ) (b D

nw .
>E, 0 sm(

M7y lcos| 2T —Joe
a b ¥ o pe — k2

E0

oo

- 12 -
EO e,
- 12 —
EO ey

- 10 —
EO e,

imaginare ,Blind” - Leistungsdichte quer
(,stehende Querwelle®)

)

+—

reelle ,Wirk" - Leistungsdichte in Ausbreitungsrichtung z

- ZH;)éX+(EZH;— EHT )éy+(EXH’;—EyH’;)éZ} wegen [H, = 0] bei TM—Wellen
(-EO sin(ﬁ xjsin(n—Tc
| a b
+(E0 sin(

4 EO
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(L

- Uberlagerung von schrag nach oben und unten bzw. nach
rechts und links laufender ebener Wellen

- Komponenten senkrecht zur Ausbreitungsrichtung ergeben stehende Wellen
— imaginare Poytingvektorkomponente

- Resonanzbedingung lalt nur diskrete Werte flur ky, K, zu, dem entsprechen
diskrete Winkel der schragen Welle

- Komponente in Ausbreitungsrichtung ergibt laufende Welle mit reellem
Energieflull — relle Poyntingvektorkomponente

- Abhangigkeit von k, beziglich k,, k, mit kZ + ki +k; = o’ p
ergibt diskrete Werte fur Wellenzahl k

z
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9.6.4 TE - Wellen

Das Wellenfeld setzt sich zusammen aus: |{E,. E,, H,, H,, H,} £ TE - Wellen

TE £ transversal - elektrisch

g __ —lop OH, d.h. keine longitudinale E, - Komponente
* @’pe—k> oy
: 2 2
Ey= 2J(Du 2aHz ) al—iz+a|_lz+(m2u8_k§)HZ=O
o'pe—K; ox | < OX oy
—jK oH
H, = mzu(]e—zki axz Wellengleichung fir H,
H - k. OH, Lésung wie bei TM-Wellen durch
" o’pue—k> oy Separation der Variablen

H, proportional zu
sin(k,x) bzw. cos(k,
sin(k,y) bzw. cos(k,y)

X)
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9.6.4.1 Randbedingungen fiir Rechteck - Hohlleiter

Randbedingungen:

[ x oH
E.(Oy)=0 — 2(0,y)=0
y( y) ox (0,y)
oH
= E.(a,y)=0 > 2(a,y)=0
? k=0  Eytang é y( y) OX @y)
2 innen é oH
gT E V E (x00 =0 - z2(x,0)=0
g " 2 E = é %
2 ang
Z ffffffffffff}tzfgffff/é .y E, (xb) =0 — aaHz (x,b) =0
< > y
b K—> ©
beliebig gute Leitfahigkeit « Aus Separation der Variablen fur H,
in metallischer Berandung und den Randbedingungen folgt:
5Jd=«x-E H, (x.y) =H, cos(k,x) cos(k,y)
LE_ =0
tangential
K=" und k==
a b

m,n sind ganze Zahlen
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9.6.4.2 Feldverteilung der TE-Wellen

a

' ( ) .
— E (x,y,z,t)= ZJCOM _ |_|0”_7t cos| M= Sin(n_ny]ej(mt—kzz)
o pe —k? b L a ) b
-] ( ) e ) .
—E, (xy,zt)=— Jop > HOm sin| 2T x | cos| DTy |eitet-k2)
' ( ) ( N\
- H,(xy,z,t)= ZJkZ 5 HOm sin] ™ x | cos n_ny gllet-k:2)
('0 l"lg_kz a . a \ b )
. ) |
- H,(xy,zt)= 2sz — H, = cos| "X x Sin(n_“y)ej(wt—kza
' ope—k; " b L a ) b

k2 = cozus—(

2
mz)_(nm
aj (b

;

Beispiel:

TE,, bezeichnet den Mode mit m=0, n=1
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A O

A
TE10 TE20 J/\‘/I'DCSO

Quelle: Wikepedia




9.6.5 Gesamtfeldverteilung der TM- und TE - Wellen

Gesamt - Wellenfeld in pos. x - Richtung ist die Uberlagerung aller TM- und
TE-Moden die vom Wellenleiter bei der Frequenz w gefuhrt werden kdnnen.

m

>

max —max

Eges (XY, 2, 1) = a_-E_ (xy)e!

m=1 n=1

ot-K,,.Z)

L Anregungskoeffizient des Einzelmodes,
abhangig von der ,Einstrahlcharakteristik”
der Antenne am Wellenleiter - Eingang

Die Anzahl der Moden ist nach oben begrenzt durch

2 2
[m) + (%‘) < guo? « |k: +k? +kZ = epo’
a

abhangig von Einstrahlfrequenz w und den Abmessungen a und b des
Rechteck - Hohlleiters
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9.6.6 Wellenzahl und Wellengeschwindigkeit

Phasengeschwindigkeit

]

@ mn )’
Vin = kzmn mit kzmn= (,028“—(?) —(
0\)2
— an = 2 2
o165 ) (%)
a b
£ =g, }
H = Ho
_ 1
= |V = Co 2 2 2 > Cy
Co( MT Cy( NT
FOED
o\ a o\ b

minimal fur
niedrige m,n
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Gruppengeschwindigkeit

_ do : mm ? nm ?
ngn - dk—zmn mit kzmn= \/0)280}10 —(?) —(F)
Y _ 1 _ 1 _ 1
gmn dkZmn 1 1 206,11 o 1
o oMo e
d(x) 2 . (D2 _ m 2 ~ nl 2 kzmn Cg
olo 3 b
K. Co cz(meY c2(nm)

Gruppengeschwindigkeit ist frequenzabhangig.
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9.6.7 Cut - off - Freqguenzen

Wir hatten fur die Wellenzahl k:

2 2

k2 = epo’ —(mj —(”—“) mit E = E(x,y)- e
a b

Je hoher m und n werden (Anzahl der Knoten in der Querverteilung der Felder),

umso kleiner wird k, , Phasengeschwindigkeit nimmt zu, Gruppengeschwindigkeit nimmt ab

Grenzfall k, =0 (keine Wellenausbreitung mehr) — E = E(x,y)-e/

ot (3] (5]
H a b

®
2 2 an = X
MENCRE
— | Cm a b K
Jen Vgmn= Co—2 — 0
f. =o, /(2n) ®
i} <
|_ Cut - off Frequenz des fur Frequenzen f<f_,, ka.nn der |
TM__ - oder TE,. - Modes TM,,,,- oder TE, .- Mode nicht mehr im

Wellenleiter gefUhrt werden 351



Zusammenfassung:

— Transversal - Komponenten (- j-E,) sind untereinander in Phase

— Longitudinal - Komponente (-~ E,) ist um 90° phasenverschoben
— jeder der Moden TM,,,, hat eine andere Phasengeschwindigkeit v,

— fur jeden Mode TM,, gibt es eine charakteristische Cut - off - Frequenz, unterhalb
von der er nicht mehr vom Wellenleiter gefuhrt werden kann

— die Anzahl der moglichen Moden ist durch die Cut - off Bedingung nach oben begrenzt

— wie stark ein Mode tatsachlich angeregt ist, hangt von den Einstrahlbedingungen am
Eingang des Wellenleiters ab

— durch die unterschiedlichen Gruppengeschwindigkeiten der Moden wird ein modulierter
Wellenzug im Wellenleiter verbreitert = Begrenzung der maximal ubertragbaren Datenrate

- Ziel: Entwurf des Hohlleiters so, dass nur ein Mode ausbreitungsfahig ist
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9.7 Wellenerzeugunqg durch eine Antenne

An der Antenne:

Durch die Strome in die Antennenenden hinein entstehen an den

Antennenspitzen Raumladungen.

[\+++
lU

I(t)

AN
U

r Strome

Fern von der Antenne:

Die zeitlich variablen Magnetfelder erzeugen elektrische (Wirbel-) Felder.
Die zeitlich variablen elektrischen Felder erzeugen Magnetfelder.

- Wellenausbreitung im Raum jenseits der Antenne

_ Raumladungen — el. Potentiale
— el. Felder E,(t)

E

Die Raumladungen erzeugen elektrische Felder (Quellenfelder).
Die Strome erzeugen um die Antennenstabe Magnetfelder.

w

— Magnetfelder H(t))

3\

J
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9.7.1 Wellengleichung des elektrischen und magn. Vektorpotentials

Aufgabenstellung: Berucksichtigung eingepragter, freier Strome
Losungsversuch: Wellengleichung fur diesen Fall herleiten:

— —

—

Maxwell : rotl:l=j+aa—lt3 rotE=-é;? dvB=0 divD=p

rot rot H=rotJ + 9 (rot D)
ot

-AI:I+graddivI:I=rotj-g auﬁ
5 ot ot
. 8°H - | . =
— |AH-¢g P =-rot J Bisher: J =« E durch Welle erzeugter Strom

Jetzt: eingepragter, freier (Antennen-) Strom

inhomogene PDGL: schwierig zu losen

354



rot rot E = rot [- uﬁ]
ot

-AE+graddivE=-u%rotI:|

. 1. = o~ oD - _- . oD
-AE + grad| —divD | =-p —|J+ — rotH=J+ —
| (s j ”at[ at] < ot
. 0J 0°E S
- p = - N - d D=
AE+grad(4) n P ne p: < div p
AE L d ‘V .
—> '8'.1—2 = gra e ua

\_ eingepragter, freier Strom

eingepragte Raumladungsdichte p

Ebenfalls schwierig zu l6sen;

» EinfUhrung des Vektorpotentials als Rechenerleichterung
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Elektrisches und magnetisches Vektorpotential:

—

Maxwell: otE=-28 2.9 (5t A=-rot % A B = rot A
t ot 5 Def.. magnetisches
= rot(E t Aj =0 Vektorpotential

Damit lasst sich E +§ A als Gradient einer Potentialfunktion darstellen.

- a _, Def

E+a A = -grad® daimmerqilt: rotgrad® = 0
> E - Feld erzeugt aus Ladungen
E=-grad @ - = und magn. Induktion
Quellenfeld Wirbelfeld

Ursache: Raumladungsdichte  Ursache: Stromdichte
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Maxwell:

Einbeziehung von Quellen P

divD=p| Ziel: DGI fiir Potential @

oA . oA
= E=-grad ® - —
at] RS a

g -divE=¢ - div(-grad(l)-

—

—8-A®-sdiv%=p
ot

gekoppelte DGI

oA .
at far & und A

= |AD + div

_P
g

L Wirkung der vorgegebenen
Raumladungsdichte

Erinnerung o _
Elektrostatik A® = "/ Poisson - Gl.

— Losung Coulomb Integral
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Einbeziehung der Stromdichte J

—

ot A=J+ 2 B=p-A D=¢E
ot
rot§=u-j+su§ B = rot A
ot
rotrotA=u-j+8u%—ltE I§=-grad(I>-aA
L) oA - o
rotrotA=p-J-ep P grad @ + Y rot rot A =grad div A -AA
8°A

grad divA-AA=u-j-su%gradCD-su —

_ e 50 52A |  Entkopplung A, ® noch nicht
AA - grad (d'VA+ H E) - &M 2 b vollstandig erreicht = Lorentz Eichung

! Wirkung der vorgegebenen Stromdichte ]358




9.7.1.1 Lorentz - Eichunqg

Warum ist es erlaubt, "div A + gp 8®/6t = 0" zy setzen?

Mehrdeutigkeitvon A < A':

Es besteht der Freiheitsgrad der HinzuflUgung einer Integrations-
konstanten, da das physikalisch reale Magnetfeld B durch
Differenzieren (Rotor-Bildung) des magnetischen Vektorpotentials
beschrieben wird.

—|A'=A+grady| V freiwahlbar

A :B=rotA A und A’ sind gleichberechtigte
Reprasentanten fur B
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Ziel: Rechnung moglichst einfach!
. — oD
Wahl von y daher so, dass gilt: [divA+ep i 0

Losung:

es sei zunachst B =rot A', jedoch mit div A' = - gu d/6t
A'=A+grady (AundA’ sind gleichwertig zur Beschreibung von B)

div A' = div A + div grad y

div A = div A’ - Ay — wéhle y so, dass gilt [Ay =¢ uaa%+ div A'

Losung der Poisson DGl

o oD L Es existiert also immer ein A,
—>|divA+e W T und rotA=B welches das Magnetfeld B richtig
beschreibt, und fur welches
divA+¢gp od/ot=0
(Lorentz - Konvention) gilt
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9.7.1.2 Wellengleichungen

Neue Festlegung fiir die Quellen von A :

s oD . -
—|divA+ep ) =0 Lorentz - Eichung [«—— Verkniipfung von A und @

Diese Festlegung trennt die Differentialgleichungen fir A und @:

%A Wellengleichung fur das magnetische

v

()

AA—¢ 0 e = —W- Vektorpotential bei vorgegebener
(eingepragter) Stromdichte J

—

Wir hatten: A® + div oA _ _p
ot €

o . =~ _ p

AD+— divA= ——

ot €

ot ot g

2 Wellengleichung fur das elektrische
0D p . .
—>|AD-¢g p pYe - Potential bei vorgegebener
& Raumladungsdichte p
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9.7.1.3 Losung der Wellengleichung: retardierte Potentiale

V'l Coulomb-Integral fur schnell bewegte
Ladungsverteilungen

Vektorpotential fur schnell veranderliche Strome

Der Beitrag einer Ladung p bzw. Stromdichte J an den Orten 7' zu den Potentialen

® und A am Ort ¥ muss zeitlich um \F—F'

Wirkungen konnen sich nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen.
Die Potentiale am Ort T zum Zeitpunkt t hangen also ab von p(r') bzw. J(r")

zum frilheren Zeitpunkt t- |[f —r'
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Darstellung in kartesischen Koordinaten

p[x-,y-,z-,t_J(x—x'f+<y—y')2+<z—z')2]

v I ey
J[X',y',z',t_ \/(X_ x') +(y;y')2 +(z-2) ]
o I e
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Beispiel zeitlicher Anregung:

p(X',y',Z',t) — p(X',y',Z')' ej(;)t

,m[t Sl +(y-y Y #(a=2)’

C

— D(x,y,z,t) = ”Ip XLy, Z dx'dy'dz'

Jox=x) 4 (y-y') +(z-2'

und

J(x'y'"z't)=J(x",y",z")- "

Jm[t LX)+ -y P s(z2)

Az =2 [[[20er2)e dxdy'dz

\/(x x)+(y y)+(z z)
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Zusammenfassung:

Potentiale \F—F'
2 r't—
A(I)—izaczp =_P elektrisches Potential - 1 p[ Cc ] '
c? ot £ >|of ) =— [[[~—— dv
‘ Ame F—r
div A + iz o Lorentz - Eichung
c” ot
- - r—r'
\ J[r',t—‘ . J
— 2\ - AT —_— “’ '
AA—C%%? = —u-J| magnetisches Vektorpotential ™ A(r,1) T 4n ”I \F—F' dv
Elektrische und magnetische Felder
E:-gradq)_aA B =rot A
ot magnetisches Feld

elektrisches Feld
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9.7.2 Der Hertzsche Dipol

h | Der Strom entlang der Stabe einer Antenne nimmt nach aussen zu ab mit
z Teo Izt =1, «f(z)ee™
I(t
« L L max. am Ursprung z=0
N Null am Ende z=zxh
h
Ein (infinitesimal) kleines Antennenelement innerhalb der Antenne,

der sog. Hertzsche Dipol der Lange ¢ am Ort z mit
I(z,t) = I(t) = const. liefert das Teil-Wellenfeld Ei(T,t)

Das Wellenfeld der gesamten Antenne ergibt sich durch Uberlagerung aller Teil-Felder Ei(F,t)
der einzelnen Hertzschen Dipole an den Orten z

E (r,t) = ZEi(F,t)
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Vektorpotential des Hertzschen Dipols

—

L JF-F
-1

—

j J =J, e, = nurz-Komponente von
d

C Vektorpotential A = A, e, vorhanden

VI

_T

j[r
A =2 [f]

¥

+0/2

P Jdv' =1.ds8' =1dz"8,
=
A= 2 d

4t

Naherung L Z
Linienstrome A(F)=?

—112

Wenn ¢ < rgilt: = kleines Linienstrom - Element

—>|F-TF"

~ r konstant uber Integrationsweg

Elementarantenne —
der Lange / im
j Koordinatenursprung

v
<

SIANY = L-g-l(t—i
3 Amr C
|

Ortsvektor nur abhangig vom Abstand
r ist radiale Kugelkoordinate 367



9.7.2.1 Berechnunqg der Potentiale

Magnetisches Vektorpotential und elektrisches Potential fur harmonische Zeitabhangigkeit

I(t—ijzi-exp(jm(t—in — |A(r,t) = L-f-i-exp[jm(t—in
C C 4rr C

_ A Z
Lorentz - Eichung: Bestimmung von ® aus A: D(r, 9, t)
_/
-~ 1 0D OA 1 00 B/
div A+ ——=0| — Z 4 =0 y
c® ot oz c? ot
3 __ O, 0A O
ot 0z or o0z
=_cz L.y [—12+1(—j9ﬂexp[jm(t- —D cos 9
47 r< r C
(I)(r,f},t)z—iw — |®(r,9,t) = ¢? B rdcos 8- J >+ 1 exp| jo t-L
Q) ot 41 o-r° c-r C
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Nebenrechnung

Ae, = (A,cos 9)e —(Asin 9)e; +0-€,  Kartesisch ——Polar-Koordinaten

A

.= 1 © 1 %) . P
divA=— — (r*’A ) + A, sin3)+0
r2 or ( r) rsind 09 (A ) Z?F
1 a 2 1 a i 2
= — — (r*A_(r)cos8) + —A, sin“8
r* or ( A7) ) rsind 09 ( i )
= 12 2r A _(r) cos9 + 9A(r) cos9 + , (—Az(r) 2 sing cosS) ;
r or r sing
= 2 A (r) cosd + 9A.(1) cosd + (_Z A (r) cosS)
r or r
_ OA,(r)
T T cosd g.e.d.
Einfacher:
~ _ 0A,(r) oA, (r) or =X +y*+2°
dvA= ——= +0+0= ——=.
0z or 0z a _1 1 .2z = % = cos9
oA (r) dz 2 [xP+vieiz? T
= 9.1 | os8 \/x +y +2z
or 369




Umformung der Vektorfelder A von kartesischen in Kugel-Koordinaten:

R )
— A (r9t)=A -cos9 = B s cos S-GXp(jm(t-Lj
4rr C))

A

\
— A (r9t)=-A,-sin 9 = - ® o rdsin S}-exp(joo(t-L ]
4nr C)

- A, =0

Sor9t)=c? -t .7.0.cos 9-|- 12+ 1 exp| jo t-L
4n ®-r° c-r C

Daraus Berechnung des elektrischen und magnetischen Feldes moglich:

E=-grad @ - oA hier differenzieren mittels
ot grad und rot
B=rotA H= 1 rot A in Kugelkoordinaten
1
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9.7.2.2 Losung fur das elektrische und magnetische Feld

m

0A, 0® Berechnung der
ot or r-Komponente

A _ grad @ —>E =-
ot

E=-_* -é-T-cosS-(jm)-exp(Jw(t'gn

Anr
-2 .4L.g.i-cos 9[( 2j3 - 12)+( —j2 + 1 )'(_jm)}e)(p(jm(ti)j
T or°  cr or ¢ ¢ ¢

o . -i 1 . r 1
— E.CZ ./.]-cos 9.2|:0)r3 + Crz}exp(Jm(t-E)j und ¢® = a

—> Er(r,S,t)= zi'g-ll\.cos 8.|: _J3 + C:Z}exp(Jm(t-L)j

TE or C
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—_

0A, 10®  Berechnung der

- OA _
E —-E—grad(D —>E, = _F_FGS 9 - Komponente

E,= +L-€-T-Sin9-(jm)-exp(jco(t-LD

4nr C
e picsing)| =l s | exol (L) .1
rC yp l-1-(—sing) Lo-errC-r} exp(Jm tC und c = o

S PSR TSI PO (¥ )

oA, 1 2®  Berechnung der
? ot r-sin9 do @- Komponente

—>|E, =0 | ¢ - Komponente
ist Null
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H= 1 rot A Berechnung des Magnetfeldes aus magn. Vektorpotential
1}
1 1 %) . oA
H=———. (A(P -smS)— 2 —|H, =0] _I' - Komponente
n r-sind | 09 6(p ist Null
1 1 1 0A 0O
H9=_'_'|: , - (r'Aq,)} —|H; =0| 8 - Komponente
pr|sind op or st Null
H =11 gr.AS)_aAr:|
* uor|or 09
:11 ,A\9 aAS—aAr
noro| or 09

= 11[_{Lgi}{1+r(_%+1(_1—m j}sinS—{L.z.q. .(—sinS)}-eXp(jm(t-LD
LT A r 2 r ¢ 4r ¢

1 _ jo 1 . r Losung fur
= |H,(r9,t)= in | Sms[r-c+r2} exp(jm(t CD ¢ - Komponente

i T SN
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Gesamtfeld

1 - 1 .
Er(r’ 9, t) — 2—758 /1 cos 9 (mjrs +Cr2)-exp(1(cot- kr))

= i 1 ai -j 1 JO) . i -
Es(r, 9, 1) = /1 sin 9 (m 3 +C > +02 r) eXp(j((Dt kr))

= i 1, Jjo |
Hy (r, 9, t) = 7, Flsin 9(+r—2+;)-exp(1(mt— kr))

wobei olt- /)= ot-kr
E,=0 H =0 Hg=0 ( %)
wegen o/k =c

Nahfeld: r klein — % < %2 < %3 — Berucksichtigung von %3 bzw. %2

Fernfeld: r groR — % > %2 > %3 — Berucksichtigung von %
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Fernfeld - Nahfeld

wann ist Anteil des Nahfeldes ( ~ %) gleich dem des Fernfeldes ( ~ %2)

H. =1 r=% r=2 !

() cr 27'5
r B %2

1
E_- 0 _ —> r=2¢C r:)u

*c¢r cr? ® 2m 1

o _ 1 2 _ 7 Y
= - r°= r= .

cr or’ > An 1

: 1 - _1 = C = A
Er'mre’ cr? > f %D ' 271

— An der Stelle r, = % = %n sind alle Terme (~% ~%2, ~%3)

gleich grof3
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9.7.2.3 Nahfelder

(nur Komponenten mit 13 bzw. 12 )

r r

E,(r,9,t) = Zina-f-i-cos 9@13 -exp(j(wt - kr))

E,(r,9,t) = %m-f-i-sin Smjjrf’ -exp(j(ot - kr))

1 o~ 4] -
H,(r,9.t) = 4_n.£-|-sm Sr—z-eXp(J(‘Dt' kr))

Nahfeld
(Quellenfeld)

—

Poynting— Vektor S =E xH rein imaginar

Kein Energietransport, Quellenfeld E pumpt nur,
dehnt sich aus, zieht sich wieder zusammen, entfernt sich nicht von der Antenne
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9.7.2.4 Fernfelder

1
(dominant nur Komponenten mit - )

(

E,(r,9,t) = i.f.]\.sin g. . 'eXp(j(cot ) kl’))

1 A~ ) .
H, (r,9,t)= —-(-1-sin S-J—m-exp(l(mt' kr))

E.(rn91t) = 1 /icos 8- 12 -exp(j(ot-kr)) = O)

2TE

4me

47

cr

3\

jo

r-c

> "Kugelwelle"

r-c

*

E, und H  stehen senkrecht aufeinander.

1
E. = — .H
Y c.g

¢

_ VvEé U H =\/E-H(p wie bei ebenen Wellen.
€

€ ¢

Fernfeld
(Wirbelfeld)

377



Iili

in diesem Gebiet quasi-
ebene Wellen
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9.7.2.5 Poynting - Vektor und Energieabstrahlung im Fernfeld

AZ
é _ E H Imaginar
-E,. é L H & /
1 - A .

—Elcoss > | £-l-sin §-—— |- €4

27e cr 4 r-c
+(j— ¢1-sin 9- )-(_j ./-1-sin S-i)-é y

Amg r-c®’ \4n r-c. ' / .

\ reell

S(r,9) = S, (r,9)-8, +jS,(r,9)-8, mit S(r,9)<S.(r.9) *
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Raumliche Richtcharakteristik des Hertzschen Dipols

2 . 9 R
<S(rop = B (ﬁj S

8 Ve \A/) r? '

Auftragung der Richtcharakteristik der Antenne in Kugelkoordinaten als relative Lange S, (8,9)
des Poyntingvektors fur festen Radius r abhangig von den Koordinaten 8 und ¢

—1|S.,(8) ~ sin®8| hier unabhingig vom Winkel ¢
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9.7.3 Reale ausgedehnte Dipolantenne

Stromverteilung entlang der Antenne Ke L
(Strom Null an Enden): 9 T
A . (2 _ g
I(z) =1, sm(T“(h-|z| )j =1, sin(k(h-[2])) h r
Das Fernfeld eines infinitesimal kleinen Dipols T Ar
der Lange d/ ist: i,
A r'=r-zcosY

1 . W j(wt-kr) h

dE,=—— I(z) sind — &' d¢ L
4re rc,
V@ >X

Berechnung des Fernfeldes fur grol3e r durch Integration der einzelnen Dipolbeitrage
uber die Hohe 2h. Da der Dipol in z-Richtung zeigt, gilt folgender Ansatz:

h 1
z=h4ne r'ce

E, = lo sin(k(h-|z])) ") sing dz
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Fur grof3e r gilt: lzll
rr

Beim Phasenterm in der e-Funktion jedoch muss der Wegunterschied genau beachtet werden.

Fur grol3e r sind die Strahlen r und r’ parallel und es gilt r'=r -z cos9d

Damit 1asst sich das Integral umformen zu: 9 )

E :IL E sing Sln( ) wtkr+kzcosS)d

* 4ne clr z=h .
-------- @ ar
| w . _— h o r'=r-zcosd
=—_— sing [ sin(k(h-|z] ))eJkZC"SSdz
4me cgr z=h

| (wtke - ’
_4_;8% sing el(®H) j:z_hsm(k(h-\z\ ))(cos(kzcosS)+JS|n(kZCOSS))d

\ J \ ) | J
|

gerade gerade ungerade

~ —

_[h (gerade-ungerade) dz=0
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— E,= I—ﬂ sing el“"2 j sin(k(h-z))cos(kzcos$)dz

47cac r

V©

/

h

sin(k(h-z)) cos(kzcos0)dz
cos(khcos8) - cos kh

sin® 0

Bronstein

_Lg sing ) cos(khcos$)-cos(kh) 2-0
2TE Co r Sin29 _
SIE,(r 9) = |_£2 giwtH) COs(khco§8)-cos(kh)
27E Cof sing

Die Richtcharakteristik der linearen Dipolantenne ist durch den Pointingvektor

S(r,9) = E, H, €, gegeben. Fir diesen gilt mit H ~E,

r sing

NS ~(Iowjz(cos(khcos&)-cos(kh)jzér o

—

Srel(‘g) - (

cos(khcos9)-cos(kh) i 5
sing r
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Polardiagramm der Richtcharakteristik um Winkel 4

0.06

h

0.08

0.06

0.04 1

02 1

005

(02

—0.06

—0.08 -

0.05 0.1

h=A
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Raumliche Richtcharakteristik der linearen Antenne

i
]
i
L]

T
T

)
i

f

sNNe==.
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