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1 Mathematische Grundlagen der Feldtheorie

Skalarfelder - Vektorfelder

Integrale in der Feldtheorie
Differentialoperatoren in der Feldtheorie
Gauldscher Satz / Stokesscher Satz

Koordinatensysteme -

- Kartesische Koordinaten
- Zylinderkoordinaten

- Kugelkoordinaten



Skalarfelder

1.1 Skalar- und Vektorfelder

»diskrete” Beschreibung z.B.:

Luftdruck

Temperatur

el. Potential

Raumladungsdichte

X y z )
[mm] | [mm] | [mm] [V]
1 0 0 0,1
0 1 0 0,2
0 0] 1 0,2
1 1 0 0,4

p(X.y,2)
T(x.y,2)

O(x,y,2)
p(X,y,2)

,<analytische® Beschreibung z.B.:

Skalarfeld Ortsvektor



Vektorfelder

Luft/Wasserstromung

Vektorfelder der Elektrodynamik E, D, P, H, B, M, J

E, (x.y,2)
zB.. E=|E, (xy.2)

E, (x,y,2)

,<analytische® Beschreibung z.B.
Plattenkondensator

E(F)
ST
Vektorfeld  Ortsvektor
,<diskrete” Beschreibung z.B.:

X Y Z Ex Ey E,
[mMm] | [mm] | [mm] | [V/m] | [V/m] | [V/m]
1 ) O 10 10 )
0] 1 0] 20 10 0]
0] 0] 1 30 10 0]

1 1 O

Komponenten des

Ortsvektors

Komponenten des
Vektorfeldes

E, =0, E,=—; E, =0

Vektorfeld durch 6 Grofien
gekennzeichnet:

3 Grofden fur den Ort

3 GrofRen fur Starke und Richtung



Ortsvektor und Vektorfeld

'\EA ____ Vektor des Vektorfeldes
Lange in V/m

Ortsvektor Richtung (Winkel) im Raum
Ladnge in m

Koordinaten-
ursprung

Kartesische Koordinaten:

E(F)= E (xV,2) €, F=x€é,+yé, +z§€,
+E,(x,y,2) €, Ortsvektor
+E,(x,y,2) €, E= E,é,+E, 6, +E, &,
Vektorfeld

Kugelkoordinaten

E(F)=E, (r. 9,¢) &, +E4(r, 9, 90) €5 +E_ (1. 9, ¢) €,



Gibt es krumme Vektoren ?

Vv
Es I:E] E ist nicht eine krumme Linie,
die bei +Q beginnt und bei -Q endet.

—

E ist ein Vektorfeld; an jeder Stelle im Raum,
gekennzeichnet durch den jeweiligen Ortsvektor T,

gibt es einen elektrischen Feldvektor E; (F})

der individuellen Lange Ei[%] und Richtung €, :

Die Krimmung der Feldlinien in der Zeichnung ist die Hintereinanderzeichnung
der Folge von Einheitsvektoren €; an den Orten .

10



1.2 Inteqgrale: Linie, Flache, Volumen

zB. Energie = Kraft « Weg W = J'IE «ds Weqintegral
S

—

zB. F=F

ds=dxe,

- [Feds=[(F &, +F, &) (dxE,)
S S

« €x T F, e, =const.

F,dx=F,S

|

far den Spezialfall F = const.

m'q

11



Umlaufinteqgral

—

A gSA-dé,
S

——ds Wegintegral Uber geschlossene Schleife

S zB. Kreis mit Radius R

/ A sei kreisformig und entlang des Kreises konstant :

ds=Rdo-€,

12



Flacheninteqgral

—

A

—

dx dy e, A=A e +A e _+A_e

df =
\\ Ty
Z
[ = Vo O
« i T Frage: welches ist die Summe der senkrechten
Flache F Komponente von A durch F?

- I'B‘ . df Flachenintegral
F

:II(AXé tA éy-l-AZéZ).(dxdyéz) éx.éyzo
F

A, dxdy =A, «F

1
T
%

fir den Spezialfall A = const.

13



Hullflacheninteqral

Integral Uber geschlossene Huillflache
df se_nkrecht auf H N @A . df
zeigt nach aufl3en d

Beispiel Kugel: A radialsymmetrisch A =A (r) €,

L 14

const. auf H



Volumenintegral

Q= Ip(x,y,z) dv = ij(x,y,z) dx dy dz

Vol

Beispiel Kugel: p ist innerhalb der Kugel mit Radius r, konstant p

/

[ o) av =[[[p, r2sins dr d& de=p, [[[r?sins dr ds de =po% o

Vol

15



1.3 Differentialoperationen: grad, div, rot, Laplace

Gradient D . 0D . 0D
grad® = -—¢e +—¢€ +_— ¢,
OX oy 0z
® = Skalarfeld —» grad ® = Vektorfeld
d®d = grad ® -dr
grad @ gibt an, wie stark sich ein Skalarfeld raumlich andert und
zeigt in die Richtung der starksten Anderung (,bergauf®).
Divergenz BA
B, 6A ;
div A = A, +—L+ A, lokal, differentiell ry OZ
ox oy oz oA,
A = Vektorfeld —> div A = Skalarfeld Oy
div A gibt die Dichte von Quellen in einem N L, OA,
Vektorfeld an. e OX
¥
TP =
divA= Ivl_r)rg; A-df global bilanzierend, T T

integral



- OA OA .
Rotation rot A = A, Dy e, +(6AX — aAZ) e, +| —- at €,
oy 0z 0z OX ox oy

A = Vektorfeld — rot A = Vektorfeld

rot A gibt die Dichte von Wirbelursachen an
und zeigt in die Normalenrichtung der
Flache mit dem starksten Wirbel

A-rot A = Iim} A ds
f—0 f

_0°® 0D 0D
- 2 + 2 + 2
OX oy- 0z
® = Skalarfeld —» A® = Skalarfeld

Laplace AD

Der Laplace Operator gibt die ,Kruimmung eines Skalarfeldes” an.



rot grad ® =0

Lasst sich ein Vektorfeld als Gradient einer Potentialfunktion @® darstellen,
so hat es keine Wirbel.

divrot A=0

Lasst sich ein Vektorfeld als Rotation eines Vektorfeldes A darstellen,
so hat es keine Quellen.

Definition: Laplace Operator ftr Vektorfeld
Weiter qilt:

S = AA = grad (div A) — rot(rot A
div (@ A) = A-grad @ + ®-div A grad (div A) ( )

iIm kartesischen Koordinatensystem qilt:
rot (@ A)=® rot A +(grad®)x A AA

AA = | AA,
AA,

18




Beweis

rotgrady = 0 Abklirzung grad\|1:\7—>VX:5ﬂX \% = v :%

otV = a ov, 9V, N I\ ov, oV,
<l ey oz v( 6z &x 2\ ox oy

oy 0’y ‘a Oy 0%y e oy 0%y —0
*\oy oz o0z oy Y{ozox oOx oz 2{ox oy oy ox

I
D!

19



rotgrady = 0

- _. Stokes
f

_frotv-d

F

Beweis
Abkiirzung grad y =V
$v-ds
S
grad y-ds
1
grad y-ds + _[grad y-ds
2

2
grad y-ds - jgrad y-ds
1

o

P Cmm—) - Commm—) - Cmm—N 0

w-idw:O
1

wegunabhangig

20



Beweis

divrotA= 0 Abkirzung rot A =V

OA
Ly 2 9AL A _0A, BA,
X oy 0z y o0z OX

div V =

(ax oy

= 0 g.e.d.

oV ov, oV
+ +

OX 0z oy 0z oYy OX

8°A, 62AyJ . (62AX _0°A,

)

_ O0A, _OA,
% oy
O°A, B%A,
0z OX 0z oy

J

21



Beweis

divrotA= 0

Abkiirzung rot A=V

E— offene,

_ 2 .
dF, gekrimmte

Flachen

Umlaufrichtung der 2. Flache umgekehrt

22



1.4 Integralsatze

1.4.1 Linienintegral eines Gradientenfeldes

ds B
gradd)zagéx+6£ éy+a£ e, Weg 1
X oy 0z
B
[(grad ¥)-ds =¥(B) - ¥(A) R Weg 2
A

Das Wegintegral Gber den Gradienten eines Skalarfeldes
vom Punkt A zum Punkt B ist gleich der Differenz der
Werte der Potentialfunktion an den Punkten B und A
unabhangig vom integrierten Weg zwischen den Punkten.

23



1.4.2 Umlaufinteqgral eines Vektorfeldes

Stokesscher Satz

a'A‘z aAy A (an aAz) A aAy an a
- e, + - e, + - e,
oy 0z o0z ox ) 7 | ox oy

Flache F

Umlaufweg S

Das Flachenintegral Gber die Komponente von rot A in Richtung der Flachennormalen
Ist gleich dem Linienintegral langs des Randes der Flache Uber die Komponente
von A in Richtung der Linienelemente.

24



1.4.3 Hullflacheninteqgral eines Vektorfeldes

Gaulischer Satz

~ OA
div A = Y v OA
X oy 0z
J‘div,& .dv = g;,&df Volumen V
v F

Flache F

Das Volumenintegral Uber die Divergenz eines Vektorfeldes ist gleich
dem Flachenintegral des Vektorfeldes tber die geschlossene Ober-
flache des Volumens.

25



1.5 Koordinatentransformationen
1.5.1 Ortsvektoren

Kartesische Koordinaten Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten
Z A Z A Z A
g % r
' e 'y 4
y, i y, y,
R: . . .
X f---mmmmmm X oA ’ X G
X = R - coso = r sin3 cos ¢
y = R . sing = r sing sin @
Z = Z = r cos 9
x> +y? = R = rsin 9
arctan ¥ = [0) = [0)
X
z = Z = rcos 9
JXE +yE + 22 = JRZ + 72 _ '
2 2
X+ R
arctan Y = arctan — = 3
Z Z
arctan ¥ = [0) = [0)



A

1.5.2 Vektorfelder

A @
zt &
e
S N (p

7’ 1
S8R

Y 1

)d !
. 7

1

= Ageg+Ae, +AL,

= A +Ae,+A e,

y-y
Ax
Ay

A

z

ArCOSQ— A sing

Ag sing + A coso

= Assin3cose + Agcosdcose —A_ sing
= Asindsing + Agcosdsing + A cose
= A.cos3—A,sind

A, Cosp+A, sing
-A, sinp+ A, cose
A

z

= A.sind + A cosd
= A<P

= A.cos3—Agsing

A,sin3cose + A sindsing + A cosd
A,cos9cose + A cosdsing — A sind

—A sing + A cose

Asind + A cosS
A,c0s3 — A _sind
A

P

27



1.5.3 Linien-, Flachen- und Volumenelemente

Z4 Za
AZ
dzP. / o[
|‘dz rsin3de
l Rde [/ T
Ix dy y d - rd9 .
> I A y
X/ . Ptad X
ds =e,dx +edy +e,dz = egdR+e -Rdp+e,-dz = e .dr +eg-rdd+e_ -rsindde
df =€,-dydz+€,-dxdz | = €;-R-dpdz+€ -dRdz | = & -r’-sin 9 d9 do
+e, -dx dy +e -R-dR deo +e4-r-sin 9 drdop
+e,-r-drdd
dv =dx dy dz = R dR do dz = r®.sin 9-dr d9 do

28




1.5.4 Differentialoperationen in krummlinigen Koordinatensystemen

grady =8, My NV, g NV —g MW, g 1OV g ¥ g Mg v, o 1 ¥
ox Yoy 0z R "R g 0z or red  *rsind o
. O0A OA
dvaz P, Dy, A :ii(R AR)+1 0 IR %Q(r2 Ar)+ 1 i(AS sing)
OX oy 0z R OR R dp 0Oz < or r sing 69
L1 oA,
rsind oo
~ oA . oA . :
rotA | =€, A, LYy + =€, 104, %A + =€, 1 a(A smS)—aA“’ +
oy 0z R Jop 0z rsind| o9 ° o
. (8A, A, . (0A, OA, 1] 1 oA, @
+8é - + + 6 - + e s ——-—(rA,)|+
'\ oz ox ) *\oz OR r| sind ép or
oA ) i
ve [ Lu oA, el 2amRA)-=ZE] v T 2(rA,)-22
ox oy ) ROR " R Og ‘rior 09
2 2 2 2 2
s STYLIYLOY L0 10y Sy 10, 10000
ox° oy~ oz R OR OoR) R°o0p~ o0z r-or\_ or ) r°sind09 09

2 29



2 Elektromagnetische Felder

2.1 Materielle Grundlagen

Ladungen Q:

gebundene Ladungen Q) :

freie Raumladungsdichte:

geladene Teilchen im Vakuum
Leitungselektronen

freie Uberschussladungen
Influenzladungen

durch polarisierte oder polarisierbare
Teilchen entstandene Ladungen

30



(geladene Teilchen im Vakuum)
Elektronen
o ° in Bildrohre

L © im Weltall

L eitungselektronen

® 0 ®O06GO quasineutrales
® 0 ®O0® 0O leitfahiges
® 0 ®0®o Metall

/

feste Cu-
lonen im
Kristallgitter

frel bewegliche
Elektronen

Uberschuss-
ladungen

Influenz - Ladungen

E

Uberschussladungen

— el. Feld
o Ladungstrennung
—  Influenzladungen

gebundene Ladungen

© o

Atom Molekdl
(neutral) unsymmm.Ladungs-
verteilung

(neutral)



Ladungsdichten

dx dy dz V

L Raumladungsdichte
im pAy » o 20

Def dZQ ~ Q A Ay—0
= . dv = =
° Py dx dz ( )

i

d’ A
)

A

Flachenladungsdichte

Ay
Def
A =0 dxzd_Q:(égj —
dz L
L L im c AX — A=#0
Ax—0
Linienladungsdichte
RN



Zusammenhanqg Stromdichte / Strom

PN Strom von freien Ladungen dQ/dt durch Flache A
J=pV o | = dQ/dt
/ dQ="?
bewegte Vv df Def. Lange ds:
Raumla- \ ds = dt
dungsdichte . S=Vo-
- - > ds ist so lange gewahlt,
J=Je, =const — dQ=p-A-ds wie sich Ladungstrager
df = df - e, =p-A-v-dt der Geschwindigkeit v
im Zeitintervall dt
d_Q =p-v-.A fortbewegen
— 1=[J.df dt
’* | ]
=J- A

Def.: Stromrichtung
= Flussrichtung pos. Ladungstrager
= - Flussrichtung neg. Ladungstrager 32



Stromdichte J= pV

+ 4+ 4+ + (Cu—lonen p, : festim Kristallgitter
Metall : < unbeweglich
+ + + + Elektronen p_ : frei beweglich

neutral: p =p,+ p_=0
P_=-pP.
(geladen: p =p,+t p_T pZusatz)

— pZusatz

Stromdichte: J =p - V
p =p,t p_=0
J = p_- V. +p, V



2.2 Feldbeschreibunqg durch die Maxwellschen Gleichungen

Wirkung < Ursache

dvE=* elektrisches Quellenfeld, erzeugt durch alle p=p_ +p_
8O
rotE = - @ elektrisches Wirbelfeld, erzeugt durch 6I§/
ot ot

—

~ . _ oE . . =
rot B = Mo(P+V+ +p_v_) + &1, 7t magn. Wirbelfeld, erzeugt durch Strome und aE/at

v

divB =0 Quellenfreiheit des magnetischen Feldes

—

F = q(E +\7><I§)

Kraftgleichung, messbare Wirkung von E und B auf Ladungen

Physikalisch reale, messbare GroRen sind: p, q, V, E, B, F.

Alle spater neu dazukommenden Grol3en sind nur Abklrzungen per Definition fr

makroskpisch gemittelte Eigenschaften dieser ersteren fundamentalen Grof3en. 35




Berlcksichtigung gemittelter, makroskopischer Materialeffekte:

D= SOE +p Polarisation durch Ladungsverschiebung in Festkdrpern
= gg,E fur P=y.,e,E mit g, = (1+x,)

Magnetisierung durch atomare Ringstréme

diV 6 = pfrei
rotE:-a—B roté:_a_B
ot R ot
. 3 OE . - oD
rot B :uruO‘Jfrei +uru08rgoa rot H :‘Jfrei + E
divB=0 divB=0

36



3 Elektrostatik
3.1 Feldstarke, Verschiebungsdichte, Materialgleichungen

—

elektrische Feldstarke E:
definiert tiber Kraft F auf Probeladung q:

—

Kraftgesetz: [F=qE

J _ V-Ass _V

dim E= NV = =
A-S A-S-m A-S-m m

elektrische Feldstérke E:
erzeugt durch alle Ladungen Q bzw. Raumladungsdichten p .. Im Raum

= p es -12 AS
: div E = =2 g, =8.85.10"% —
Maxwell: g, 0 vm

37



—

Materialeffekte: elektrische Polarisation P :

makroskopisch Qv in Molekiilen gebundene,
gemittelt Uber E separierte Ladungen,
mikroskopische ~ © +q, Quasineutral

Effekte

elektrisches Polarisationsfeld Ep,

hervorgerufen durch Ladungstrennung innerhalb der Molekiile

Definition der elektrischen Polarisation:

. . .= A.ssm _A-s
P:-SOEp dim P = m m?

38



_Be Die Uberlagerung
+ — - —
2 %» 2 o des durch freie Ladungen Q erzeugten Feldes E,
" o und des durch Ladungstrennung in Molekullen erzeugten
SC . . .
Polarisationsfeldes E_, (bzw. P) liefert ein effektives Gesamtfeld E
E=E, +E,
Ersetzen von E, durch -P/e, und Multiplikation der GI. mit g, liefert
e, Eo =g,E+P

Mit der Definition der elektrischen Verschiebungsdichte D
— Def —

D = g, Eq

ergibt sich die bekannte Materialgleichung

s - .= A
D=¢,E+P dim D= —5
m 39




Materialgleichung:

—

E=E, +E;
wenn das Polarisationsfeld E linear proportional zum elektrischen Gesamtfeld E ist:

E. = -x« E (Richtung entgegengesetzt zu E) y_: elektrische Suszeptibilitat

dann gilt:

E=E,-%. E

- EQ: (1+xe|) E g . relative
%/_J

N Dielektrizitatszahl

L des Materials
und es ergibt sich:

—

E,=¢ E

Mit der alten Definition flr die Verschiebungsdichte D
_, Def N

D =g, E,
bekommen wir die bekannte Schreibweise




Allgemein gultige Maxwell-Gleichung unter Bertcksichtigung aller,

div (80 E) ~ Paes| g h. der freien wie der in dielektrischen Molekiilen gebundenen Ladungen.
Poes = P+t Pp \
frei gebunden  Superpositions—Prinzip
E = E, + E,
— |div (80 EQ) = pl« Es genlgt also die Kenntnis der Verteilung
der freien Ladungen zur Berechnung des el. Feldes
— div (ao EP) = p, Problem: p, unbekannt
Aber im Fall linearer Materialgleichungen gilt:
f):araoé < g, EQzeraOE - |E= EQS
Traditionelle Schreibweise: div D = p E = D
Sr 80
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Berechnung der relativen Dielektrizitatskonstanten

Im Inneren des Kondensators sind Molekile mit polarisierbaren Elektronenorbitalen
mit der Dichte von N Molekullen pro Volumeneinheit statistisch verteilt.

E
+Q 2 - Q
Ep
— <= [
N "\
E | Flache A
y
L.,
Dicke d

Jedes dieser Molekiile erzeugt einen kleinen Beitrag zum Gesamtpolarisationsfeld EP
aller Molekdle.

Das elektrische Feld erzeugt in jedem der Molekile eine kleine Ladungstrennung weg
vom neutralen Gleichgewicht um die Distanz s.



my
I
o
my
*
o

_Qm

neutrales Molekul

Der Ladungsuberschul® am Molekul +Q ., und -Q, ist gegeben durch die Raumladungsdichte der
Elektronen p_, die mittlere Querschnittsflache des Molekuls A ., und die Lange s der Ladungstrennung

_Qm:p_ . Am .S

Zur einfacheren Berechnung des gemittelten Gesamtfeldes Ep wird als Idealisierung angenommen,

dass die Molekile in zu den Kondensatorplatten parallel ausgerichteten Schichten angeordnet sind.
'ﬁ?p '*(Fp'(gp +igp'(?p +Qp

|
+Q - +| |- +| |- + -Q
- +| |- +| |- +
- +| |- +| |- +
- +| |- +| |- +
- +| |- +| |- +
- + - + - + FI..
ache
- +| |- +| |- + T~ A
y —> gl
X

A
o
v
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Die gesamte Polarisationsladung Q,, ist die Summe der molekularen Teilladungen Q. uber die

gesamte Querschnittsflache A
Q,=D.Qn=pAs=NgAs

Das elektrische Polarisationsfeld EP ergibt sich aus der gemittelten Ladungstrennung +Q,

und -Q,, aller Elementarladungen g, der Elektronen
= __1 % ¢
Ep = g, A ©x

Die Auslenkung s der Ladungen ergibt sich aus dem Kraftegleichewicht des an q,

angreifenden E-Feldes und der innermolekularen Riickstellkraft, welche in erster Naherung
linear mit einer Ruckstellkonstante r (analog der mech. Federkonstante) beschrieben werden kann

= — . . E
F=q.E=rs - \s:qer
Damit ergibt sich fur E
_ B} Ng.,As . E
Ep:'i&ex_' 1 9e/ S X:-iqu 9e
o A €5 A €5 r
2
—)Ep=-iquE
gg I
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Das Gesamtfeld E setzt sich also aus der Uberlagerung des durch die Ladungen auf den Eektroden

des Kondensators hervorgerufenen EQ sowie dem uber alle Molekiile gemittelten EP zusammen

L N g2
E= B -~
Sor

E

Daraus ergibt sich

. Ng? ) -
EQ:(1+ quE
€pf

—

und schlieRlich mit der Definition von D = g, E

Die relative Dielektrizitatskonstante hangt also von der Dichte N der Molektile
sowie von deren Ruckstellkonstante r ab.
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3.2 Satz von Hullenfluss und Symmetrie

Erzeugung der elektrischen Verschiebungsdichte D durch Raumladungsdichte p

— X y 7z —
> |div D=p| — a By t 5T p(X,Y,2)

partielle DGI

Maxwell

— : : df
Berechnungsmethode von D im Falle einfacher Symmetrien:

[divD-dv = [pav

Vol Vol Vol
mathematisch J Gauld'scher Satz
aquivalente
Darstellung _ _ _

@ D.df = J' o dv 1) Wahl eines geeigneten Koordlnaterjsysteims
F - 2) Wahl einer geschlossenen Integrationsflache

,Satz vom Hullenfluss® T

Gesamtladung Q im Volumen ,Vol*
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Kugelsymmetrische Ladungsverteilung: Kugelkoordinaten

Symmetrie von Kugel und Ladungsverteilung

— D = D,(r)e, konstant auf Hiillfache

Flache F(r)
Volumen
Vol(r)
/) _ o
Po 4 1S
Gesamtladung
Q innerhalb
Kugel mit
Radius r,
Kugelsymmetrie:
Po =TI
P 9.9)=p()= 1 o (o

AulRenfeld fur r>r,

g)f)-df: _[ pdv—o>D -4xr?=Q

F(r) Vol(r)

- D
E= — |E, = Q >
€, At g€, I
- = qQ
F=q-E->|F, =
a =4 Y Amegg, r?

Folgerung der Kraftgleichung
aus den Maxwell - Gleichungen

a7



Feld innerhalb der Kugel

Dr ) @ = pO
Kugelflache
_ Po
D(r)="—7r
(r) 3

4x

2

a

fér > sin § d8 d = p, jjfr2§in9d9 dep dr
0 M 000 M

4x

Kugelvolumen

48



Feld aul3erhalb der Kugel

j- o(r) dv Vol(r-r,)
Vol
= j p(r) dv + j o(r) dv @
Vol(ry) Vol(r-ry) VOI(rO )
= Po _" dv+0 J' dv
Vol(rp) Vol(r-ry)
At
= Po ? I’g
=Q

D, -4m r? =po-ﬂ Try

L variabel L fest

3
r Po
P0=5 ¢ o NES
2
<_, r




Umkehrung: Berechnung von p(r) aus gegebenem D (r)

D=D, € innen divD= L. Q(rz 'Dr) Divergenz in Kugel-
r’ or koordinaten
< I’0
_ 1 é(rz Po r)
-2
r< or 3
= L1po o
r* 3 or
= i.p_O.S.rz
r’ 3
= Py — |div D=p
(ged)
. ~ 1 0(., Q
D= Dr er aul3en div D B r_z a(r ’ 4ﬂ;r2)
. > ——
= Q2 €, r=1T =0 — |div D=0
4mr

(ged) gq



3.3 Ubergange an Grenzflachen

E,
E, Berechnung der Tangentialkomponenten:
- 0B - N
€ —_ — —
1 rot E=-—" —>jFrotE.df_gSSE.ds_-EIFB.df
,Maxwell*
Isolatoren ) T D S 4 =
opt. Linsen Grenzilbergang Ah—0 §E-d$ =E,-ds, +E,-ds, =- > Ah_[ 0B.df =0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—
’ N

E =Eé +E & i=1.2

. Wegelemente ds;: E

. ~ ~ ~ Medium 2 d§1
— E,-ds, = (E.6, +E,€, )-ds € =E, ds Medium 1
— E,-ds, =-E,-ds Flache F= ds- Ah

— E,-ds-E,-ds=0 —> [E, =E

t1 t2

Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke ist an Grenzflachen stetig. >l



Medium 2 Berechnung der Normalkomponenten:

~Maxwell"

Vo divD=p —|[divDdv=§D-df= [padv

Volumen V = df - Ah wird durch Grenzflache durchdrungen

Boden- und Deckelflachen df senkrecht auf Grenzflache
Medium 1 Ho6he Ah mit Grenzibergang Ah - 0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:
D.=De,+D.e, =12
Oberflachenelemente df :
oben: df =df-e_
unten: df =df(-€,)
Rand: Ah - 0 —» F,, =0
$D-df =D ,df - D, df +0= [ p Ahdf = [o-df

Vol ‘

— |D,,-D, =0

freie Oberflachenladungsdichte

Die Normalkomponente der el. Verschiebungsdichte macht an der Grenzflache einen Sprung
gleich der freien Grenzflachenladungsdichte. Sie ist stetig, wenn o =0.



Vorausgesetzt D=¢g -¢,-E

D,=D, toc

n

80 8r2 En2 = 80 8rl Enl + o)

wenn o =0 folgt: E, fu E..
8r2
Etl En2
En Die Richtung von E und dessen Feldstarke

€.=2 | g,=1 andern sich an Spriingen der Dielektrizitatskonstanten




Felder an Leiteroberflachen

,otetigkeit der Tangentialkomponenten®

m

i

|

Eta
0 -E,=0
0

i
- |E.

,otetigkeit der Normalkomponenten®

,Ortsabhangige D.-D,=c
Flachenladungsdichte e. e E_-¢ 8 E =0
. __ ©
Ei =0 Ena - € €
L . ra o AulRRenfeld steht
da J=xE; und J =0 Sl =5 5 immer senkrecht
° g, &g, " auf Metalloberflache!!
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Def.

E=-grad ®
__ 0D
By = OX
__ 00
Ey— By
__ 00
E, = 0z

3.4 Potentialfunktion

Definition der Potentialfunktion; Dimension ist , Volt"

Das mathematische Skalarfeld ®(r), auch Potentialfunktion genannt,

beschreibt vollstandig das reale physikalische elektrische Feld E.
Das Potential @ selbst bewirkt keine mel3baren Kréafte;
es ist nicht eindeutig bestimmt.

Der Nullpunkt (Erdung) ist wahlbar durch eine beliebige Konstante C,
ohne das durch das Potential beschriebene elektrische Feld zu verandern.

it

= -grad @, ()
= -grad (@,(F) + C)

= -grad ®, (r)- grad C
%/_/

0
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Die Einfihrung der mathematischen Hilfsgrof3e des Potentials erlaubt eine

einfache Berechnung des Wegintegrals _"E-dé

il

ds B
Integralsatz der Mathematik: Weg 1
Das Wegintegral tber den Gradienten eines Skalarfeldes
vom Punkt A zum Punkt B ist gleich der Differenz der
Werte der Potentialfunktion an den Punkten B und A
unabhangig vom integrierten Weg zwischen den Punkten. A Weg 2

B

Damit wird ¥ (B) - ¥(A) = [(grad ¥)-ds

~[E-d8 = +[grad @65 =@(F)- ®(7)

H o wichtig ist nur die Potentialdifferenz an den Orten 1 und 2,
-IE-d§ = CI)(FZ) CI)(*) nicht der Verlauf der Potentialfunktion zwischen ihnen:
f ,wegunabhanqgig“




E(r) = - grad @(r)

A

Differentielle Darstellung

2

—‘F‘%E-dé = +_F[grad ®@-ds

_%(o® . oD . oD .
—I — e +—¢e +—¢€,
OX oy 0z

eswar ds =dxe, +dye +dze,

= J' oo dx+6£ dy+a£ dz
OX oy 0z

Integrale Darstellung

)-d§
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Aquipotentialflachen

CI)(F) = const. Definition von

Aquipotentialflachen

——

my

E

my

——> —»ds L E

Aquipotentialflachen stehen senkrecht auf den Feldvektoren des
elektrischen Feldes
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Arbeit im elektrischen Feld

Aufgabe:
welche Energie ist notig, eine Probeladung Q' vom Ort 1 zum Ort 2 zu bewegen?

T1!
I
Q
m
i

AW, = ]z'lf ds = Q']Z'E ds = Q'(@(r)- (%))

AW, hangt nur von r, und r, ab, nicht aber von der Wahl des Weges dazwischen.

Es wird keine Energie auf Wegen entlang von Aquipotentialflachen verbraucht.

= Q' - @ (r) nennt man die potentelle Energie einer Ladung Q' am Ort r

physikalische Bedeutung aber Nullpunkt fiir @ willkdrlich
hat nur die Potentialdifferenz — grad (® + C) = grad @
zwischen zwei Orten 1 und 2
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Potentiale an Leiteroberflachen

An Oberflache gilt:

®(T) = const. E, =0 esgibt keine Tangentialkomponenten
auf Oberflache

— |® = const.

B Oberflache ist Aquipotentialflache
o(r) = const.

auf Oberflache = —
— |[E=E_n

n

Feld steht senkrecht auf Oberflache
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3.4.1 Eine Punktladung bei r =0

Berechnung von ®(r) aus bekanntem E():

r

r
®@(r) - ®(w) =-|E-ds =- dre )= - dr
(-0 g y SN -
_ 1
r e 0}
_ }
471:8 €0
willkarliche, aber praktische Festlegung:
CI)(oo) =0
Q1 Q- @(r): potentielle Energie einer Probeladung Q'
—|@(r) = Ame e, T im Feld der erzeugenden Ladung Q

(Arbeit, an den Ort r aus dem Unendlichen
zu kommen)

Coulombpotential einer Punktladung
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Umkehrung : Berechnung von E(r) aus bekanntem ®(r):

I E(r)

__— ®(r) Aquipotentialflachen sind hier Kugelschalen um Q

A

»
»

Kugelsymmetrie

CI)(I‘, 39, (p) = CI)(r) -_Q 1 Kugel-

dre e, T koordinaten
E=-grad ®
g oo (r) 5 1 00(r) s 1 o®(r)
Cooor r 09 °rsind 9
=+ Q izér
dre e, I
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Welche Energie ist nétig, die Probeladung Q' von I, nach r, bei einer Punktladung zu bringen?

F=Q"E - AW = _Filf.dé = Q']%E-dél

AW = Q- (0(R) - ©(r,))

\

~

es genugt die Kenntnis nur von
®(7) und ®(F)

Potentialdifferenz

[Eme) ds ds
f .
E / "
I(Er(r) &) (er dr+ €, #d9 + €, r (p) ) \./ .
r, d(r)~1/r
Q 12 dr = Q (1_1) Kugelkoordinaten ")
Aneg, | T Ame g, \ I 1, ~Symmetrie” v
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3.4.2 Viele Punktladungen

Potentialfunktion einer verschobenen Punktladung bei r

L

AZ

Potentialfunktion von N Punktladungen

allgemein
gilt:

o

F

) =

4dme g,

e

i=1

Q

— |

Beachte: Vorzeichen der Q.
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Der el. Dipol besteht
aus zwei entgegen-
gesetzt geladenen
Punktladungen (+Q, -Q)

im Abstand d mit

Ques = +Q-Q=0.

LAsung fur
Dipol

3.4.3 Elektrischer Dipol

A 7

+d/2

'

-d/2

(R, ¢,2)

1

1

4 \J(z- 9) +R J(H%):Rz)

zylindersymmetrisch

= f((p)
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el. Dipol aus grofRer Entfernung gesehen
1 1 1 1 1

— I~ —_ —

\/(z—%)2+R2 \/(zz—z-d+d%)+R2 Nrf-z.d T zd

r.2

( L z1+§+-~] Nebenrechnung

—— - %)
\/(z+%)2 +R? ' ar

Ubergang auf Kugel- o _ Q@ 1, z-d , z-d)_ Q-z-d
koordinaten @ (r, 9, @). Aneg, T 2r? 2r Ang g, -1
Wegen Symmetrie _
um @ gilt q)(r, 9) mit z =r-cos 9 folgt:

Q-d-cos 9

— [P0 = Amg g,r°
r~o




®=0 far =90

® <0
A (D(r’ S.)
9 | T Symmetrie
a % n e
N/

¢
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d cos 9
D (r,9,0) = Q > Kugelkoordinaten
41 e g r
E =-grad @
. 0P . 1 o0 1 oD
=-e — -4 - — -¢€
or r o0 *rsin8 o¢

1
*rsin9

Qd 0 (cos&)
Admte g OQ r

1
@!
1

_ Qd 2cosSé_l_ Qd smSé

E9)=
(r:9) 4Te g r 4Te g

I
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3.4.4 Coulomb - Integral

@,(r) = 1 Q eine Punktladung Q;
Ame.g, |I-f] an Stelle ¥
N
o) = —— Y 2 Gesamtwirkung aller N
Ameg, = |r-T Punktladungen Q,

Ubergang auf Kontinuum: viele Punktladungen fein verteilt

— Ladung AQ, im kleinen Volumenelement Av, an Stelle t

AQ, = p()Av,
v o)
o p(r)A

— O(r —

(r= 471:880 ,21: \rr,\

r dv
— |®(r) = _[ pUr ) Coulomb - Integral
4'Jt8 €0 ol




) 1 p(F') Methode zur Berechnung
@(r) = _[_U ~ dv' von ® bei gegebener

Ame € -1 - o

r7o Raumladungsverteilung p(r)

Coulomb - Integral

Summation liber Jaufender” Punkt

alle p(1") dv’ dQ =p(r) av
—— Integration x
p(r)—
tber den X @(F)
gesamten

Messpunkt an der festen

Raum mit laufender
Stelle

Koordinate r'

Koordinaten Ursprung



®(r)= ; IF(_

dmte

]

F') dv'  und E(D = - grad ®(7) < numerische Differentiation

schwierig

Abhilfe: direkte analytische Differentiation

— E(r) = - grad
(®)

1

FI
(_ ) dV} unabhangige Variablen ¥ und r'

— Vertauschung der Operationen

(F')\ auf ¥ und r' erlaubt
dv'
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Nebenrechnunq

grad

F-r]

1 _, -F' = (x-X) &, +(y-y) €, +(z-2) €,

-1 |= \/(x X' +(y-y') +(z-2')°

. 0 1 . 1
e, +€e

0
OX Jx-x) +(y-y) +(z-z)> Oy i

NA
e ( 1) 1 = 2(x=Xx")+ ( 1] — 2(y-y)+e,-
Jox +(yy) +(z2) 2) -

1

. 0
e_
‘oz

l

(x-x) L -y)_ (22
" ooy R A

g.e.d.

12



. pr -r' '
— E(F):+4ng-[ ( ‘ )dV
- 1 p(x,y',z") (x-xX)dx' dy'dz" _
E(,,):— ex
T e m((x XY+ (y-y) +(z-2)) 2
L1 m p(x'y'Z) (y -y)dx'dy dz -

ame (X (y -y + (2 -20)F

1 p(x",y',z") (z - 2') dx' dy' dZ'
+ —
Ame m((x XY+ (y Y)Y+ (2-2))

Keine numerische Differentiation mehr notig.
Numerische Integration ist problemlos
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Zusammenfassung

—

= Gaul3 N. df = wenn P gegeben Satz vom
div D = D-df= | pdv .
P H(L-Ee ol und Symmetrie Hullenfluss
D =¢g¢,E - - _Q 1 Feldeiner
Maxwel " A4meg, 1’ Punktladung
2 2
—[E-ds=[ do
= _ 1 1 . Q 1 Potential einer
E=-grad® ~ B = 4nee, |F-T] Punktladung am Ort r
Def. Potential o
Viele Punktladungen;
Ubergang Kontinuum
do(F) = — p(r) dv
Anee, |F-T|
o(F) = 1 p(T dv’ Coulomb-
Ame €, -1 Integral

p beliebig, Geometrie beliebig

—

D, E

74



3.5 Elektrische Feldenergie

3.5.1 Enerqgiedichte

Das elektrische Feld im Raum tragt an seinem jeweiligen Ort eine gespeicherte Energiedichte,

welche proportional zum Quadrat der Feldstarke ist.

W = 1 E.D Energiedichte des elektrischen Feldes
° 2
W, = _[We dv gesamte elektrische Feldenergie im Volumen V
\%
Einheit (w,) = .25 - Joule
m m m

—

wenn D=¢g_ g, E gilt, dann folgt:

— 8r80 2
w, = =L E
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Veranschaulichung der Energiedichte des elektrischen Feldes

d
N /Flache A
( E.(t) \
+Q(t) [ V] -Q(1)
_ vy 1(t)
)\ 1) U(t)

E Abschaltbare Stromquelle

Kondensator ohne Dielektrikum
wird allméhlich aufgeladen:

E,0= - 2
> UM =2t 1 QO

I(t)

lo

t, ]
Q(t)
Qo
t, ]
U(t)]
U,
tO

I O<t<t
Ity=1<" °
0 t>t,
t
I O<t<t
QR =<° °
(1 d
€ Aot
U(t) = « q
t __'_loto
€y A
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Aufgenommene elektrische Leistung:

1 d1v0, o<t<t,

Pt)=U@®) I(t) = {&c A
0 t>t,

Aufgenommene elektrische Energie nach Aufladung t > to

Ly to

Wy, = [P() dt = 1 1d

22 = £ L 0
070 2 ¢, A

Q3

1
2

EyO = Ey(tO) = &g T —> QO — € A EyO —> WUI =

g0 Eoy Ad

Aufgebaute elektrische Feldenergie nach Aufladung: W, = _[we dv

Ey raumlich konstant im Kondensator mit Volumen Ad —
! !
Energiesatz: W, =W, —>w,Ad= % go Eo, Ad
- |w, = % eo Eco| elektrische Feldenergiedichte

W, =w,Ad
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d Abstand

+—>

» /

+Q o> -Q

A Flache

dF, =dq - E, Kraft auf Ladung dq

Allméahliche Selbstentladung des Kondensators

Ladung q(t)

Ladung dg wird von + nach - Platte gebracht Q
Entladung in kleinsten Portionen Eyor_

Entladung

dW =dq - E, -s die dem Feld E, entnommene Arbeit

— z.B. kinetische Energie, Joulesche Warme

Freigesetzte Energie zur vollstandigen Entladung; innen kein Dielektrikum — &, =1

Id TE (9)-s-dq

eswar. D,(Q)=06= %

° _ Q
= T 9 d dq = d lqz - EyO(Q) - 8—A
7 €0 A g, A2 . 0
q
_ d 1 2 - E (q) = 1
- € AE(SO A EVO) ’ €&y A
1 1 Freigesetzte Energie
S>|W=dA-Z g E? — 2
vo 2 %o Syl W, 2 € Eyo = (Feldenergiedichte) . (Volumen)

76



Einfluss eines Dielektrikums

Die gespeicherte Feldenergiedichte des elektrischen Feldes ist w = % €, E?
Warum ist die gesamte Energiedichte w , . = % D-E-= % g0 Eq E>W.?

Antwort: Es besteht ein zusatzlich gespeicherter Energieanteil in den Molekulen
hervorgerufen von der elektrostatischen Ruckstellkraft der getrennten Ladungen

- Kraftgleichgewicht im Molekiil: F=q,E=rs
Q

+Q | —%] -Q

Hier ist r die elektrostatische Ruckstell-Konstante

o C? B proportional zur Auslenkung der Ladungen im Molekill
4
Y T_, ., FE Auslenkung Elektronen durch E: s=q, E/r

S S
Gespeicherte Energie pro Molekiil: W__ = _[Ifodé = Iré'-dé' = % rs
0 0

I



N[

Gespeicherte Energie pro Molekdil: Wy, =

Bei N Molekilen pro Volumeneinheit ist die gespeicherte Energiedichte w

2
_ _ 19 2
W, =N-W_, =N > Te E
ist die Summe der reinen Feldenergiedichte w

Die gesamte Energiedichte w g
und der in den Molekulen gespeicherten elektrostatischen Energiedichte w,

JEZ:%SO g, E°

_ 1 1 Ng2 _,_ 1 N g
Weges = 5 80 B+ 5 72 EP = 5 5 (l+ €0 I

~ ~| Hier versteckt sich in D bzw. g, die zusétzlich in den Molekiilen
gespeicherte Energie der elektrostatischen Ruckstellkraft

N~
O
m

—> |We ges
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3.5.2 Feldenerqie einer geladenen Kugel

Gesamtfeldenergie
= Feldenergie innen
+ Feldenergie aul3en

W, = I w dv + _[ W, adv

r<ry r>rg

(r<r,)

(r>rp)

$D-df = [pyav
Maxwell
3

— D, -4qr® =p0-£71:r3 =Q r_3 mit p, = Q

3 [ 4 3

— Tl

— innen E, = i%

4dre 1,
— aullen E_ = iiz

4Ate r
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Berechnung der Feldenergie im Inneren

1

W, = _[ w,dv = _[ ¢ E’dv

e - Q
e
fy 2
- W, :J'J'
00

1

_Eg
V\/ei:1

2

r<ro

r<ro

© 1 2 2 .
J'—a Q > r—6r25|n3d9d<pdr
0 2 (4758) r0

2 Mo 4

Q 22 ZTCI—Gdr
(471:8) o o

2 1 5|° 1 Q% 1 1
@ 1y w1 11
dme S Iy |, 2 4ne S5 1,
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Berechnung der Feldenergie im AuReren

T 2
jla Q12 5ing ds de dr
0 2 (4758) r
2 00
= Q 5 2 ZRI 12 dr
(4n8 o T
2 © 2
1y Ly sl Qt
dme \ T ), 2 4me T,
2 unabhangig Vorzeichen Q
+ Wea = i (1"'1) roportional }/
2 4me 1, prop I




es war: Relativitatstheorie:

W...=m, c’
eges 4758 ro eges el
3 Q° 1 1 _ :
My == — — — Massenbeitrag des elektrischen Feldes
S 4ne 1, C
Uberlegung:
- Elektron hat Masse m, =9.1 -10-3! kg
- welchem Radius r, entspricht diese Masse?
> q. =-1-6-10" A-s
p=o 1 £ =8,8-10"2 A-s/(V-m) -, =17-10" m
5 4me m.’ !

c=3-10° m/s

Hier versagt die klassische Physik

WIDERSPRUCH ZU
STREU-EXPERIMENTEN
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Beispiel Uranspaltung

@
l

EKin Ba —

56 +
Ba

<
<

Gy

EERTEERN
@, | @)
@)

freigesetzte Energie:

1kg — E

1 Atomkern

=25 . 10° kWh
20000t TNT

Kin

— E,,=3.2-10" Joule

= EKin Kr

36 +
Kr

83



Q, =92q, r, = 10" m

U

Q.. =56 q, ., = 0.85 - 10" m
Q. =360, r, =~ 073 -10" m

WeU :WeBa +WeKr + E

Kin

2
e

5> B, =2 % 1 (92 - 567 - 367)
S5 4me 1
— E,, ~ 5.6 - 10" Joule 'Maxwell

Exinop = 3-2 - 10 Joule "Experiment”

Elektrisches Feld im Urankern ist
wesentliche Quelle fur 'Kernenergie'

}

~

'y
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3.5.3 Feldenergie von Anordnungen metallischer geladener Leiter

—

W, = %J‘E.de

1 .
—-Ejgrad ®- Ddv

= -%{jdiv(@ D) dv-[ @ div D dv } (div(® D) = @ div D + D-grad @)

Mathe
1 .
=-—19D D-df-| ® p dv -
2 {i) ‘[ P } (d'V D= P) Maxwell
W = lj'q) p dv Feldenergie im gesamten Raum,
C 2 dargestellt durch Potential und Raumladungsdichte

Integral Gber Raum nur dort nétig, wo Raumladung vorhanden
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. 1
es war: _ L .
W, =2 [@-pav

Feldenergie im gesamten Raum
berechnet Uberall dort, wo p#0

Spezialfall metallische Leiter

— Pimen =0, aber Flachenladungsdichte auf Metall-Oberflache
— ® =const.  auf Metall-Oberflache

bei N Leitern gilt: da p =0 aul3erhalb der Leiter, Integration nur in Leitern

R p nur auf
W, = ?kZ:;ICDk Py dv metallischen
Leitern
1 N
- _°2(I)k°_“pk dv
2 k=1 _)Qi ’
1§ sonst Null
We = EOKZ;(I)"'QK Leiter ©=0

86



3.6 Kapazitat C

In der Elektrodynamik gibt es zwei Beziehungen von Grof3en, die durch die gleiche
Proportionalitdtskonstante C verbunden sind.

» Die Ladung Q mit der Potentialdifferenz bzw. der Spannung U

* Die elektrische Feldenergie mit der Potentialdifferenz bzw. der Spannung U

Q=C-U zwei mit +Q, -Q geladene
I metallische Leiter

We=%C’U2 U

Die gemeinsame Proportionalitdtskonstante C heil3t Kapazitat



Definition der Kapazitat C:

C Af U,
c_|9l @HaﬁE-(jlf
U j'Eods
- |
ds =
E S

Kapazitat nur Funktion der Geometrie
unabhangig von E

Berechnung von C

—

- suche E als Funktion von Q
- berechne ®,—-®, = U, aus E als Funktion von Q

- dividiere Q durch U,
- Voraussetzung: gleich starke entgegengesetzte Ladungen: +Q —-Q =0
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3.6.1 Kapazitat eines Plattenkondensators

2
_ (B e — _Q _~_
Ciche A Q,-0, = _[Eds— E-d c=-=D=¢E
E=i > U= i d C:g_) :ﬁ
e-A € U d
3.6.2 Kapazitat eines Kugelkondensators
ra_> ~ [ Q Q la 1
O -D =-|Eds=- dr=-— | =dr
= -! -!41tsr2 Ame -!rz
U= Q (1} .. Q (1.1
dne \ 1), dre \r 1,
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— - ——>

3.6.3. Kapazitat eines Zylinderkondensators

dvD=p [divDdv=[pdv—[Ddf=Q

Symmetrie: D =D_er D -£-2m-R=Q
_ . e-E,-(-2n-R=0Q
Zylinder: df =dz R dg €, i
_ Q 1
E,= — =
2nel R
R, - Q
©,-® =-[Eds=-——InR[>
4 2nel |
AD = 9 n Ry
2nel R
2n-g-{ .
o c= 20 Kapazitat des
= ‘_ In (Ra) Zylinderkondensators
U R
C_ 2rm-¢ . .
7 TR Kapazitat pro Lange
In (Ra) des Koaxialleiters

far (>R,
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3.6.4. Verallgemeinerter Kapazitatsbeqriff fur Vielfachleiter

Bisher zwei Leiter

Q:CU
=C-(®,-,)

Jetzt ein Leiter

=4mer,

_T. i (r)

Kapazitat C ist die Proportionalitats-
konstante fur Zusammenhang
zwischen Ladung und Potential 91



Kapazitat dreier Leiter (z.B. Hochspannungsleitungen)

Leiter 1 Leiter 2
[
[ \2\
—_

\M
Leiter 3 Teilkapazitaten der

Leitungen untereinander

A

1 L — Teilkapazitat der
Leitung zur Erde

®,=0 . . y
° WIM geerdetes Referenzsystem
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Symmetrische Ladunqgsverteilung

z.B. Platten-, Koax.-, Kugel - Kondensatoren

Ladungen gleichméafig auf Oberflache verteilt

o = const.

Symmetrische Anordnung
—  Satz vom Hillenfluss nutzbar
<j'>a E-df = Q

L, Berechnungvon E =E(Q)
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Unsymmetrische Ladungsverteilung durch Influenzladungen

Aufgabe: Berechnung von ® aus gegebenem Q

- o0 =7 # const. "Influenzladungen" ; KEINE Symmetrie
— Satz vom Hullenfluss oder Coulomb—Integral NICHT nutzbar

+ Feldlinien senkrecht zur Oberflache
+ @ = const. auf Metallen (Aquipotential-Flachen)

— Methode Laplace GIl. moéglich (siehe Kap. 3.7.1)
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LOosung der Aufgabenstellung mittels Potentialkoeffizienten

Fragestellung wie bisher

Q, = vorgegeben
®, = gesucht

l

LOsung mittels
numerischer Methoden
(schwierig)

P

©,=0 m

¢i — (D|(Qk)

Losung ist eine lineare Funktion von Q /

3
@ =Y .PQc| Potentialkoeffizienten Py
k=1
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LOosung der Aufgabenstellung mittels Influenz-Koeffizienten

©=0 mm

Losung ist eine lineare Funktion von @ Q =Q(D,)

Frage

®. = vorgegeben

Q,= gesucht

l

LOsung mittels
numerischer Methoden,
siehe Kapitel 3.7.1.3

l

Ci« = Influenzkoeffizienten:;
es sind Kopplungskonstanten,
keine echten Kapazitaten
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Unterschied von Kapazitat des Kondensators und Influenzkoeffizient

.
o, O Q= _(‘;I(t) dt
*Q “ -
— ) | u Kondensator, ,echte” Kapazitat
-Q ~ ~
o] Q=C-(®,-®,)=C-U Q,=-Q,=0Q
L ¢ Kapazita ,Spezialfall”
q)1 —
Ql g Ql—C11CID1+C12CI)2 Q1’ Qz
Q2 — C21q)1 + szq)z belleblg

Lcik Influenzkoeffizienten ,allgemeiner Fall
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Die Ladungen sind eine lineare Funktion der Potentiale:

(Ql\

\QN J

(q)l\

\CNl R CNN)

Ci. = Influenzkoeffizienten;

es sind Kopplungskonstanten,

D

keine echten Kapazitaten

Ladungen Q, der Leiter i
Potential @, im Leiter k



Die Potentiale sind eine lineare Funktion der Ladungen:

((Dl\

\ D)

(o

\ Pn1

P )

/(21\

ONINY.

N
o, :::E:pm’(?k
k=1

\Qn

P, - Potentialkoeffizienten

Potential @, im Leiter |
Ladungen Q, der Leiter k

{Pi} ist die inverse Matrix von {Ci}
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Tellkapazitaten C..

@- ©.

,echte” Teilkapazitaten C =C
sind wie beim v
gewdhnlichen
Kapazitatsbegriff
die Proportionalitdtskonstanten - a 1 o
zwischen >~ N Ol
Spannungsdifferenzen C, =Cy
und Ladungen C,

— ,erwunschte” Darstellung:

Ql = C11 (I)1+C12 (q)l_q)2)+C13 ((I)l_q)B)
Q,=C, (®,-9,)+C,, ®,+C,, (P,-D,;)
Qs = C31 ((I)3 _¢1)+C32 ((I)3 —(I)2)+C33 (I)s
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Teillkapazitaten

erwunschte" Darstellung bisherige Darstellung mit
mit Teilkapazitaten C; Influenzkoeffizienten {c}
ij
Ql = C:11 q)l +C12 ((I)l _¢2)+C13 ((I)l _(I)s) Ql =Cpy q)l +Cy, (I)z +Cy3 (I)3
QZ — C21 ((I)Z _q)1)+C22 (I)Z +C23 ((I)Z _(I)3) QZ - CZl q:)l +CZZ q)Z +C23 q)S
Qe = C31 ((1)3 —(I)1)+C32 ((I)3 _®2)+C33 (1)3 Q3 = Cy q)l +Cs;, (I)z +Cg;3 (1)3

‘grof3e” C; @ alles "kleine" c;

Kapazitaten ‘

Influenzkoeffizienten
Q, = (C+C,+Cy,) @,- C, @,-Cy; O, nicht Kapazitaten
Q, =(C,,+C,+C,) ®,-C,, ®,-C,; @,
Q; = (C;,+C,+Cy3) @,4- C,, @,- C, D,
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erwunscht”

Q, =(C,+C,+C;) @,-C, @,-C, D,

,bisher”

Q,=¢, ®,+C,, ®,+Cy; D,

=(C,,+C_+C.,)D. -C, D -C ., D —
Q, = (Cy+Cp,+Cy) @,- C;, @,-C,; @ Q,=c¢c,, ®,+C,, D,+C,; D,
=(C,,+C_+C,.)D.-C,. ®.-C,, © —
Q; = (Cy +C5, +Cy;) @5- C, @,-C, @, Q;=¢C; @, +C,, D, +C,; D,
Koeffizienten-Vergleich:
C,=-cC _ _
Clz 12 C11 — Cyp _C13 =Cyy - C11 =Cp + Ci, +C13
=-C - —
C13 13 —Cy + C22 —Cy; = Cy - sz = Cy, + C, +Cys
= - C _ _
21 21 —Cg -Cspr + C33 = Cg3 - C33 = Cg3 + Cs +Cy,
C23 =-Cy
C
C

N
- Cik = Ci und Cii = z Cix

wobei |[c, =c,
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Zusammenfassung

Bestimmung der Teilkapazitaten C;

1) Bestimmung von Q. als Funktion von @&, mittels numerischer Verfahren

Q = {c,} @, Influenzkoeffizienten - Matrix {c,}

2) Ermitteln der individuellen Teilkapazitaten C,

-Ci
N
Z Ci

k=1

Cy =
Ci =
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Beispiel: Berechnunqg der Gesamtkapazitat von Doppelleitern

Coes Frage

®. = vorgegeben

D, @, Q.= gesucht
C12 / l

U, Lsung mittels
numerischer Methoden,
siehe Kapitel 3.7.1.3

l

Q =Q(d,)

O
[
I
(=
C

]
|

O

> Q= Zcikq)k

C.. = Influenzkoeffizienten
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Gesamtkapazitat - Teilkapazitat

Fur 2 Elektroden mit N=2 gilt:

C12 = -Cypy
C11 = C);; +Cyp,

C22 = C22 + C21

1 C..C., —C,.C
— — 11¥ 22 12~21
C,c =C, + (:geS

— 4 — C11+C’22+C12+C21

Die effektive Kapazitat C_., zwischen

ges

zwei Punkten setzt sich aus den Einfllissen
aller Teilkapazitaten zusammen.
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Bewels: C

Cll C22
C — C + 1 — C + Cll C22 — Cll C21 +C22 C:21 + Cll C22
es 21 21
° 1 + 1 Cll + C22 Cll + C22
C11 C22

'(011 + C12)021 '(C22 + C21)C21 + (C11 + C12)((:22 + C21)
Cjy ¥Cpp +Cy +Cy

-C1,Cy - C1,Cyy - C,Cy, - Cy Gy + C1.Cp + C1.Cyy + C1,Co + C1,Cypy
Cy t¥Cpp, + Cyy +Cyy

— C1Co = CyyCy g.e.d
Cyy ¥Cyp TCpp ¥Cyy
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Alternative: Berechnung mittels Potentialkoeffizienten

@, = f1(Q11 Qz)

(DZ = (I)z - fz (Ql’ QZ)
S
L
> q)l = pll Q1+p12 QZ
D, =Py Q4P Q;
C, —— 0, U, —_— C,,
zz: Potentialkoeffizienten p,
D = P Qx - -
% o v v ® k=1 mit {pik}={cik}
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D, =py;,Q; +P1.Q,
D, =P,Q, +P,Q,

Q =-Q, —» D, = (Py;-P12) Q,
D, = (P;-P2) Q

Spannung U,, =®,—®, zwischen Leiter 1 und 2

U12 = (pll - plz) Ql - (p21 - pzz) Ql
= (pll + Py =P — p21) Ql

Matrix — Inversion: p = ¢

|

C1.Cp —C,Cyy
Cyy+Cyp+C, +Cyy

1
P11+ Pz —P1 =P

Q
U12

— [C.. =

ges
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Beispiel: Berechnung der Gesamtkapazitat von Dreifachleitern

/Cges=?\ O/ Cges\o
ClZ
Q, ® i \f Q. ! | :

C12

v
@)
&
O
&

L LI
Q,
—_—C, =—F/—C, =/ C,

L
(1) Bestimmung {c,}

(2) Teilkapazitaten C, =-c,
N
C; = Zcik
k=1

@ Serien/Parallel-Schaltung — C___
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Alternative: Berechnung mittels Potentialkoeffizienten

D, = p;,Q; +P,Q, +P;Q5
D, =P,Q; +P,Q, +P5Q5
D, = P3,Q; +P3Q, +P3Q;5

(1)1 = p11Q1 _p12Q1 = (pll _plz) Ql QZ : ;)Ql
(I)Z = p21Q1 _pzle - (p21 —pzz) Ql Q3 -
@, =p,Q,-p.,Q, = (P, —P,) Q, — Null bei Symmetrie p,, = p.,

U12 = (I)l - (I)2 = (p11 Py, =Pyt pzz) Ql

1
P11+ P2 — P12 =Py

C:‘g‘ =
U
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3.6.5 Zusammenhanqg gespeicherter Energie mit der Kapazitat

bisher:
gespeicherte Ladung Q=C-U
letzt:
1 1 O?
gespeicherte Energie W, = > C U? W, = > %

= Verallgemeinerung auf viele geladene Leiter
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Eswar: W, =

N | =

N
k=

1 N N . N
(I)ka - We = EZ Z'pik 'Qi 'Qk mit (I)i = Zpik ’Qk
i k=1

1

Die Feldenergie ist eine quadratische Funktion der Ladungen.

N N N
Oder: W, = %Z 0Q - |W.= %Z Z’Cik ‘DD, Q = icik - D,
k=1

i=1 k=1 k=1

Die Feldenergie ist eine quadratische Funktion der Potentiale.

Vorteil:
Das Feld muss nicht im gesamten Raum bekannt sein;
es genugt, ® auf den Elektroden zu messen.
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Gesamtkapazitat fur [N=1

Q, =c, ®, entspricht . Q=C-U
es war fur Teilkapazitaten \
C‘k =-C,
i i — @
N —> C,=cy, G '
Ci = Zcik
k=1
_ pe ®, =0
Feldenergie des Kondensators:
1 v
We = E (I)lQl
1
1 1 W, = = Q°/C
= E (I)l (C11 q)l) = E (pll Ql) Ql © 2 Q
1 1 .
zacllq)f :Ecli Qf I
1 1
W, = > C, @’ =3 Q?/C,, entspricht . W, = % C U?
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2| mit Hilfe der Gesamtenergie

Berechnung der Gesamtkapazitat |N

Weg zur Losung tber @ =f(Q)

u
(I)l 21

\
@, = p,,Q, +p,Q, @
ulO

D, =p,Q, +P,,Q,

EEEE

1 1 1
W, = 2(puQ} +P,QQ +PAQQ, +P,Q;)  + W, = 23 0Q, = Z(®Q,+2,Q,)
k=1

fir Kondensator gesetzt: Q, =- Q,

1 2
— We = E(pllQl + Py, (_Ql)Ql + plel(_Ql) gl O (_Ql)(_Ql))

1 .
= E(pll+p22—p12—p21) Q’ « Gesamtenergie
1 Q2 1
W,==- — = Cy, = Gesamtkapazitat
2 C ’ P11+ P2 =P =Py P
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Berechnung der Gesamtkapazitat |N = 3| mit Hilfe der Gesamtenerqgie

Cges = 7
| Q
Q, [ \(\ 2
C12
C Co
Q,
_—C, =—/—C,, =/ C,,

Berechnung der Gesamtkapazitat zwischen den Elektroden 1 und 2 nun nicht
uber die Teilkapazitaten sondern tber die gespeicherte Energie, welche sich durch
Aufladung der beiden Elektroden ergibt.
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@, = p,,Q, +p,,Q, +P;;Q;
D, = PyQ; +P,Q; + P05
D, =P, Q; +P5,Q, +P3Q;

Q, =-Q,

Q; =0
Aufladung nur der Elektroden 1 und 2

1< 1
W, = Ezq)iQi - §(¢1Ql_®2Q1+¢3'0)
i1

We = %[(pllQl - p12Q1 + O) Ql
B (p21Ql - pzle + O) Ql
+ ( . ) . o:l

1
We = E(pn + Py =Py, _pZI)Qf

We = l Q% —> CgeS = 1
2 ges (p11 TPz =P — p21)
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3.7 Bestimmung der Kapazitat bei Anwesenheit von Influenzladungen

| ) I
wobei [ [[p () dv' = {+§ flljrr i|:2

U, =@, -®, PROBLEM:
Verteilung p,(r) unbekannt

nur ”Ipi(F') dv = +Q bekannt
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3.7.1. Losung durch Anwendung der Laplace-Gleichunqg

3.7.1.1 Herleitung von Laplace- und Poisson-Gleichunq

Voraussetzung: € nicht ortsabhéangig

—

div D = p| Maxwell D = g E|Material -Gleichung

div eE=¢ divE=-¢ div grad® =p
x

_9%® 8D 9D
= + +
ox° oy® 8z°

Poisson - Gleichung AD = - P AD
€

Laplace - Gleichung AD = 0| gultig fur Ladungs-freie Raumgebiete p =0
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3.7.1.2 Eindeutigkeitssatz, Randwertprobleme

1. in metallischen Leitern (ohne Strome) gilt:

E=0

innerhalb und auf der Oberflache

= grad ® =0 = | ® =const

2. Die Potentialverteilung ®(r) im Raum mit p =0 hangt nur von der Potentialverteilung
(I)(ﬁ?and) ab

3. Die Potentialverteilung wird durch die Laplace Gleichung A® = 0 bestimmt

Die Potentialverteilung in diesem Raum ist eindeutig gegeben,
= _ -
egal, wie ®O(r,,,) auf dem Rand erzeugt wurde.
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@ Punktladung, +Q

- \+ Q
/, \\
< I ° 1 >
)\ //I Er
q)K
" Ame r® |r2ry
dD(r) = Q1 farr=r,
me I
E, 4
Farr>r, gilt: —©
_ _ —
Erl - Er2 - Er3 @

Beispiel
@ Isolator, +0O

Radius r,

Randbedingung bei r, :

Q 1
@, =0Or)= — =
Rand (O) 471:8 r_o

(3) Leiter, +0
I Radius r,

D, -
0 r<r,
E. =
” iiz r>r,
4Aie T
Q 1 .
dN=—— = firr>r
(") Amte T 0

Potential im Raum r >, :

Ang ¢ Rand’

fur alle drei Falle

r

q)(r):i}—q) (r_o

J
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Begrindung

Aus Maxwell-Gleichungen folgt die Laplace-Gleichung flr & :

AD =0

Kartesisch:

O’d O0°d oD _

Ox? * oy’ " 0z° 0

Die Potentialverteilung @(r) im leeren Raum muss immer die DGL erfillen.

Die Losung einer partiellen DGL ist ausschlie3lich durch ihre Randbedingungen
o =0, , festgelegt.
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3.7.1.3 Berechnungsmethode von Kapazitaten mit Influenzladungen

gegeben: @, @,

gesucht: Q,,Q,

Randbedingung: ~

Potentiale und Form @, = ®,(F = Elektrodenoberflache) = const.

der Elektroden ®, = @, (7 = Elektrodenoberflache) = const.
@ LAosung der Laplace-Gl. AD =0 mit Randbedingung aus @

. @(f) im Raum zwischen/auRerhalb der Elektroden

@ Bestimmung von E: E(r) =- grad @ (1)

Speziell auf Elektroden- = (v _ . _E =

S fiachen: E(r = Oberflache) = E,,,, (Tang)| aUS @
@ Bestimmung Q,, aus c_f>a E,,,-df = <_f>6°df = Q.
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Bestimmung der Influenz - Koeffizienten

Algorithmus @ - @ liefert:

Q, = Alg, (CI)1’ (I)z)

Q, =Alg, (q)r cI)2)

Bestimmung der C, :

a) setze D =0

Q.. =Alg, (0, @,)
Q,. = Alg, (0, ®,)

b) setze ®, =0

Qyp =Alg, ((I)l’ O)
Q,, = Alg, ((I)v O)

und

und

Influenz - Koeffizienten - Matrix c,

Q =¢; @, +Cp, D,
Q, =Cy @, +Cy, D,

Q. =€, @, —
Qs = C D,
Qp =€y D,

— =
Qup = Cpy Dy

c, =Alg, (0, @,)/®,
c, =Alg, (0, ®,)/ @,

¢, = Alg, (@, 0)/®,
cy =Alg, (®, 0)/@,
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Bestimmung der Teilkapazitaten bzw. der Potentialkoeffizienten

1) Bestimmung von Q, als Funktion von ¢,
2) Aus Q ={c,}®, folgten die Influenz-Koeffizientenmatrix {c}

3) Ermitteln der individuellen Teilkapazitaten

Cik = - Cy
N
Ci = Z Ciy

k=1

4) Oder ermitteln der Potentialkoeffizienten durch Invertierung der Matrix der
Influenzkoeffizienten

(P} = {Cik}_l
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3.7.1.4 Beispiel kugelsymmetrisches Problem

@ @, auf Metallkugel gegeben

d(r) =? im AulRenraum

Kugelsymmetrie

— nur radiale Variation von @

— ®, =const.  Randbedingung”

® =®(r) unabhangigvon 9, @

@ 1d (rz dd)(r)) - 0
> dr

AD =
r dr
2 900 _
dr
do(r) _ ¢,
dr r?

o(r) =-2+c,
I

Laplace-Gl. (r-Abhangigkeit)
in Kugelkoordinaten

C,, C, sind (noch) unbekannte

Integrationskonstanten 195



Bestimmung von c,, ¢, aus den Randbedingungen:

a) Potential auf Kugeloberflache ist @, = const.

b) Potential im oo soll gegen Null gehen

d(r) =-c,/r+c, allg. Losung der Laplace-Gl.

mit ®(r—>w) =0 folgt c,=0

mit ®(r=r,) = @, folgt -c,/r,=® — c, =-f, - D,

Slon=o, Losung der Laplace-Gl. im AuRenraum
r fur geg. Randbedingungen
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Bestimmung von E(T):

= 0 r.\ . r. .

E(fY=-qgrad ®(nN=- —|®, 2|e =, 2L e

(F) = - grad @ (1) ar(lr]r B
E auf Kugeloberflache r=r,
1.

C - F — h z _
B, = E(ro) =@, = & =@, —¢€
o o

Bestimmung von Q,

Ef)aEHl . df = Q,

1
=g -®, — -4nr;=gdnr, - O

o

—> |Q,=e® 4mr,

Algorithmus @@ liefert hier also:

Q, =Alg,(®,)=4ner, @, 127




Bestimmung des Influenzkoeffizienten

Algorithmus @ - @ liefert: Influenz - Koeffizienten - Matrix ¢,

Q =Alg, (®,)=4ner, @ Q =c, @,

Bestimmung von c; :

c, =Alg, (D,)/®, =(4ner, D)/ D,

cC,=4mer,

mit C, =c,, folgtauch fir die Kapazitat

C,=4mer,
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3.7.1.5 Beispiel rotationssymmetrisches Problem

keine Kugelsymmetrie mehr

® =@(r,8) abhangigvon 8

oo (r,9 , oD (r,9
ACI):% 9 rz—( ) +i2 Lt 0 smS—( )
r< or or r sind o9 09

|

Integration?

LOsung mittels Separation der Variablen
oder numerische PDGL - Routine
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3.7.1.6 Verifikation numerischer Losungen der Laplace - Gleichung

Beispiel fur eine fehlerhafte

numerische Simulation ™
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Vergleiche Losungen von Verfahren @ und @

Verfahren @ Laplace - Gleichung

A® =0 D, = D, =--- Raumladungsverteilung
Laplace geg.Randbedingungen (noch) nicht bekannt
L. d(r) LOsung der Laplace - Gleichung

L» E(r) = - grad @ (1)

L' [_jHLZ(F) = S‘EHLZ(F) Feld auf Metalloberflachen 1,2

=\ — R P Oberflachenladungsdichte auf
ry=nD r
GHLZ( ) Hl’z( ) den Metalloberflachen 1,2

L» Input fur Verfahren @
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Verfahren @ Coulomb - Integral

auf Metalloberflachen 1,2 konzentrieren sich die Raumladungen an der
Metalloberflache 2 Oberflachenladungsdichten o

S p(7) = p.,(r) fur ¥~ Oberflache 1,2 mit Dicke ds
P 0 sonst
oA 1 (7). mit dv =df-ds folgt

= d
> o) Zl( mE o, |1 V]

N 1 ppds’ : B

—;(4% 3 df} mit p-ds =c folgt
(1) = | L ll (f,)df' mit (1) = D, (1)

= | 4me 4 ‘r—ri ‘

Input aus Verfahren @

L. o () = o(F)
Verfahren @ Verfahren @

wenn ja, Losung ok
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Zusammenfassung

LOsung der Laplacegleichung ist eine geeignete Methode:

AD

I
o

- wenn Agquipotentiallinien durch metallische Flachen vorgegeben sind,

» und wenn das Medium linear und isotrop ist,

» und wenn zwischen den Metallen keine freien Ladungen sind.
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3.7.2 Losung der Laplace-Gleichung durch Separation der Variablen

3.7.2.1 Kartesische Koordinaten (Rechteck-Hohlleiter)

© = U(x)-V(y)-W(2)

Separationssatz

wir haben die Summe dreier
Funktionen f,(x), f,(y), f,(2),

}

diese ist nur Null fur alle x, y, z,

wenn diese konstant sind

() +f,(y) +1,(2) = 0

2 2 2
A®:6?+a?+a?:o
OX oy 0z
2 2 2
— V-Wo62U+U-W-a—2V+U-V-a—2W:O
OX oy 0z
1 2°Ux), 1 o°V(y), 1 2°W(z) _
Ux) x> V(y) o&y® W(z) oz°

0

Uu.v.w
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wann ist

f(x) =

f,(y) =

L (). 1, (). 1. (2).

o. unabhangig von x

_az

konstant, unabhangig von x, y, z?

-B> B unabhangig vony

f, (Z) = +y°
erfallt fur:

1 d*U(x) _ o
U(x) dx?

1 d*V(y) _ B?
V(y) dy’

1 d*W(z

@ _,,

W(z) dz

Y unabhéangig von z

9

dzu(zx) + o2 -U(X) = 0
dx
d“V(y) 2 _

d*W(z
T8y w@ =0

,YZ — a2 +l32

= sin(ax), cos(ax);

= sin(By), cos(BY);

= e*¥

Jede Linearkombination ist ebenfalls Losung
der Potentialgleichung

135



partikulare Losung @

@,(x,y,z) = A, sin(ax)-cos@y)-e™ mit y; =a’+p;

L. (noch) unbekannter Koeffizient

62(I)ij 2\ o Y2 2
> = A; (o) sin(a,x)-cos(By)-e " = -0 D,
2
RN 0 (I)ij = -[3.2(1)..
ayz J 1)
v,
5 i @y

oD, 0D, o0, S,
- PV + o + e :(-ozi —Bj+yij)cl>ij:O~CI)ij:0

— @, ist Teilldsung der Laplace - Gl.
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partikulare Losung @

®,.(xy,2) =A,, cos(a,x) cos(B,y) e mit y,, =a;+p;

n m

L. (noch) unbekannter Koeffizient

a2¢I’1I"ﬂ a2®I’]I’T‘I a2®I’]m —_
- 2 T 2 —2 -0

OX oy 0z

o = By o+ Y =0

— @__ ist ebenfalls Teillosung der Laplace - Gl.

Zusammengesetzte Losung:

@, = (D, +2,,)

_)6:1)?2 + 62;/);2 + % =0 - @, ist ebenfalls Losung

Allgemeine Losung mit allen Kombinationen von sin, cos, exp (+--..)

® = Z(I)nm u.nbekannte Koeffi;ienten A, bestimmen
e sich aus Randbedingungen
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Beispiel:  Gegeben sei ein rechteckiges

metallisches Rohr (Hohlleiter) ]
Randbedingungen: a
a) d(x,y,z) =0 auf dem Rand v
0

b) @®(x,y,0) vorgegeben =v,(XYy)
c) abfallendes Potential in z - Richtung

Einschrankung der Losungsvielfalt durch Randbedingungen &® = O auf Rand:

O(x,y,2) = >, >, A, -sin(o,x)-sin(B,y)-e"™ |y, =al+B;
m=1 n=1
nur sin wegen nur sin wegen
®0,y,z) =0 ®(x,0,2) =0
Jhintere Wand* Jinke Wand*
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Bestimmung von a, und B, durch Berlicksichtigung der weiteren Randbedingungen ® =0

nm
am vorderen Deckel x=a ®(ay,z)=0->a, = a
am rechten Deckel y=Db M
®d(x,b,2) =0 > Bm = T
( N-T-a _

© o sin =0
_ e[ meX) (MY . a Rand-
O(xy,2) =), >, A, sm( - ) sm( » ) e ) ) bedingung
m-m ):o erfllt

sin

Bestimmung der Koeffizienten A, durch Anpassung
an die vorgegebene Randbedingung des Potentialverlaufs V(X Y)

d(x,y,z=0) = Vo(X,Y)
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Sei die Randbedingung z.B.:
— . cinf T X Ty
Vo(xy) =k sm( 3 )sm( b )

= . T . (m-m- Y Onzl m=1
cI)(X,}/,Z):Z ZAnm°S|n(n g X)-sm( 5 y)e Vo2 = Anm:{k n=1 m=1

m=1 n=1

d(Xx,y,z) =k-sin (“T'lx).sin (%y)-e‘yz mit y = \/(g)z +(%)2 dim(k) =V

Ist die Laplace — Gleichung erfullt?

P (2N (mex) (1-y)

=-k| =] -sin [ =—=]-sin| —=|-e™"

ox? \a . a ) . b )

2 % (-%)

a ? =-k T -Ssin TC_X -Sin _y .e—YZ

oy \b, . a ) . b )

2

5?:k{(z) iz )}S.n( ) (53] e

0z a
0’0 , 9%® | 9’D _ 0
ox 2 oy 0z°



Berechnung der Felder im Inneren des Hohlleiters:

Potential
D=k sin(n—xj sin(n—y) e "
a b

Elektrisches Feld E = ?

EZ:-aE=+yksinn—X sin| Y. | e
0z a b
(v
EX:-@:-kzcos(n—x) sin| ¥ | e
OX a a b/
(v )
E :-@:-kzsin(n—xj cos| | e
* oy a \ b

b T
— — c=¢kE,
T
0 a

0'=8Ey

Felder senkrecht
X auf Metallrand

T\

keine Tangential-

141
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Vorgehen bei allgemeinen Randbedingungen V, (X,v)

wenn sich V,y(X,y) als Produkt zweier Funktionen in x und y darstellen lasst, gilt

d(x,y,0) = V,(x,y) = f,(X)-g,(y) mit f,(x)=0 an x=0,a entsprechend
-0 _0b Randbed.
9(y) =0 an y=0, ® =0 am Rand

d(x,y,z=0) = i iAmn sm( ax) sin(%) = f,(X)- g, (Y)

Zerlegung von fy(x), go,(y) nach Fourier:

f,(x) = iam sin(?) mit a, = if (X) sm( ) dx

2
a
- . (mny . 2 mmy
X)= Y Db_sin|] —=| mit — sin d
go();m (b) mbg Go(Y) (b)y

Koeffizientenvergleich: a

A =a -b

mn n m

A
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3.7.2.2 Zylinderkoordinaten (Rundhohlleiter)

0

1 a( 6(13) 1 °® 0°D _
R + =

AD = —- st
R oR\ OR) R® 09~ 0z

2 2
® =U(R)-V(p)-W(2) > 1 10 (RaU)+ 1 12-6 \2/+ 1 6\/2\/ =0
UR) R R\ OR) V(p) R® dp° W 0z

Separationsansatz f.(R) + 1 f (@) + f,(z2)=0

2
‘ ‘

O -m? Y

Konstanten,
unabhangig von ¢ bzw. z
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3.7.2.3 Kugelkoordinaten

1 8(,00 1 o(. 0D 1 D _ r’sin’ 9
r +—— sin9 +——— > =0 /.
or ) r°sin9 09 09 ) r°sin“9 OJe Uu-v-wW

@ = U(n)- V(3)-W(e)

sin’9 Q(rz U(r))_l_sinS 0 (Sin86V(9))+ 1 azwgcp) -~ 0
U(r) or or V(9) 09 09 }N((p) o )

_m2

Separationsansatz

d*W(e)

2

gewodhnliche DGL

m*W(op) =0 . .
T () der sin-,cos-Funktionen

—> W(p) ~ sin(me), cos(me)
m ganze Zahl: Erflllung der Randbedingung

W(p) = W(e+2n) 144



3.7.3 Losung der Poisson - Gleichunq

() =@, (r)+@ (r) @, (F): partikulare Losung

D, (F)i homogene Ldsung der Laplace-Gleichung;
ungleich Null im Falle von geladenen Elektroden;
Randbedingungen durch deren Potentiale.

LOsung der Poisson - Gleichung (partikulare Losung):

r—r| Coulomb - Integral
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3.7.4 Spiegelungsmethode

,elektrisches Spiegelbild*
Anwendungsbereich: Punktformige Ladungen vor Metallplatten

Vorgehen: Metallplatte ,wegdenken® und durch Anbringen von fiktiven” Ladungen eine
Aquipotentialflache an der Stelle der Metallplatte mit gleichem Potential erzeugen.
Beispiel: Punktladung vor ebener Metallplatte
Punktladung
Zo
+Q
y 4 SRR @(R,(p,Z) rlz\/R2+(Z—ZO)2
r :
R 2 2
i Vi rZ:\/R +(z+2z,)
r, Metallplatte mit ® =0
-Q_¢# = Spiegelladung
0
1 1 1 1
®(Ro:2) = 4—(9_9) "2 2 >
me\rn e \/R2+(z—zo) \/R2+(z+zo)

CI)(R,(p,Z) =0 fur z=0 und beliebige R,p (entspricht Potentialflache der Metallplatte)
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Zvlinderkoordinaten

wegen Zylindersymmetrie

o(R¢.2) = L(Q _ Q)

E=-grad ® = - ggéR—% a%éq)- ﬂz)éz
= - & - R 3 + R 3 éR
T (R*E-2007)" (RP+(z+2,)?)”
+ '(Z'Zo) (Z+Zo) &
% 2 A N B
(R*+(z-2,)°)” (R*+(z+2,)?)
+0.e
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Auf Metallplattenoberflache bei z =0 qilt:

— _ 2 ~
E(R,z:O):O-eR—4Q 2o :,/e
/1% (R2 +Z§) 2

z

Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Metalloberflache.

Die Oberflachenladungsdichte o(R) ist gegeben durch
O'(R) =eE, (R, z:O)
__Q 2z,

A1 (Rz + ZS)%

Die gesamte Influenzladung auf der Metallplatte

© 21

Q.. :jcdf:”c(R)Rdcde

f R dR
iy

_ -1 _

TR (R2+z§)}/2 O_+QZO(O-

1

z

0

)

-Q

Ist gleich grofl3 wie die Punktladung Q, aber mit negativem Vorzeichen.
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4 Stationare elektrische Stromungsfelder

4.1 Erhaltung der Ladung

—

—

. a _ N B
Maxwell  frot H = J+ED —divrotH =divJ + div%j

0= lej + % div IS d|V(rOt H) =0

Maxwell |divD =p

Kontinuitatsgleichung
der Ladunq

. - 0
dvJ+ — p=0
ot P

Idivjdv+§_fpdv:0 —><Jf>j.d¥+§jpdv:o

Bilanzgleichung ﬁj-df + 9Qu _ 4| Ladung geht
dt nicht verloren

der Ladung
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:jein
Vol
Q,, =const. z.B. Null
dQVoI — T Af —
- =0 - <_f>HJ-df =0
- Iein = Iaus

Ladungs-
Erhaltung

Widerstands-
Netzwerk
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4.2 Ohmsches Gesetz

® <0 J=p, (V)
E
F=m,da=q E — a= Je
me
- v=a-t

<V>j[------- <\7>:%Vmax

StolRe Elektron/lon — Abbremsung — mittl. freie Flugzeit <t>

A\
q
Vv
my
\
[
Il
A
my

zwischen zwel StoRRen

<t>E

Ohmsches Gesetz
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Die Bewegung der Elektronen im Metall ist die Uberlagerung aus

- zuféllig gerichteter thermischer Bewegung, abhéangig von Temperatur T
<v,>=f(T) #0

<\7th >=0

- gerichteter Bewegung in Richtung des elektr. Feldes, abhangig von E

<A> - E

—

- wobel

<Vth>

>

<V >

die mittlere freie Weglange zwischen zwei Sto3en des Elektrons mit den lonen

<S> abhangig ist von den Abstanden der lonen voneinander

Die mittlere Stof3zeit <7 > ergibt sich aus der mittleren freien Weglange
< s > und der dominanten thermischen Geschwindigkeit <V (T) >

<t (T)>

<S>

< V(1) >
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4.3 Ohmsche Verlustleistung

® «—O mittlere freie

v Flugzeit <1 >
E ; - Beschleunigung der Elektronen
F=md=qE >V, = r?] E-<t> durch el. Feld
- Stbl3e Elektronen/lonen
Kin. Energie des Einzelelektrons: - Abbremsung der Elektronen
E, = %mevrznax - Abgabe kinetische Energie

in thermische Energie
Anzahl Elektronen pro Volumeneinheit

- Erwarmung
= Z—j - Joulesche Verluste
Umgesetzte Energie pro Volumeneinheit in StoRzeit (t) :
n-E, = p‘:' m_ v, _ —pe,%*max rg: Ve Wobei J=p, (V) :pe,%v
=J . ) =J-E-<1> > rlfl;n = agvtj =J-E Verltzﬁgliztung
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—

W, 5

=]
o 4
/

,verheizte” Joulesche Warme Leistungsdichte

O'—.:—r

J-E dt
A\

Einheit (w) = i v. S = Jougle
m? m m

J=x-E ->w,=x|E? t:—Iszt

O'qe—r
o
Al
!

Gesamtleistung :

W, = [3-Eav=[I-Edids=u-
ot o

aw, - R.I? = U_2

ot R
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4.4 Ohmscher Widerstand

Metallische Elektroden

Fo,02

|:j'3df
I:1

@, und @, sind bekannt.

Verteilung von J tiber Elektroden unbekannt
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4.5 Laplace-Gleichungq fiir stationare Stromunqsfelder

Ziel: Berechnung von J(r) © Ziel:
innen bei gegebenen - J« kE « —k grad® ®=?
Randbedingungen an
den Ein-Ausgéangen

DO, D, D .
v s 66%) =0 Randbedingungen
J fur Laplace-Gleichung
B fuar p=0
® =2, Im Inneren
D
J3
Stationar 8/6t=0 —»> E=-grad ®
Im Inneren fiir p =0 —» divD=0

—

Linear & isotrop mit D=¢-E  —  div(e-E)=0 —edivgrad® +grade-grad ® =0
— divgrad ® =0 T
A® =0 Laplace-Gleichung Null bei & = const.

J= k-E=-x-grad @
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AD =0 Beispiel:

1) LAsung von
iiﬁR/aﬁ)jJr 1 26, 0° _ AD = 0= O(2)
2 2 —
R &R R) R ap® oz 2) E:-gradCD
oz
e K = const. —
®d(z)=c,-z+c, @ 53 - E
Querschnlt A
Randbedingungen: 2=t
O(z=0)=0, - C, =0,
Oz=0)=, - Cc,l(+®D =®, > cC,=(@,-D)//
_((Dz'q)l) E=- radq):-aq)(z)é :(I)l_q)zé
- d(z) = 2+ @, 9 oz z Y z
- LE ds _ @,-0, ®,-0, /
[Jdf 'K'aa(f('A) %K-@l A LKA
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Beispiel:

Struktur 1:

Struktur 2:

Gegeben:

Gesucht:

leitendes Widerstandsmaterial als strukturierter Dunnfilm (Dicke d)

Stromdichte im Material und Gesamtwiderstand

CrNi

— |AD = 0| — D(X,y) —

y
X Au

Au

(Dl v
N
——1=[J-d-dx=-d-x j%".dx
- o
d‘KIay‘dX

CrNi

min

Au

max
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4.6 Stromdichte und Raumladungsdichte an Grenzflachen

divi+ % =o| stationarheitt P =0 - divi =0
at at
D=¢-E

J=x-E| > jz%f)

— div (E B) =0
€

K.dvD+D-grad [ ¥ | =0
€ L€

L . . . c - P Zusammenhang zwischen
dvD=p und D=¢exJ = |2-p+ - J-grad —) =0[< Strémen und dadurch

erzeugten Raumladungen

: : K : : : .
In Gebieten ungeladener Leiter, wo c konstant ist, gibt es keine freie Raumladung.

An Grenzflachen mit unterschiedlichen € oder ¥ kdnnen Ladungen auftreten,
solange Strome flief3en.
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Grenzflachen - Ladungen

* p>0 <0 _ =
J i i - i - J: 5 &
_>_>+ > J. p=0 - grad E) & €,
Ea N E : e T_ ]
gl P - ,gute AulRenleiter”
K., €, K,E K., €, 3
Ep = _E J - grad(E)
€ K >
JLadungserhaltung: J, =J, = J
,Ohm* J=«xE Kaéa = KEi
S E =8E
Ka
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- Stetigkeitsbeziehung fur _ )
Normalkomponenten D. : } D. - D, = o Oberflachenladungs-
Dichte
_ f):araoﬁ eg E —¢e,¢,E, =0
K g¢, E -g,6 L =0c
- Ea — N Ei i ®0 i a™o Ka [
Ka
& & €8 X ,_
- - -J - —-J=0c
- E =3k K, K K,
N G:(aigo 8ago]\]
K, K,

An Grenzen unterschiedlicher Leitfahigkeit bzw. rel. Dielektrizitatskonstanten gibt es eine
Proportionalitdt zwischen der Oberflachenladungsdichte und der Stromdichte.

Die Oberflachenladungsdichten verursachen ein elektrisches Feld, welches frei bewegliche
Ladungstrager antreibt und so eine Stromdichte erzeugt.
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5 Strenq stationare Magnetfelder

5.1 Krafte auf beweqte Ladungen und stromdurchflossene Leiter

Magnetische Flussdichte B

Ursprunglich definiert Gber Kraft auf

Definiert Uber Kraft auf )
Leiter, durchflossen von Strom |

bewegte Ladung Q

ﬁ:Q.(vxé) ﬁ:f.A.(jxé) o |F[=c1g
® @ @s = -A-py(VxB) @@ O @*
. _»\7@ ® =(.A- KQA( VxB) N ﬂ
® ® ©® =Q-(VxE) @ @z@

dim(B

= N - 2 - VAT - =T: Tesla; Erdfeld = 50 uT
~ As-m A-m?> A-m? A-m? m? H
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Magnetische stationare Flussdichte B:

erzeugt durch alle Strome (frei und gebunden)

Maxwell:  [rot B = pu,J + p,e,0E/dt

dlot=0 —|rotB=p,d < _[Froté-df=<.f>sl§-d§=pop-df

7 VS _
u, =4n-107 A Permeabilitdtskonstante des Vakuums

Magnetisierung B,,: B

erzeugt durch den gemittelten summierten Beitrag aller atomaren
Kreisstrome der um Atomkerne kreisenden Elektronen

Mikroskopischer
Beitrag der
Magnetisierung
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Quellenfreiheit des Magnetfeldes B

div B=0 —>j'div|§dv:<j>|§-df:o
H

vol

—

B B

NN

Vol

Durch die Hullflache H des Volumens Vol gehen genausoviel

Feldlinien des Magnetfeldes B hinein wie hinaus: Die Bilanz ist Null.
— Magnetfelder haben keinen Anfang, sondern sind immer geschlossene Feldlinien.
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Zusammenspiel von freien Stromen und atomaren Kreisstromen

Uberlagerung

- des durch freie Stréme | erzeugten Feldes B,
o und der durch gebundene atomare Kreisstrome erzeugten

<
<—
o!
1|
+
!
Z

Magnetisierung B,, (bzw. M)

liefert fUr das effektive, messhare Gesamtfeld B:

Die gemeinsame Wirkung auf3erer freier Strome und atomarer,
gebundener Kreisstrome resultiert im messbaren Gesamtfeld.
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5.2 Zusammenhang zwischen H und B - Materialgleichungen

z.B. Ferromagnete:

B =B, +B,| Materialgleichung, By

A

allgemein gultig, nicht zwingend linear

| "B
-~ quasi-linearer
Bereich

Im Falle linearer Abhéngigkeit zwischen B,, und B gilt

I§M = %As B  Proportionalitatskonstante xe (experimentell bestimmt)

— B=B, +y, B

- 1 - Def 1
_)B: BI "l'r =
1-%g 1-%s
%/_J
My
é:ur BI
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Zusammenhang der historischen GréRen H, M mit B, B,, und B:

Historische Definition:
Magnetische Feldstéarke H und Magnetisierung M:

I:I, D:ef E |\7| D:ef é_M
Ko Ho

Mit

B=B +B,

ergibt sich die bekannte Schreibweise der Materialgleichung:

I§=l~lo(|:|'|'|\7|)

— —

Im Falle eines linearen Zusammenhangs zwischen B,, und B mit B=p, B,

ergibt sich mit obiger Definition fir H die bekannte Schreibweise

é:}'l'r"l'ol__l’
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zZiel:

Umgehung der Bertcksichtigung atomarer Ringstréme

rot B = uo(jfrei + jatom) J.., : freie Strome ungebundener Ladungen

= J . Kreisstrome innerhalb von Atomen

atom -

Superposition: rot B, = p, J, ..

rOt BM = l'l'O ‘Jatom

ist bekannt; damit lasst sich B, berechnen.
ist nicht im Detail bekannt; damit ist B,, nicht brerechenbar.

J
J

frei

atom

Bei linearer Abhangigkeit zwischen B und B, bekommen wir

—

B=p, B, , wobeip, den Anteil von B,, am Gesamtfeld beinhaltet.

Mit der Definition H = B, / u, ergibt sich

T — —1 Zur Berechnung von B sind jetzt
otH = Jioi| <> | B=1 po H nur noch freie Strome, aber keine

atomaren Ringstrome mehr notig.
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5.3 Ubergange an Grenzflachen

§>I:| ds = Ij-df stationarer Fall

Grenzibergang Ah — 0 ; keine Oberflachenstrome

Medium 2 Flache F=ds -Ah L . - -
$H-ds =H,-ds, + Hy-d$, = [ J.df =0
Medium 1

Ah—0

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—
—

H=Hgé +H@& i=12

tit
Wegelemente ds. :
ds, =ds-e,
ds, =ds-(-€,)
— H,-ds, = (H€, +H_€, )-ds €& =H,ds
— H,-ds, =-H,,-ds

— H,-ds-H,-ds=0 — H,=H,

Die Tangentialkomponente der magn. Feldstarke (bei Abwesenheit von Oberflachenstrémen)

ISt stetig.
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Medium 2

dE/\

Medium 1

Aufteilung in Tangential- und Normalkomponenten:

—

B =B& +Bg& i=12
Oberflachenelemente df :

oben: df =df-é_

unten: df =df(-€,)

Rand: Ah - 0 —» F,, =0

$B-df =B, df -B,df =0 —

Die Normalkomponente der magn. Flussdichte ist an Grenzflachen stetig.

Grenzubergang Ah —» 0O

B

nl

B

n2




Vorausgesetzt B=p, -p,-H

und keine Oberflachenstrome
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5.4 Ferromagnetika

Starke magnetische Momente mit starker Kopplung

Spontane Magnetisierung grof3er Bereiche
unterhalb T_: Curie Temperatur

Ungerade Elektronenzahl, Gberschissiges
,d - Elektron®.

Cr, Mn, Fe, Co, Ni....

Magnetit Fe;O,

Stark abhangig von Zulegierungen!

B =p, Htpy M

durch Spulenstrom | erzeugt (kann auch Null sein !)

187



Hysterese Kurve

Remanenz

Sattigungsinduktion

A

l

_—

—]

Hartmagnetisch

4

Koerzitivfeldstarke

e Stoffe:

- grol3e Hysterese,
- gute Permanentmagnete

(Alnico, CoS

m)

v
I

/ .+ H

| _—quasi-linearer
Bereich

Weichmagnetische Stoffe:
- kleine Hysterese
- gute Abschirmmaterialien
- gute Trafokerne
(Permalloy 80% Ni, 20% Fe)

Anfangspermeabilitat bis zu p, = 250 000

Dynamoblech p, = 1000 g



5.5 Durchflutungsgesetz und Symmetrie

1. Beispiel: Magnetfeld eines strom-
J= 0-6,+0-6,+J,-€, durchflossenen Drahtes
Flache Fges A5
Symmetrie = H=H_(R)-€,
b A-ds=[ J-df F(R)
S(R) F(R) Maxwell | AT
1| R
o ] . AT—
455(R)H ds = ¢S(R)(Hq’ .e‘P).(R d(p e‘P) \_/ SR)
= S(R)Hq,(F\’)-R-d(p:2-7t H(p(R)-R " i
¢
aufen: Jdf=1 = 2zH_,(R)-R = H_(R) = 1
e » o 2nR R
2 ! >
innen: Jdf = L~'Il'.-R2 = H i(R) - =R #.R ‘innen  auRen
FR) Fies ¢ Fe.-2t R 2-F,,
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5.6 Berechnung von H in verschiedenen Spulenkonfiqurationen

2. Beispiel:
lange Spule

umschlossene Flache

Strom |, Windungszahl n

Lange ( Naherung:

- W

A

—>H-l = n-l

= (H

Umlaufweg

- innen Feld homogen
- H = const.
- aulR3en Feld Null
2> H=0

3. Beispiel:

Magnetfeld
einer
Toroidspule

@Hd§:n~l } _

=H,(r)-2mr

In der Zentralebene r; <r <r,:

H,(r) =

ne-l

27l

Innen O<r<r; und auBenr<r,: H

¢

0
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<_f>|:|-d§
S

I
'|'|'—.

(ary
o

z.B. H, i)ds(p:!j.df > H, =

5.7 Vektorpotential

Ziel: Berechnung von H aus J

—

wenn H konstant entlang Integrationsweg ds

jid?

<j'>ds(p

—

funktioniert nicht, wenn H
variabel entlang Integrationsweg

Versuch differentielle Form:

rot H=J
oH, oH, _ 3
oy 0z X
oH, OH, _ 3
0z ox Y
oH, _0H, -3
OX oy ?

o jrotI:I-df = @I:I-d§ = jj-d
F s F

-gekoppeltes System
partieller DGIn

-keine analytischen
LOsungen bekannt

-numerisch schwierig

J

Einflhren

magn. Vektorpotential A

analog zum
el.stat. Potential ®
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Ziel:

Verknupfung von Magnetfeld mit Stromen

je——— B e . A

el.Stromdichte = Magnetfeld magn. Vektorpotential

Stationare Verhaltnisse (%t = 0)1

Fir magn. Feld gilt:

—

Def. ~r
div B=0 =

v

B

rot A
Maxwell L ~
magn. Vektorpotential A

Definition erlaubt, da immer gilt
div rot A=0

fir beliebige Vektorfunktionen A
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5.7.1 Definition, Coulomb-Eichunq

Definition: |B = rot A vergl. |E=-grad @
— aAz aAy _ 0D
By = oy oz Ex =
_0A, OA, )
5 =% e Ey = oy
OAy oA oD
— y _ X —_ 0¥
B2 = & dy E, oz
div B = div (rot A) rot E = rot (grad @)
=0 =0
A'=A+grad ¥ ®'=P+C
rotA'=rotA =B grad @ ' = grad @
beliebige Eichung von A beliebige Lage des Nullpunktes von ®
Coulomb Eichung: div A =0 o




Beweis fur Coulomb-Eichung

Es bestent der Freiheitsgrad der Hinzufligung einer
Integrationskonstanten, da das physikalisch reale Magnet-
feld B durch Differenzieren (Rotor-Bildung) des

B(F) = rot A(F) magnetischen Vektorpotentials beschrieben wird.

Vieldeutigkeit von A; A'(F) = A(F) + C(r)
mit C(F) = grad \I’(r) / \

Beweis: beliebige Funktion |

B'(r) = rot A'(F)

= rot A(F) + rot grad y(r)

=0

= B(F)

A(F) reprasentiert das gleiche B(r) wie das mit grad w(r) modifizierte A'(F)

— |A'=A+grad y Freiheitsgrad firr y, frei wahlbar
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Annahme: A(r) seiso, dass div A(f) = V,(r) = 0

Wunsch: div A(f) =0

A'(r) = A(r)+ C(r) mit C(r) = grad w(r)

— div A(F) = div A(F) + div C(7)

=V, (r) + V() kalare

R OERAG
> divE () = div grad w(F) = - V,(7)
— Ay(r) =-V,(r) Poisson DGI. Bestimmungsgleichung fur y
— y(r) = y,(r) Losung y,(r) der Poisson Gleichung

-  A() = A(F) + grad y, (1)
— div A'(F) = div A(P) + div grad y,(r)

=V, () -V,(r)=0 Es existiert immer ein A , welches B
—— — — richtig beschreibt, und fur welches
— |div A'() = 0| |B(r) = rot A'() div A=0 gilt.

195



Es existiert unter den vielen, moglichen Vektorpotentialen immer ein Vektorpotential A
welches das Magnetfeld B richtig beschreibt, und fir welches div A=0 gilt.

Hitte  manein A' mit divA'#0
so lieRe sich ein ¥ lber_ Ay = div A’ finden, welches das
richtige A mittels A' = A + grad v liefert, fir welches div A =0 gilt.

Berechnet man aber A aus den Maxwell-Gleichungen, indem man bei der
Berechnung div A=0 bereits nutzt, dann erhélt man das erwtinschte
einfachere und auch (siehe oben) erlaubte Ergebnis.
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5.7.2 Differentialgleichung des magnetischen Vektorpotentials

Voraussetzung : Medium linear und isotrop B = pu-H

- 61.7_5
. : +
Maxwell: rotH=J o

—

Definition: B =rot A

—

— |AA =

—

“u-Jd

1
v}

.y rot (—-rot A) =] p = stickweise konstant

rot (rot,&) =n-J rot rot A = grad M -AA

Coulomb — Eichung!

5.7.2.1 Poisson — Gleichung fur das Vektorpotential

°A, 0°A,  0°A
+ +

in kartesischen | 8x%  dy*

+

0z°2
Koordinaten asz asz 92A

+

aXZ ayZ

0z?

ox*  ay?

0°A, 0°A, 0°A
+ + 5
0z

\

- 3 ungekoppelte partielle DGIn:
- Poisson Gleichungen

- analytische L6sung vorhanden:
-Coulomb Integral
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5.7.2.2 Coulomb-Inteqgral als L6sunqg der Poisson-Gleichunqg

Differential-Gleichung:

Analytische Losung:

Ax’ ‘]x\
Ay’ ‘Jy
A, Jd,

v

AA(T) = - p- (V)

NGRS m'J (M) 4y

4 3 | -7

— _ u ..Jy(FI) ]

A (r)= — dv
(") 4 Y |F -1

A ()= B2 '.'JZ(F') dv'

X, Y, Z - Komponenten

unabhangig voneinander;

daher einzeln losbar

Jaufender” Punkt
J (r") dv’

!
I
=l

d\?ﬁ\ Messpunkt
A, (N=7

=l
=

Koordinaten-Nullpunkt
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Beispiel fir A(F) - K IF Fl)dv'
r

Leiter mit rechteckigem Querschnitt,
Vektorpotential am Messpunkt P auf3erhalb des Leiters.
A Messpunkt P

r—r

‘ /'('X,y,Z)
J;

J, = const.

: 1T—* i - |
nyod _____ / x  A,Xyz)= ”Jz Hi X &y 2

g > bt tO\/XX) (y-y')2+(z-z')2

dv' F = A=A,(xY,2)€,

XLy,z' t Das Integral wird hier nicht weiter aufgelost.
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Spezialfall: .. Strom |
Magn. Vektorpotential A fir dinne Leiter ]

Jaufender” PunktoI

Querschnitts-
.fester Mess-

Flache F' "
punkt A(r)

fur dinne Leiter gilt ndherungsweise Koordinaten-Ursprung

JrY)-dv' =J(f")-F-ds'=1.ds

Ay = M ry - nel ds'

A(F) - —— dv > A(r) =—

471:.”-.[“- r (3 471: Le.i[er‘f:- FI‘
Allgemeiner Fall Spezialfall fir diinne Leiter
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5.7.2.3 Magnetischer Fluss und Vektorpotential

Magnetischer Fluss Def: [®m = _[Fé(?%df dim(®,,) = |Vs| = Weber

# B =rot A
# Stokes

aul3en gilt:

0!
I
=

[
(%
3rl

ware hier eine Leiter- o ~
: . . A
schleife mit 1 Windung,
dann ergéabe sich eine
Induktionsspannung

-dd
Uing = T

dt 201



Beispiel: Vektorpotential eines zylindrischen homogenen Magnetfeldes

? I F =R
qer
\A\x A

df

/N
ﬁ+
|

“{\“x

D
. [B,&, R <R, . Def. o
= > |®,..=B,Ron| « @, = [B.df
0 R>R, < a
B=rotA
— [B.df=[rotA.df= § A.ds=@,(R)
F(R) F(R) S(R)
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—

Berechnungvon A aus B
Innen R < R, ZT F=R’n
B,é,)(df 6,)=B,R*n a R
FZ[R)( i ) ( ) : J\“ —
_ ~ U df
=$(A, (R)E,) (Rdpé,)=A, (R)2rR S
C(R) <é> _— FR)
_ B, _ - SR A.R)
> |A(R)= 2R E, < S(R) > °
D
A,R)
AuBen R>R, 5:(R)
o A ist mathematisch
_[ B.-df=B,Ron=® . B auf3erhalb der Spule
F(R) 5 R ° ungleich Null.
02 =T 1 Trotzdem ist dort
~R keine messbare
. _B,R2 1 . physikalische
> |AR) = 5 R G . > R GroRe:

B =0 und damit IE:q(Vxé) =0
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Umkehrung: Berechnungvon B aus A

-aul3den messbares
phys.Feld B = Null

-aulden nicht messbares
Vektorpot. ungleich Null

-Kenntnis von A aufden
genugt, den Fluss
innen zu berechnen
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5.8 Biot-Savart-Gesetz und Anwendunqg auf einfache Leitergeometrie

Ziel: direkte Berechnung von B aus J (ohne magnetisches Vektorpotential A)

A= M Lésung der Poisson-Gleichung fir A; A ist hier nur
=2 . fur; A isti
\r r \ eine mathematische Zwischenldsung

B(r) = r(c%t AN| # r(c%t differenziere beziiglich der ungestrichenen Koordinaten

) . Mathematik:
> B(F) = rot{ s H ‘](F')' dv'} - HIIIrOt(J(F').J v’ # rot(\Poé) =W¥-.rot G + grad ¥ xG

47 1 L
/T: ——— und G=1J
F-F

= :—n-”-[ = ..rotJ r)+grad
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5(F) = L ([f| == rot 3(F") + gra L () | av

_ u- 1 EYe& 1 /

= — 0+ grad-——xJ(r') | dv .
4n-m( J \r—r'\x ( )J J(r') ist keine Funktion der

ungestrichenen Koordinate r

# rgt(j(F')) =0

L J(F)x(F =7
B(F) = i_m' (r‘F)x(r‘S ") v’ Biot - Savart Gesetz

Damit ist das Feld B direkt aus der Stromdichte J durch Integration berechenbar.
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Nebenrechnung

1 _, -F' = (x-X) &, +(y-y) €, +(z-2) €,

grad — =
[F-F o
-1 |= \/(x X' +(y-y') +(z-2')°

. 0 1 .
e +e

0
COX \Jx-x) +(y-y) + (22 YA '

7

. 1 1 1

ex(——) 5 2(X=X")+ ( —] — 2(y—-y')+e,-
20 Joex)y + Y +(@2)° 2/ -

1 1

. 0
e_
‘oz

- (x=x") s 0-y) g (2-2)
\/(x X +(y-y') +(z- z) ' «/-3 x/-3

II
I
)
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fur dinne Leiter gilt ndherungsweise
. Strom |

B(P) = 4%.[.” IF)x(T-1) 4

\F- = ,‘3 .fester Mess-

punkt B(r)
Biot - Savart

IFY-dv' = 3(FY)FdS =1 dS Koordinaten-Ursprung

. dS'x (F- 1)

- Jdop ds'x(r-r'
(i)=Y J' q(q,g )
A [

Magnetfeld B als Funktion des Leitungsstroms | und der Leitergeometrie
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Beispiel: gerader Leiter in z-Richtung
— ds'=dz' e,
B(r) = 6, €, =6, X=X,
o (o) s sd [T
At ‘F‘F‘B ezer—O .
| z' } variabel
2e_ x((x-x,) e, +(y-y,) e, +(zz")e
By = i) [Er(bon by erene,)
o (OeX) YY) P H(z-21)?)
:”_ﬂ! éy 2 (X-x,) dz' . 6 2 (y-y,) dz' 3/+0
2 ((0Xo) P+ o) +(22)) 7 B (0% o) P HY-Y o) H(z2)?) 2
speziell Draht auf z-Achse, d.h. Xo=0, ¥y, =
5 _plls X-dz' L f y-dz'
B(X,y,z) = an eyj e, _[

(X2 +y? + (Z-z')z)?/2 o (X2 +y? + (z-z')z)%
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5.9 Magnetischer Dipol

Ziel:

Berechnung des Magnetfeldes

des magnetischen Dipols B(r,9)
in Abhangigkeit vom Abstand r
und dem Winkel 9

Methode:

- Vereinfachung durch Betrachtung
einer rechteckigen an Stelle einer
runden Leiterschleife

- Berechnung des Vektorpotentials
in kartesischen Koordinaten

- Naherung fur sehr kleine Abmessung der Leiterschleife

- Nachweis der Aquivalenz der Losung auch fir runde Schleife

- Transformation in Kugelkoordinaten

- Berechnung der magnetischen Flussdichte B
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Vektorpotential einer rechteckigen Leiterschleife

i A(F) =2 kleine Schieife bei z=0
Weg 3 B
r r-r

Weg 4 > ~ . _ -l j- ds’

;\
N
=
@D
(@)
=

|

A :Z—J _TZK++T£ und A :”—°I +T2ﬂ+_t‘ij2ﬂ und A, =0

X — — —
+al2 ‘ 'r‘ +b/2 ‘I‘-I“
Weg?2 Weg4 Weqgl Weg3

-
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Berechnung fur sehr kleine Schleife

= 19, L wobei z' =0
r-r \/(x x)* + (y-y) +2?
= 1 wobei X', y' <« Xy
JXZ-2xx" + X' +y?-2yy 4y
1 wobei x*+y?+z%=r?
\/xz +y®+2z%-2xX' -2yy'
1 . 1 1
= N&aherun =l- = o
r\/ S 2XX'+2yy' J J1+o 2
2
' oxl
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Z A
Weg 3

-al/2 +a/2
.I a dx' dxl
A, = —'jr J' —— 4+ _[ -~
T a2 r-r\ —al2 ‘I‘-I“

Weg?2 Weg4

/ 7 >
/ / b Wegl
X
Weg 2: y'=+b/2 Weg 4. y'=-b/2

N N\

st ), ()
I

x dx+_[ S X'
4n A _%r r
8/ +3
_pl1¢(Db ° _opel 1
i 3) {f o = imay
L y a-b=F (Flache)

—2a
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Z 4
Weg 3 )
r r-r
Weg 2
2 /|//\ ° A_M_'+tj-’2dy+‘tj-’2dy
weas . a,ry ’ T\ o2 F'F‘ +b/2 Q'F‘
r ds Wegl Weg3
« / N
| /b Weg 1
X
Weg 1: x'=+al?2 Weg 3: x'=-a/2
+% >//2 ’ _% //2 '
> A, = ”'{I }(1+X-(+a 2)+y-y)dy.+ f }(“x-(—a 2)+y-y)dy}
T|Yr r i r
_A +A

T I

u-l 1 (a K& 7 uel 1
= 4_nr_3(§)x jdy' - Idy' :+4_._3.a.b.x
A y a-b =F (Flache)
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Losung A(x,y,z) fur

Drahtschleife:
R .
_ opla g A
A =-E _. - .F.
X A 3 F-y
_.pl1 '
Ay—+4—nor—3.|:.x S
A, =0 7 g
y
mit F =a-b (Flache)

4 X

- Das Ergebnis ist auf Grund der Annahme sehr kleiner Abmessungen der Schleife
unabhangig von den Abmessungen a und b der Schieife.

- Sowohl eine sehr schmale Schleife mit a < b als auch eine quadratische Schleife mit
a = b liefert das gleiche Ergebnis fur gleiche Schleifenflachen F= a b.

- Daher gilt dieses Ergebnis auch fir eine Schleife mit rundem Querschnitt.
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Kartesische Koordinaten — Kugelkoordinaten

A (xy z)=-ky
A (%, y, z) =+kx  mit Abkiirzung k = 'Z—ﬂ! r£3

A,(xy z)=0

(1) Ortsvektoren (x,y,z) - (1.9 ¢)

A, (r 8 ¢)=-krsing sing
A, (r, 9, @) =+kr sind cos ¢
A, (9 ¢)=0
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(2) Vektorfeld A, A A, > A Ay A,

A, =A sind cosp+A sind sing+0

=-krsin®3sing cose+krsin®dcosesing=0

>
Il

s =A,cos8 cose+A cosd sing

=-krsin§cos9sing cose+krsindcos9 cosesing=0

A,=-A,sing +A coso

=+ krsin9 sing +krsin 9 cos’p

krsin 9 (sinch +COSZ(p) = krsing

: y _ul F
mit Abklrzung k in 3
~ M sing .
- [A(r,9) = — I-F e
( ) 471: I,2 ¢
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A(r.9) = ;- I'F 3129 é,

B(r,9) = rot (A(p é(p)
rsiﬁ&(&?‘}(A‘P sin 3)) €+ %( & Acp)) €, +0 - ¢,
Z—nl F [rsiﬁ g a‘?g(rlz sin? 9) e, - %g(% sin S)ég]

l'l—IF 1 1 2sin9 cos9)e -1 (-Lsing e,
41 oy 2

rsin9 r? r
pl 2 cos 9 L Sing
Am F[ 3O s O
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Ergebnis

Br:LI-F ZCZSS
A r
B, LI.F sing
4 r
B,=0
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6 Induktionskoeffizient L

In der Elektrodynamik gibt es zwei Beziehungen von Grof3en, die durch die gleiche
Proportionalitdtskonstante L verbunden sind.

* Der magnetische Fluss mit dem erzeugenden Strom

* Die magnetische Feldenergie mit dem erzeugenden Strom

5 =0 R v -_92,0__ dio
dt dt
W =}|_,|2 Die Proportionalitatskonstante L
" heit Induktionskoeffizient
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6.1 Induktionskoeffizient und magnetischer Fluss

Voraussetzungen: dunne Leiter bilden geschlossene Drahtschleifen
Gegeninduktion @ ., : von Strom |, erzeugt und in Schleife 2 gemessen

® ., = Iél(Fz).dfz r, ist Ortsvektor innerhalb Schleife 2 n,=1

f

= [rot A(r,)-df,
f

Cz
= EﬁA (r,)-ds, A (F,) = ”4"1] _}dSi
4 ‘rl - rz‘ | ds, von Schleife 1 erzeugt
1 . .
_ dS dS in Schleife 2 gemessen
> D@y, = L, |,
471: e r —r

eine Windung:

Gegeninduktion: n Windungen: L(Tf) =n® /1

Selbstinduktion: n Windungen: |L, =n® ./l 221




Selbstinduktivitat einer langen Spule mit Kern

(Methode magn. Fluss) Strom I, Windungszahl n

Querschnittsflache

A

A
B ~ const. Uber A Ce®- - QOO
) Lange (¢ "
<_f>I:I-d§:_[j-df
magn. Fluss _VB A = H. A Durchfl :
im Querschnitt ® =B-A=p,-pu, -H: urc utulngsgesetz.
A H - H-0 ~ n-l
(I)m :”0°urﬂ
A-n? A-n?®
nN-®_ =pn,-H, 1 eond =L-|= |[L=p,-u,
£ £ 222




6.2 Induktionskoeffizient und magnetische Feldenerqgie

Def.: W, = % E-D Energiedichte des elektrischen Feldes
(Erinnerung) W, = _[We dv gesamte elektrische Feldenergie
R _ V As _ Joule

Einheit (w,) = mmZ o 3
wenn D =g E gilt, dann folgt: w, = % E?
Def.: W, = % H-B Energiedichte des magnetischen Feldes

W, = Iwmdv gesamte magnetische Feldenergie

R _ A Vs _ Joule
) Einheit (w ) = m-mz =T
wenn B =pu-H gilt, dann folgt:
_ 2
w. == H
m o2 223




Veranschaulichung der magnetischen Feldenergie

Strom wird in eine Spule eingespeist, ein Magnetfeld baut sich auf

(1)

=)

Nl Querschnitt A
¢ nWindungen

H=
I(t)

Steigung s

@)= pHOA=p 7 It) A

-U(t) U(t):_n%
_ n , dl)
= e A TG
>t
tO
un’
Ut = —As  t<t
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Aufgenommene elektrische Leistung:

_(un?
P(t) = U(t) . |(t) — ( / AS) (S t) t<t0
0 t>t,

Gesamte aufgenommene elektrische Energie nacht >t

unzA

to 2
Wy = [P dt=- B as? 212=- 2 B2 22
0
nl (H

1

- WU,:-EuHSAE

Gesamte aufgebaute magnetische Feldenergie: W, = _[wm dv

Magnetfeld H raumlich konstant in Spule mit Volumen Al
! !
Energiesatz: W, =W, >w Al =- % M HS A/l

> Wn=5H Hy| magnetische Feldenergiedichte

-

W . =w_ A/l
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Ziel: Berechnung der Feldenerqie Uber die erzeugenden Strome

Energiedichte des magn. Feldes:

Ziel: Feldenergie als Funktion

Gesamte Feldenergie:

W

m

_1r ~
§j H-rot A dv

%j‘ div(A xH) dv + %I A-rotHdv und GauRsatz und rotH = J

%(_f)(,&xljl)-df+ %jA-jdv

I!

W, =

W._. =

m

N N

C—
TI!

!
Q.
<

der erzeugenden Strome bestimmen

und div(AxH) =H-rotA - A-rot H

—

—

und @(AXH)-df: 0 tber "Fernkugel"

j(F ) dv' —»

%jA-jdv mit A7) = L‘J‘

FoT]

wo= L4 ]

O3 4, gy

r-r

226



i “‘ J(rl i(r ) dv dv' magnetische Feldenergie als Funktion
r-r der Stromdichte J(r)

Spezialfall: N Leiter wobei j(F) =0 aulBerhalb der Leiter

Def. L, Induktionskoeffizienten

stromunabhéanqiq!

N N
Li | k| Einheit: H H=21J_1VAS_1Vs
;; k ik elt: Henry X N2 A

A
I\JII—\

|, = Gesamtstrom durch Leiter |
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J J
L = % 4L ,m- .UI (‘rr)- r(‘r ) dv dv

Leiter i Leiter i

= Ml

J(r)J (r)dvdv

Leiter i Leiter k ‘I’ ) r ‘
1 N N
- Wm = §ZZL|k II Ik
i=1 k=1
_ _ 1, 2
zB.: N=1 Wy, =5 LI

Selbstinduktionskoeffizienten

Gegeninduktionskoeffizienten
('— k =L ki)
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Gegeninduktionskoeffizient dlinner Leiter

dv, dv', mit J. dv, = J..df ds, =I.ds.

.4,JHIH S
_ T E ] k(j}(ﬁds -ds,

=L = %@@d%i:ggk Ly =Ly

i
Ci Cy

dies ist der Beweis, dass die Proportionalitat ¢
von L, fur die Feldenergie die gleiche Grol3e
ist wie die fr den magnetischen Fluss |® ., =L, I,
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Gegeninduktionskoeffizient dlinner Leiter

ik‘. L 4nm I F)F}‘F dv.dv.  mitd dv, = J df dS =Ids
ds,-ds,
A, 47c : k?i \r r|

Ly =Ly
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Selbstinduktivitat einer Koaxialleitung

Riick- \Leiter
Leiter

\ 4

Berechnung Uber die Feldenergie: im Innendraht gilt:

(Methode Feldenergie)

Radius Hinleiter: R,
Radius Aul3enradius: R,
Dazwischen Isolator

. R Langenabschnitt: /

mit

R’
4
Wmi =

orp
2

Sehr dinner Ruckleiter
dort keine innere Induktivitat

J, konstant tiber Leiterquerschnitt

iIIRZ-R-dR do dz
00O

J, =1/(n-R?)
Sr=f Lo
4 8-m { 8.1

innere Selbstinduktion
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zwischen den beiden Leitern im Isolator qilt:

(¢ 2xR 2
¢
W= [w dv=2E.[H 2dqv=Ft R dR do dz
ma j‘ ma 2 I ¢a 2‘([‘!R 47CZR2 (P
2 R,
:E szzﬂ;jidR: if|2 |n&
2 4rn =R 4n R,
Wma:1 L. = Lazi-ﬁ-ln Ry —>5: L-In& aul3ere
2 2m R {2r  Ri|selbstinduktion

Im Bereich R >R, aul3erhalb der beiden Leiter ist

H,(R>R,) =0 wegen 4) H-ds = _ﬁ-df =l | =0

Kreis>R,
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Selbstinduktivitat von Doppelleitungen

A Z A
Doppelleitung, Abstand s, symm. zur z-Achse © A
Drahtradius b B S @
L df

Gesucht: ‘ 4
die Selbstinduktivitat pro Lange T | A H, (Xy=0)=H,

£ 26"_ /45 >

l / y

o
*S/,-b +S/ b

Berechnung tber den Fluss @, @, = j'|_5,a.

d
zwischen den Drahten / T S/ +b T S/ +b
Z

B=B(xy)  df =dzdxé B, in x,z-Ebene

B hangt nicht von z ab — B, (x,y=0)
233



In der gesamten x-z-Ebene fir y = 0 gilt: Hq)(y:o) - H

| +%—b +55-b
— . — o — = S/ _ S
(I)a ~ Ho ¢ J' Hy dx Ho . 2T { In(é X)—%+b ¥ ln(é+x)_%+m

— — 1) 2 —
H,=——| = H,=HY+H® =

y

2n(55-x) " 2n(35+x)

N

v

:Ho‘f‘—’{_ In(b) +In(s—b)+ In(s-b) - In(b)} :uo.g.%. In(ﬂ)

27
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Innere Selbstinduktivitat L,

L /=L, /0+L,// Summe der beiden Leitungen 1 und 2

T, (siehe Rechnung fur Koaxial-Leitung)

Li/f=2- 8 unabhangig von Drahtdicke 2b

Gesamtinduktivitat L .

L. /0= P n[SP), B
T b 4nt
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Zusammenfassung

Induktivitat
- Energiedichte des magn. Feldes W, = %I H-B dv
W._
NN — mik
D W= % ZZL”( ., W_. berechnen — |L, T
i=1 k=1

einfach nur bei N=1, d.h. 1=k

- Magnetischer Fluss® ., = jé-df: @A-dé

@ D =Ly |, ® . berechnen - |L, = (Dmikl
-fir @ sowie @ gilt |
Integral direkt
ds,-ds, P
L @@ berechnen — L, = %@4}%
4“(: C, ‘r - rk‘ ndd ‘r. . rk‘
-» L ®O=L, @
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Alternativen zur Berechnung von W

IAI( )
4 (:) _ 1 " 12 —
Wm = - |u H< dv =

F 1
2 A
\ / H im ganzen Raum

A j M
7 @ d)m:jé.d?:l_.|
/ C \\ ) 4
B nur innerhalb Flache F
Raum > Ié . df
1000 x 1000 %1000 L=F
=10° Stitzstellen

Flache = @ @, =[rotA.df =§A.ds
100x100 o F Ny
=10* Stutzstellen A nuraufWeg C

$A - ds
Kurve =4 x 100 L= C

400 Stitzstellen | 937



7 Quasistationare Felder

divD =p 4‘35-df:‘[pdv
rotE:-a—B c_f>|§-d§:-ijl§ df a—D<<T]
t ot
rot H=J H.dS=|J.df t o
) quasistationar
divB=0 @B df=0

Zeitliche Anderungen der FeldgroRen wirken sich sofort im gesamten
betrachteten Gebiet aus.
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0 : oB -
rotge, =- P Wirbelfeld, erzeugt durch /6t

Quellenfeld, erzeugt durch p

—

E,=-grad® Def. von @

—

DT

m:
Il
M

rot E, =-rot grad® =0 —

Unterschied
QW
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7.1 Induktionsgesetz fur zeitlich sich andernde Felder
oder zeitlich variable Randkurven

D S S Fall A: zeitlich variables B-Feld; konstante Flache A bzw. Randkurve C
B(t)
— | T Maxwell: y _ _ : :
Andert sich die magnetische Flussdichte an
A - _ B einem Punkt, so entstehen dort wirbelartige
2 rotk,, =- /6t elektrische Felder.
wW

In einer leitfahigen Leiterschleife mit gedffneten Enden geschieht folgendes:

— —

E. —p,, p_. E, erzeugt Ladungstrennung in der Drahtschleife
P, P. — EQ p., p_ erzeugen elektrisches Quellenfeld
E, —>®,,®, E, lasstsich durch elektrisches Potential beschreiben
o, ,0,->U,, Potentialdifferenz lasst sich als el. Induktionsspannung messen
r Andert sich zeitlich die magnetische Flussdichte bzw.

—|U, =- o ®_ wobei A=const.| dermagnetische Fluss, so wird in einer offenen
Leiterschleife eine elektrische Spannung induziert.
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offene Leiterschleife mit Luftspalt ot

B(t) zeitlich variabel A
~ raumlich konstant

Stromdichte ist durch gegenlaufige Felder Null

—

2
Uind = (I)z B (I)l = _IEQS -ds
1

E s istim Spalt unbekannt , aber in Drahtschleife bekannt (EQi = —EW),

Integral wegunabhangig — Integration durch Drahtschleife statt GUber Spalt

dd dd
- U, = -—7"r

E, -dS=-—
W dt

—> U =-|Eqs Qi-ds=+

= Sy N

2
.déz-jé
1

= Sy N
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E,

B(t) zeitlich variabel

" raumlich konstant

INNERES DES LEITERS:
Das elektrisches Feld im Inneren des Leiters

ist Null, da sich Quellenfeld und Wirbelfeld
gegenseitig ausloschen.

Epo =Eo+E, =0

LUFTSPALT:

Das elektrische Feld im Luftspalt ist abhangig von
der Lange des Luftspaltes d.

Bei sehr kleinem d wird es sehr grof3 und Ubersteigt
die GroRRenordnung des Wirbelfeldes.

Die Induktionsspannung ist unabhangig von d.
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